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Lokalni a absolutni extrémy
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Lokalni a absolutni extrémy

Kli¢ovymi pojmy v této kapitole jsou

e (ostré) lokalni minimum a maximum,
e stacionarni bod,

e (ostré) absolutni extrémy.

Zde pfipomenime jen, ze:

Hledame-1i lokalni extrémy, pak zadanou funkci vySetifujeme pouze lokalné (tj. v okoli né-
jakého bodu), hledame-li absolutni extrémy, pak vySetfujeme nejmensi a nejvétsi hodnotu
dané funkce na predepsané mnoziné M.
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Priklad 1 — lokalni extrémy

Pi#iklad 1. Rozhodnéte, zda mé funkce f(z,y) = ¥ xz;yz v bodé [0, 0] lokalni minimum.




Priklad 1 — lokalni extrémy

Piiklad 1. Rozhodnéte, zda mé funkce f(z,y) = 7”3:2;242 v bodé [0, 0] lokalni minimum.

Reseni

Plati f(0,0) = 0 a zaroven pro kazdé [z,y] # [0,0] je f(x,y) > 0.



Priklad 1 — lokalni extrémy

Pf#iklad 1. Rozhodnéte, zda méa funkce f(z,y) = x22+y2 v bodé [0, 0] lokalni minimum.

Reseni

Plati f(0,0) = 0 a zaroven pro kazdé [z,y] # [0,0] je f(x,y) > 0.

Funkee f(z,y) = 7”12;—“/2 mé tedy v bodé [z, y] = [0, 0] lokdlni minimum, které je minimem
ostrym.

Graf funkce, coz je kuzelova plocha, si miiZzete prohlédnout na obrazku 1.



Priklad 1 — lokalni extrémy

Pf#iklad 1. Rozhodnéte, zda méa funkce f(z,y) = 3:22+y2 v bodé [0, 0] lokalni minimum.

Reseni

Plati f(0,0) = 0 a zaroven pro kazdé [z,y] # [0,0] je f(x,y) > 0.

Funkee f(z,y) = 7”12;—“/2 mé tedy v bodé [z, y] = [0, 0] lokdlni minimum, které je minimem
ostrym.

Graf funkce, coz je kuzelova plocha, si miiZzete prohlédnout na obrazku 1.

Jestlize spoc¢itame parcialni derivace funkce f(z,y):

o= = b= =
o222 + 2

zjistime, Ze v bodé& [0, 0] neexistuje ani jedna parcialni derivace funkece f(z,y)!



Priklad 1 — lokalni extrémy

Piiklad 1. Rozhodnéte, zda mé funkce f(z,y) = 7”3:2;242 v bodé [0, 0] lokalni minimum.

Reseni

Plati f(0,0) = 0 a zaroven pro kazdé [z,y] # [0,0] je f(x,y) > 0.

Funkee f(z,y) = 7”12;—“/2 mé tedy v bodé [z, y] = [0, 0] lokdlni minimum, které je minimem
ostrym.

Graf funkce, coz je kuzelova plocha, si miiZzete prohlédnout na obrazku 1.

Jestlize spoc¢itame parcialni derivace funkce f(z,y):

o= = b= =
o222 + 2

zjistime, Ze v bodé& [0, 0] neexistuje ani jedna parcialni derivace funkece f(z,y)!

Pro existenci lokalniho extrému v néjakém bodé, nemusi mit funkce v tomto bodé parcialni
derivace (nemusi zde byt dokonce ani spojita).
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Obréazek 1: Graf funkce z = 7”3:2;3’2
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Hledani lokalnich extrému

Funkce f muze mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich bodech, nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho radu.

Algoritmus pro nalezeni lokilnich extrémi

1. Spocitame parcialni derivace prvniho fadu funkce f(x,y) a poloZime je rovny nule.
Tim ziskdme systém rovnic. Dale nalezneme vSechny body, v nichZ neexistuje aspon
jedna prvni parcidlni derivace.

2. Uréime v8echna feSeni systému — stacionarni body [zg, yo]. V nich muzZe, ale nemusi
byt extrém.

3. Spocteme parcialni derivace druhého fadu a dosadime do vzorce
2
D(x,y) = fau(,9) fyy(@,y) = [fay(z,9)]"
4. Pro jednotlivé stacionarni body uréime D(zg, yo), piipadné f..(zo,yo). Je-li:

e D(xg,90) >0a frz(xo,90) > 0, jde o ostré lokdlni minimum.
e D(zo,y0) >0 a frr(xo,y0) <0, jde o ostré lokalni maximum.

e D(xg,y0) <0, pak ve stacionarnim bodé& lokaln{ extrém nenastéva.

5. Nelze-li rozhodnout podle vySe uvedenych kritérii nebo vySetifujeme body v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho fadu, pouzijeme definici extrému.
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Priklad 2 — lokalni extrémy

Pi#iklad 2. Najdéte lokalni extrémy funkce z = xy(4 — x — y).



Priklad 2 — lokalni extrémy

Pi#iklad 2. Najdéte lokalni extrémy funkce z = xy(4 — x — y).
Reseni

Funkce z = zy(4 —  — y) je polynomem proménnych x, y — jeji parcidlni derivace jsou

spojité v celém R2. Lokalni extrémy tedy mohou nastat pouze ve stacionarnich bodech.



Priklad 2 — lokalni extrémy

Pi#iklad 2. Najdéte lokalni extrémy funkce z = xy(4 — x — y).
Reseni
Funkce z = zy(4 —  — y) je polynomem proménnych x, y — jeji parcidlni derivace jsou
spojité v celém R2. Lokaln{ extrémy tedy mohou nastat pouze ve stacionirnich bodech.
1. Spocitame parcialni derivace a polozime je rovny nule.

=yd-—z—y)—ay=yd-22-y)=0 — 1 =0y=4-2
zy=a(d—xz—y) —ay=x4d—2-2y)=0 — 21=0,20=4—2y



Priklad 2 — lokalni extrémy

Pi#iklad 2. Najdéte lokalni extrémy funkce z = xy(4 — x — y).
Reseni
Funkce z = zy(4 —  — y) je polynomem proménnych x, y — jeji parcidlni derivace jsou
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2. Dstavame ¢tyti stacionarni body: 44
P, =10,0], P, =[4,0], P = [0,4], P, = { ] .



Priklad 2 — lokalni extrémy

Pi#iklad 2. Najdéte lokalni extrémy funkce z = xy(4 — x — y).
Reseni
Funkce z = zy(4 —  — y) je polynomem proménnych x, y — jeji parcidlni derivace jsou
spojité v celém R2. Lokaln{ extrémy tedy mohou nastat pouze ve stacionirnich bodech.
1. Spocitame parcialni derivace a polozime je rovny nule.

=yd-—z—y)—ay=yd-22-y)=0 — 1 =0y=4-2
zy=a(d—xz—y) —ay=x4d—2-2y)=0 — 21=0,20=4—2y

2. Dstavame ¢tyfi stacionarni body:

4 4
Pl == [0,0],P2 = [470],P3 = [0,4},P4: |:3,3:| .

3. Spocitame parcialni derivace druhého radu.
Zgg = —2Y,  Zyy = —2X, Zyy =422 -2y

a dosadime do vztahu
D(z,y) = fou(z,y) fyy(,y) — [fay(, y)]2 = —4z? — 4y + 162 + 16y — 4zy — 16.



Priklad 2 — lokalni extrémy

Pi#iklad 2. Najdéte lokalni extrémy funkce z = xy(4 — x — y).
Reseni
Funkce z = zy(4 —  — y) je polynomem proménnych x, y — jeji parcidlni derivace jsou
spojité v celém R2. Lokaln{ extrémy tedy mohou nastat pouze ve stacionirnich bodech.
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2. Dstavame ¢tyti stacionarni body: 44
P, =10,0], P, =[4,0], P = [0,4], P, = { ] .

3’3
3. Spocitame parcialni derivace druhého radu.
Zgg = —2Y,  Zyy = —2X, Zyy =422 -2y

a dosadime do vztahu
D(z,y) = fou(z,y) fyy(,y) — [fay(, y)]2 = —4z? — 4y + 162 + 16y — 4zy — 16.
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4. Provéfime jednotlivé staciondrni body na existenci lokalniho extrému, dosadime jejich
soufadnice [xg, yo] do vzorce D(xg,yo)-

16
D(P))=~16, D(P)=-16, D(P;)=-16, D(Py)= .
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4. Provéfime jednotlivé staciondrni body na existenci lokalniho extrému, dosadime jejich
soufadnice [xg, yo] do vzorce D(xg,yo)-

1
D(P) = ~16, D(Py) =16, D(Py)= 16, D(P:)= .

V bodech Py, P>, Ps tedy lokdlni extrém nenastava.

V bodé Py = [3, 3] nastava ostré lokalni maximum, nebot z,,(Py) = —

wloo

Situaci si muzete prohlédnout na obrazku 2.

<4< > > < » Zpét <« Dok Dok »



Obréazek 2: Funkce z = zy(4 —  — y) s mod¥e vyznafenym bodem lokalniho maxima.

(a) Graf funkce (,jednotka“ na ose z ukazuje hodnotu 100).  (b) Detail — okoli lokalniho maxima.
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Hledani absolutnich extrému

1. Nalezneme stacionarni body zadané funkce f a z nich vybereme ty, které lezi v mno-
ziné M.

2. VySetiime hranici mnoziny M.

3. Spoé¢teme funkéni hodnoty v nalezenych bodech a uré¢ime absolutni extrémy.
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Piiklad 3 — absolutni extrémy

Priklad 3. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 22 — 8z + 32 + 10 na

mnozind M: z2 + y2 <1.
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Piiklad 3 — absolutni extrémy

Priklad 3. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 22 — 8z + 32 + 10 na
mnozind M: z2 + y2 <1.

Reseni

1. Nejprve najdeme stacionarni body funkee f(x,y), které lezi uvnitf mnoziny M.
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Piiklad 3 — absolutni extrémy

Priklad 3. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 22 — 8z + 32 + 10 na
mnozind M: z2 + y2 <1.

Reseni

1. Nejprve najdeme stacionarni body funkee f(x,y), které lezi uvnitf mnoziny M.
Vypocteme parcidlni derivace a polozime je rovny nule.

fe=2r-8=0, f,=2y=0

Dostévame stacionarni bod P = [4,0]. Tento bod v8ak nelezi v mnoziné M.
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Piiklad 3 — absolutni extrémy

Priklad 3. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 22 — 8z + 32 + 10 na

mnozind M: z2 + y2 <1.

Reseni

1. Nejprve najdeme stacionarni body funkee f(x,y), které lezi uvnitf mnoziny M.
Vypocteme parcidlni derivace a polozime je rovny nule.

fe=2r-8=0, f,=2y=0
Dostévame stacionarni bod P = [4,0]. Tento bod v8ak nelezi v mnoziné M.

2. Nyni vySetiime funkei f(z,y) na hranici mnoziny M, FeSime tedy soustavu rovnic.
flz,y) =2 — 8z +y* + 10 (1)
o’ +y? =1 (2)
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Piiklad 3 — absolutni extrémy

Priklad 3. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 22 — 8z + 32 + 10 na

mnozind M: z2 + y2 <1.

ReSeni
1. Nejprve najdeme stacionarni body funkee f(x,y), které lezi uvnitf mnoziny M.

Vypocteme parcidlni derivace a polozime je rovny nule.
fe=2r-8=0, f,=2y=0
Dostévame stacionarni bod P = [4,0]. Tento bod v8ak nelezi v mnoziné M.
2. Nyni vySetiime funkei f(z,y) na hranici mnoziny M, FeSime tedy soustavu rovnic.
flz,y) =2 — 8z +y* + 10 (1)
P ryt=1 (2)

Z piedpisu pro mnozinu M (rovnice 2) vyjadiime y? a dosadime do rovnice 1. Dosté-
vame tak novou funkci, kterou si ozna¢me napt. u.

u=2?—8x+ (1—2% +10 = 8z + 11.
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Piiklad 3 — absolutni extrémy

Priklad 3. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 22 — 8z + 32 + 10 na

mnozind M: z2 + y2 <1.

Reseni

1. Nejprve najdeme stacionarni body funkee f(x,y), které lezi uvnitf mnoziny M.
Vypocteme parcidlni derivace a polozime je rovny nule.

fe=2r-8=0, f,=2y=0
Dostévame stacionarni bod P = [4,0]. Tento bod v8ak nelezi v mnoziné M.

2. Nyni vySetiime funkei f(z,y) na hranici mnoziny M, FeSime tedy soustavu rovnic.
flz,y) =2 — 8z +y* + 10 (1)
2 4y% =1 (2)
Z piedpisu pro mnozinu M (rovnice 2) vyjadiime y? a dosadime do rovnice 1. Dosté-
vame tak novou funkci, kterou si oznaéme napf. u.
u=2?—8x+ (1—2% +10 = 8z + 11.

Funkce u(x) je funkce jedné proménné, najdeme nyni jeji nejvétsi a nejmensi hodnotu.
Téchto extrémnich hodnot je dosazeno bud v lokalnim extrému uvnit¥ intervalu [—1, 1]
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nebo v nékterém z jeho krajnich bodi x = -1, x = 1.
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nebo v nékterém z jeho krajnich bodi x = -1, x = 1.

uy = —8 —  funkce z na intervalu [—1, 1] klesé.
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nebo v nékterém z jeho krajnich bodi x = -1, x = 1.

uy = —8 —  funkce z na intervalu [—1, 1] klesé.
Kdyz funkce u(z) na celém intervalu [—1, 1] kles4, pak v zddném vnitinim bodé inter-
valu [—1, 1] nem4 lokaln{ extrém. Provéiime tedy krajni body:

u(=1) =19, wu(l)=3.

Celkem tedy dostavame, Ze

fma:c = 197pr0 [m7y] = [—1,0],
fmin = 3a pro [l‘7y] = [LO]
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nebo v nékterém z jeho krajnich bodi x = -1, x = 1.

uy = —8 —  funkce z na intervalu [—1, 1] klesé.
Kdyz funkce u(z) na celém intervalu [—1, 1] kles4, pak v zddném vnitinim bodé inter-
valu [—1, 1] nem4 lokaln{ extrém. Provéiime tedy krajni body:

u(=1) =19, wu(l)=3.

Celkem tedy dostavame, Ze

fma:c = 197pr0 [m7y] = [—1,0],
fmin = 3a pro [l‘7y] = [LO]

Priklad 3 — geometricky vyznam

Mnozina M : z? + 3% < 1 je v roviné zy kruhem o poloméru 1. V celém prostoru zyz pak
hleddme extrémy na kiivce, ktera vznikne priinikem vélcové plochy (uréené timto kruhem)
s grafem zadané funkce.

Na obrazku 3 je primik valcové plochy s grafem funkce f(x,y) = 2% — 8z +%2 + 10 vykreslen
jako zluté elipsa, body minima a maxima pak jako modré kulicky.
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Obrazek 3: Minimum a maximum funkce f(z,y) = 2 — 8z + y? + 10 na
mnoziné M.
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