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Nésledujici text neni ni¢im vice, nez zapisem prednasky predmétu M4010 Rovnice matematické fyziky. Ma
slouzit pfedevsim k tomu, aby student-ky/i nebyl-y/i béhem pfednasky nucen-y/i si délat podrobné pozndmky,
prepisovat ¢asto komplikované formule z tabule do svych papirii (coz je natolik intenzivnim zdrojem chyb, Ze
se jim prakticky nelze vyhnout). Poté mtzZe poslouzit jako rychld pfipominka toho, co ¢lovék jiz zni. V zaddném
piipadé nemize byt povazovan za zdroj, z néhoz se lze rovnicim matematické fyziky naucit. SAm o sobé bez
komentait béhem prednésky je méalo srozumitelny az nesrozumitelny (aby byl s komentafi srozumitelny, je mym
pranim a snahou; nakolik se to skute¢né zdati, nechdm k posouzeni laskavym student-kdm/tm).

V textu asi zistaly néjaké nedislednosti, formula¢ni nejasnosti nebo dokonce chyby. Budu vdéény kazdému,
kdo mé na né upozorni.

Zdenék Pospisil
tanor 2014

V Cestiné existuje nékolik ucebnic parcidlnich diferencidlnich rovnic (rovnic matematické fyziky):

1. A. N. Tichonov, A. A. Samarskij: Rovnice matematické fysiky, CSAV, Praha 1955, 765 stran.
Ditkladna ucebnice, v podstaté encyklopedie klasickych metod feseni parcidlnich diferencialnich rovnic
druhého radu.

2. R. Rychnovsky, J. Vyborna: Parcidlni diferencidlni rovnice a jejich nékterd reseni, SNTL, Praha 1963,
167 stran.
Struény tvod do problematiky parcialnich diferencialnich rovnic. Pékné jsou zpracovany rovnice prvniho
radu.

3. S. Mika, A. Kufner: Okrajové tlohy pro obycejné diferencidini rovnice, Edice Matematika pro VST, sesit
XIX, SNTL, Praha 1981, 88 stran.

4. S. Mika, A. Kufner: Parcidlni diferencidlni rovnice I. Staciondrni rovnice, Edice Matematika pro VST,
sesit XX, SNTL, Praha 1983, 181 stran.

5. J. Bartak, L. Herrmann, V. Lovicar, O. Vejvoda: Parcidlni diferencidlni rovnice II. Evolucéni rovnice, Edice
Matematika pro VST, seit XXI, SNTL, Praha 1988, 220 stran.

6. J. Franctu: Parcidlni diferencidlni rovnice, VUT, PC-DIR Real s.r.0., Brno 2000, 155 str.
Prehledna a srozumitelna skripta. Jejich rozsah se zhruba shoduje s rozsahem prfedmétu M4010.

7. P. Cihak a kol.: Matematickd analyza pro fyziky (V), Matfyzpress, Praha 2001, 320 str.
Skripta, podle nichz se uci na spratelené fakulté.

8. J Kopécek a kol.: Priklady z matematiky pro fyziky [V], Matfyzpress, Praha 2003, 306 str.
Uzite¢néa sbirka tloh.
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Motivacni Glohy

Vymirani populace

Uvazujme néjakou populaci, naptiklad obyvatele néjakého izolovaného ostrova. Predpoklddejme, ze zname slo-
Zeni této populace v néjakém case a zajima nds, jak se bude vyvijet velikost této ¢asti populace (tj. tvorené
jedinci, ktetr{ byli zivi jiz na po¢atku, jedince, ktefi se v pritbéhu ¢asu narodili, neuvazujeme). K popisu velikosti
populace mtizeme pouzivat dvé veliciny. Mtzeme ji vyjadiovat jako jako mnozstvi jedincti, ktefi maji v case ¢
v&k v rozmezi od a do a + 7, tj. jedince, ktefi maji v Case ¢ v&k z intervalu [a,a 4 7); tuto veli¢inu oznaéime
N(t,a, 7). Velikost populace v8ak miizeme vyjadiit také jako tzv. hustotu populace véku a v case t, kterou
ozna¢ime symbolem w(¢, a). Hustota populace u a velikost populace N jsou vazany vztahem

a+T1
N(t,a,7) = /u(t,{)d{.

O hustoté u budeme pfedpoklddat, Ze je to spojité diferencovatelnd funkce. Zména velikosti vymezené casti
populace je ddna umiranim. Ozna¢me proto symbolem D(t, a, 7) mnozstvi jedincd, ktefi zemfou béhem ¢asového
intervalu (¢,¢ + 7] a v ¢ase ¢t maji vék v rozmezi [a,a + 7). Jedinci, ktefi béhem ¢asového intervalu délky 7
nezemieli, zestarli o 7. Tuto trivialni skute¢nost (zdkon zachovani) vyjddiime rovnosti

N({t+r,a+7,7)=N(ta,7)— D(t,a,1). (1)

Pomoci substituce n = £ — 7 vyjadiime levou stranu této rovnosti,
a+27 a+T1
Nit+7a+7,7)= / u(t+7,8)d¢ = / u(t+7,m 4+ 7)dn,
a-+T1 a

takze s vyuzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro funkce dvou proménnych mutzeme psat

a+T1
N{t+r,a+7,7)— N(t,a,7)= / (u(t+7,§+7)—u(t,§))d§=

a

a+T a+T1
= / (%(t—i—ﬁlT,f—i-T)T—i—%(t,f—i—ﬁwﬁ) dSZT/ (%(t—i—ﬁnf—l—ﬂ—i—%(tf—i—ﬁﬂ)) ¢, (2)

kde 91, 95 jsou néjaka ¢isla z intervalu [0, 1]. K vyjadfeni mnozstvi umirajicich jedincti budeme pfedpoklddat,
7e podil zemfelych jedincu jistého véku za kratky casovy interval délky At mezi vSemi jedinci téhoz véku je
pfimo tmérny trvani At procesu umirani,

D(t,a, At)

Nit.a.ar) MO8

Koeficient imérnosti p(a), ktery zavisi na véku a, nazyvame specifickd iumrtnost (mortalita) ve véku a. Z uve-
deného predpokladu dostaneme vyjadieni mnozstvi umirajicich jedinct ve tvaru

at+At

At=pa) [ ut O (3)



Polozime 7 = At a dosadime rovnosti (2) a (3) do relace (1). Dostaneme

a+At
ou Ju
(E(t +ALE+ A + (€ + DA + pla)u(t, 5)) d¢ = 0.
Tato rovnost méa platit pro libovolnd @ > 0, ¢ > 0 a At > 0. To je mozné jen tak, Ze pro vSechna pripustna
a,t, At plati

0 0
8—1‘@ + 1AL a+ AL + a—“(t, a+92At) + p(a)u(t,a) = 0
a
a odtud limitnim pfechodem At — 0 dostaneme McKendrickovu-von Foersterovu rovnici
Ju ou
a(t,ﬁ) + %(tvx) = —u(a)u(t, z). (4)

Znédmé slozeni populace na pocatku vyjadiime pocdtecni podminkou
u(0,a) = ¢(a). (5)
Cést populace, ktera od ¢asu t = 0 vymira, je popsana hustotou u(t,a) definovanou na oblasti
{(t,a): t < a}. (6)
Zvolime libovolné ag > 0 a pro a > ag polozime
z(a) = u(a — ap, a).
Pak podle Fetézového pravidla pro vypocet derivaci sloZzené funkce a podle rovnice (4) plati

ou 0(a—ag) Ou da
/ _ ¢ _ _ _ _ i
' (a) = dau(a ap,a) En (a — ag,a) 50 + 90 (a — ap,a) 50

_ Ou

= E(a —ap,a) + %(a —ag,a) = —p(a)u(a — ag,a) = —p(a)z(a).

Z pocateéni podminky (5) dostaneme
(ag) = u(ao — ao, ao) = ¢(a). (7)

Funkce z je tedy fesenim obycejné linearni homogenni rovnice

s poc¢atecni podminkou (7). To znamena, Ze

z(a) = p(ag)e™

a ponévadz u(t,a) = u(a — (a — t), a), miizeme psat Feseni rovnice (4) s po¢ateéni podminkou (5) na oblasti (6)
ve tvaru

f w(§)dg
u(t,a) = pla —t)er ! .

Advekce a difaze

Uvazujme tenky dlouhy vélec, v némz proudi kapalina. Polomér vélce je vzhledem k jeho vysce (délce) tak maly,
Ze vélec s kapalinou miZeme povaZovat za jednorozmérny objekt a jeho jediny rozmér (délku) za nekonecny.
Osu valce ztotoznime se souradnou osou x. Predstavme si, ze v proudici kapaliné je néjaka latka, ktera je
jednak unasena proudem, jednak v kapaliné difunduje. Ozna¢me u = u(t, z) koncentraci latky v ¢ase ¢t a v misté



o soutfadnici z. Timto oznacenim a terminologii se mini skutec¢nost, Zze mnozstvi latky, které se v casovém
okamziku ¢ nachézi v tseku vélce od soufadnice o do souradnice 8 je dano integralem

B

[ uttoe.

[e3

Chceme najit koncentraci latky v kazdém bodé valce v kazdém case, pokud zname koncentraci na zac¢atku déje,
tj. v case t = 0.

Oznacme rychlost proudici kapaliny symbolem v. Tato rychlost mize byt v kazdém misté jind a mize se
ménit s Casem, tj. v = v(t,z). Pokud kapalina proudi v kladném sméru osy x, je v > 0, pokud v zéporném
smeru, je v < 0.

Zavedeme déle difuzni tok jako veli¢inu g = g(¢,x); tato veli¢ina pfedstavuje rychlost ¢astice latky zpu-
sobenou diftzi, znaménko urcujeme podle stejné konvence jako v pfipadé rychlosti v. Diftzni tok vyjadiuje,
ze mnozstvi latky, které se dostane diftzi pres levou hranici tiseku valce o do tohoto tseku za kratky casovy
interval [t,t 4+ At] je rovno

g(t, ) At,

a mnozstvi latky, které se dostane pies pravou hranici 8 z tohoto tiseku za stejny Casovy interval je rovno
9(t, B)At;

tato interpretace predpoklada, ze g(t, ) > 0, g(t, 8) > 0, kdyby tyto nerovnosti nebyly splnény, odpovidajicim
zpusobem bychom vyménili slova ,,do useku“ za ,z tseku“ a naopak.

Mnozstvi ¢astic, které je undseno rychlosti v pres bod o soufadnici o do tseku (a, ), resp. pres bod o
soufadnici § z tseku (a, 8), je rovno

u(t, a)v(t,a)At, resp. wu(t, B)v(t, B)At.

Ze zakona zachovani hmoty a naslednou tpravou s vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule dostaneme rovnost

B B
/u(t + At €)dE = /u(t, )AE + g(t, ) At — g(t, B)AL + u(t, a)v(t, o)At — u(t, B)v(t, B)At =

B B
= [uttodc— | [ (0.9 + ut.u(e.9)de | A

(e

Tuto rovnost upravime na tvar

B
[ (AR L g0 + ot uln©)) ds =0,

[e3

Usek valce od soufadnice a do souradnice 8 byl vybran libovolné, stejné tak i ¢asovy okamzik ¢. To znamena,
ze pro vSechna x a vSechna t musi platit

u(t + At,x) —u(t,z) 0

At ox
Odtud dostaneme limitnim pfechodem At — 0 relaci
Ot = L gt.x) ~ Lottt ) (s)

Tato relace vaZze neznadmou funkci u (hustotu) a nezndmou funkci g (diftzni tok). Potfebujeme tedy jesté
néjak funkci g urcit. Predpokladejme tedy, ze diftzi se castice pfesunuje z mista s vétsi koncentraci na misto
s koncentraci mensi (to je pfedpoklad celkem pfirozeny) a ze rychlost difundujici ¢astice je pfimo ttmérnd rozdilu
(gradientu) koncentraci (tento pfedpoklad byva nazyvan Fickiv zdkon). Tedy

0
g(t,x) = —D%u(t, x).

3



Kladny koeficient timérnosti D se nazyva difuzivita; mize se ménit s ¢asem i s mistem, tedy D = D(¢,z).
Dosazenim do rovnosti (8) dostaneme rovnici advekce-difize

%u(t,x) = 8% (D(t,x)%u(t,:v)) - gv(t,x)u(t,x). (9)

X

Tato rovnice ma byt splnéna pro kazdy ¢as ¢t > 0 a kazdy bod = € R. K rovnici pfidame pocdtecni podminku
vyjadiujici koncentraci difundujici latky v pocatec¢nim case t = 0

u(O,x) = (p(.’L‘), (10)

ktera ma platit pro kazdé = € R.
Pokud je kapalina homogenni, v ¢ase se neméni, tj. D(t,z) = a* = const, a proudi konstantni rychlosti
v(t,x) = const, mizeme obecnou rovnici advekce-diftize (9) zjednodusit na tvar

2

2

(t,z) = aza— (t,z) — v%u(t, x). (11)

ot 922" P

V tomto pfipadé muzeme prostorovou souradnici transformovat — zavést novou soufadnou soustavu, ktera je
y2unasena rychlosti v“. Zavedeme tedy novou prostorovou soutadnici £ vztahem

E=x—ot.
Pak podle fetézového pravidla pro vypocet parcialnich derivaci slozenych funkci plati

7] 7] 0 7] 7] 0 0 0
au(t,x) = au(t,f(t,x)) = Eu(t,ﬁ(t,x))a—i + 8—€u(t,§(t,x)) ggt’x) = gu(t,@ — Ua—gu(t,ﬁ)

a analogicky a stru¢néji (bez psani nezavisle proménnych)

du_ouor owoE _ou 9o (ow)_ 0
Or  Otox 060x O’ ox2  Ox \ O¢ €2

Dosazenim do rovnice (9) dostaneme rovnici difize

ou  ,0%u

o~ o

Uvazujme jednoduchou situaci: v jednom bodé (ktery muzeme povazovat za po¢atek soufadnic) do kapaliny

v pocatecnim okamziku ,,umistime” néjaké mnozstvi A latky, kterd se bude v neproudici kapaliné $itrit difazi.
Vyvoj koncentrace difundujici latky bude popsan rovnici

ou 0%u
E(t,x):cﬂ@(t,x), t>0, x € R. (12)

Na pocatku je vsechna difundujici latka koncentrovana v jediném bodé. To znamend, Ze pro jeji koncentraci
v case t = 0 musi platit

A= /OO u(0, £)dé.

Tato podminka bude splnéna, pokud pocateéni podminku pro rovnici (12) napiSeme ve tvaru
u(0,z) = Ad(z), xr € R, (13)

kde ¢ je Diracova distribuce, sr. dodatek C. Ze zédkona zachovani hmoty plyne, ze musi byt splnéna podminka

/ u(t,£)d¢ = A pro v8echna t > 0. (14)

— 00



Pokusime se ,,uhodnout® feSeni rovnice (12) s po¢ateéni podminkou (13). MiZzeme si predstavovat, ze diftize
probiha tak, ze jednotlivé molekuly latky se ndhodné pohybuji a ze pravdépodobnost pohybu nalevo je stejné
jako pravdépodobnost pohybu napravo. Koncentrace latky po jistém case by tedy mohla mit tvar normalniho
(Gaussova) rozloZeni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou 0. Rozptyl se vSak s ¢asem méni — na pocatku je
nulovy a s postupem ¢asu se zvétsuje. Pro rozptyl o = o(t)? tedy plati

o(0) = 0. (15)
Reseni rovnice (12) s po¢ateéni podminkou (13) tedy budeme hledat ve tvaru
1 __e?
u(t,x) = A———e 2007,

V27 o (t)

7 vlastnosti rozlozeni pravdépodobnosti je vidét, zZe pfi této volbé v kazdém case t plati

r T 1 __&
/u(t,é“)dé“:A/me 2207 d¢ = A,

takze podminka (14) je splnéna. M4 byt splnéna také rovnice (12). Proto vyjadiime

u ,TZ _i
LA S (L L A (2 ety 20
=7 (”<a<t>4 a<t>2>‘m O (o) Sy

@(t )7£ A1 = 2 _ A 1 0/ e
922" T 9z \Vam o(t) 2002)) " Jamo®)? oz \" -

A (g2 e - s L)

Po dosazeni do rovnice (12) a jednoduché upravé dostaneme obyc¢ejnou diferencialni rovnici pro nezndmou funkei
o

a2

o0

Reseni této rovnice se separovanymi proménnymi, které splituje poc¢ateéni podminku (15) je o(t) = v/2a2t.
Dostévame tedy FeSeni poc¢atecni tlohy (12), (13) ve tvaru

a(t) =

2

u(t,x) = —— e Ta%i,

2V a?nt

Kmitani struny

Uvazujme tenkou strunu napjatou podél osy x silou 7. Chceme popsat malé kmity této struny, tj. odchylku
kazdého bodu struny od rovnovazné polohy v kazdém ¢ase. Aby tento problém byl relativné snadno zvladnutelny,
pfijmeme nékolik zjednodusujicich predpokladii:

e Vychylky struny jsou tak malé, ze jeji délku mtizeme povazovat za konstantni.
e Struna neklade odpor vici ohybani, je dokonale pruzna.
e Kazdy bod vykonava pohyb pouze ve sméru kolmém na osu x, tj. kmity jsou pricné.

Oznac¢me u(t, z) vychylku bodu o soufadnici x v ¢asovém okamziku ¢. Uvazujme sily, které ptisobi na tsek
struny mezi body a a .

Na strunu mize pusobit néjaka vnéjsi sila. Vzhledem ke tfetimu predpokladu staci uvazovat jeji slozku F,
kolmou na osu x. Tato sila miize byt v kazdém bodé struny jiné a také se miize ménit s ¢asem. Proto ji vyjadiime



pomoci jeji hustoty g = g(t, z); hustota sily je definovana tak, ze vnéjsi sila F,(t) ptsobici na uvazovany tsek

struny v case t je rovnha
B

£t = [ g(t.€)a
(0%
Tahova sila T ptisobi v bodé a ve sméru tecny ke struné v tomto bodé. Jeji slozka F,, kolma na osu x ma velikost
—T'sin ¢,, kde ¢, je thel, ktery svird osa = s tecnou ke struné v bodé «. Ponévadz ale kmity povazujeme za
malé, je thel ¢, také maly, takZe sinp, = tgp,. Hodnota tgy, je soucasné smérnici teény k funkei u(t, -)
v bodé «. Silu F, v Case t tedy miZzeme vyjadrit jako

F,(t) = —T%u(t, Q).

Podobné slozku tahové sily ptisobici na strunu v bodé g vyjadiime jako

Fa(t) = Ta%u(t, B).

Celkova sila ptisobici na tsek struny mezi body o a 3 je tedy déna souctem F, + Fjg + F,,, ktery upravime
s vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule:

8
F(t) = F.(t) + Fp(t) + Fu(t) = /g(t,g)dg +7T ((%u(t, B) — %u(t, a)) =

_ig(t,g)d§+T/568—;u(t,§)d§— /ﬁ (Taa—;u(t,é)w(t,é)) d¢. (16)

[e3% [e3

Silu ptisobici na uvazovany tsek struny vSak mtizeme také vyjadrit pomoci zédkona sily. K tomu oznacime
0 = o(x) linearni hustotu struny v bodé x. Linedrni hustota je definovdna tak, ze hmotnost tGseku struny mezi

body a a 8 je dana integralem
B

/m@@.

[e3

Hmotnost kratkého tseku struny mezi body x a x + Az je tedy podle véty o stiedni hodnoté integralniho poctu

rovina
x+Ax

Am = / 0(§)d¢ = o(x + IAzx) Az,

kde ¢ € [0, 1] je n&jaké ¢islo. Zrychleni bodu struny o soutadnici  + YAz je rovno

82
@u(t, x + JAx).
Silu pusobici na uvazovany kratky usek struny tedy muzeme vyjadfit jako soucin tohoto zrychleni a hmotnosti

Am,
2

o(x + ﬁAx)%u(t, x + 9Ax)Ax

a celkovou silu piisobici na tsek struny mezi body a a 8 jako soucet
62
Z oz + ﬁAw)@u(t, x + 9Ax)Ax,

62
kde s¢itdme pres vSechny tseky struny mezi body «, . Tento soucet je integralnim sou¢tem funkce o(+) ?u(t, ),

0

takze pro Az — 0 dostaneme silu F'(t), ptsobici v ¢ase ¢ na tisek struny mezi body a a 3, vyjadfenu Rieman-
novym integralem

A 2
F(t) = [ o) gyult. . an)



Porovnénim (16) a (17) dostaneme

/ﬂ ( (f)gtg (t,8) — (;952 (t, &) — (t,g)) ¢ = 0.

[e3

Tato rovnost muze byt pro libovolné hodnoty « a [ splnéna jen tak, ze integrovana funkce je nulova, tedy

2 2
g(:z:)Wu(t, T) = TWU(L r) +g(t, ).

Nyni polozime

a dostaneme rovnici kmitdni struny

2 2
%u(t, x) = a(m)z%u(t, x) + f(t, ).

Uvazujme nejjednodussi ptipad — struna je homogenni, tj. o(x) = const a neptisobi na ni z4dné vnéjsi sila,
tj. g(t,x) = 0. Je tedy také a(x) = a = const a f(t,2) = 0. Rovnice kmiténi struny nyni nabyvé tvaru

2 ) 82
wu(t,x) =a Wu(t,x). (18)

Oznac¢me délku struny ¢ a uvazujme, ze struna je v krajnich bodech 0 a £ upevnéna, nevykonava v téchto bodech
zadny pohyb. K rovnici (18) tak dostavame okrajové podminky

u(t,0) = u(t,0) = 0 (19)

pro kazdy cas t > 0. Strunu rozkmitame tak, ze ji v pocatecnim okamziku ¢ = 0 vychylime z jeji rovnovazné
polohy a vypustime. Struna ma tedy v Case t = 0 néjaky tvar a nulovou rychlost, tj. funkce u spliiuje pocatecni
podminky

u(0,z) = ¢(x), %U(O,ZE) =0 (20)

pro kazdy bod x € [0,1]. Poc¢ateéni funkce ¢ samoziejmé musi splitovat podminku ¢(0) = ¢(¢) = 0.

Reseni rovnice (18) s podminkami (19), (20) ,slysime“: zni zékladni tén a tény alikvotni. Struna tedy
vykonava harmonicky pohyb o néjaké zakladni frekvenci w a také harmonické pohyby s frekvencemi, které jsou
nasobky zakladni. Mizeme proto hadat, ze feseni by mélo byt tvaru

Z an sm nwt + cn Z an(:v) ( sin ¢,, cos nwt + cos ¢, sin nwt) =

oo

Z ) cos nwt + by, () sin nwt);

Oznadili jsme ap, () = a,(x)sin ¢,, by (2) = @, (x) cos ¢,; s¢itdme pro n az do nekoneéna, abychom néjak uméle
neomezovali pocet alikvotnich ténti. Pokud budeme ptfedpokladat, ze

4 (0) = an(£) = by (0) = bu(£) = 0, (21)

budou splnény okrajové podminky (19). Funkce « musi splitovat rovnici (18), tedy

oo (oo}
Z )n*w? cos nwt + by, (z)n’w?® sin nwt) Z " (z) cos nwt + bl () sin nwt)

n=1
neboli

Z a’al)(z) + n*w?an(z)) cosnwt + (a®bl)(z) + n*w?b, (z)) sinnwt] .

n=1



Ponévadz funkce cosnwt a sin nwt jsou linearné nezavislé, musi platit

2 1

2
a‘a,

+n’w an =0, asz + n2w2bn =0

pro vSechna n = 1,2,3,.... Prvni z téchto obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu upravime na tvar

2
nw
ap + (—) an, = 0.
a
Tato linearni homogenni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty ma reseni

nw L onw
an(z) = Cy cos —a + Cy sin —

Chceme, aby byla splnéna prvni z podminek (21), tedy
0= an(O) = Cl.

Odtud déle dostaneme e
0 =an(¢) = Cysin —V.
a

. o Ta . . . i~
Tato rovnost je splnéna pro w = VA a libovolnou konstantu Cy. Oznac¢ime Co = A,, a funkci a,, zapiSeme ve

tvaru
nmwa

an(x) = A, sin ——x = A, sin .

al Y4

Podobné dostaneme

bn(z) = By sin %:17

Tyto funkce dosadime do vyjadfeni funkce u a dostaneme

u(t,x) = Z (An cos ?t + B,, sin ?t) sin %x

n=0
Tato funkce formdalné spliiuje rovnici (18) a okrajové podminky (19). Jesté ur¢ime konstanty A4, a B, tak, aby
byly splnény pocéteéni podminky (20). M4 platit
= nm
=u(0,z) = A, sin —ux.
o(z) = u(0,x) 7;) n Sin =2

Tuto rovnost mizeme chapat jako vyjadreni funkce ¢ ve tvaru sinové fady. Je tedy

A, =

~| N

4
. onm
JEGEE=
0
pro kazdé n = 1,2,3,.... Dale plati

0 =, nma . onT
0= &U(O,ZE) = Z TB" sin —-2.

n=0

Odtud a z véty o jednoznacnosti Fourierovych fad dostaneme, ze B,, = 0 pro vsechnan =1,2.3,....
Reseni rovnice (18) s podminkami (19) a (20) timto zptisobem dostavéame ve tvaru

u(t,z) = Zl % /(p({) sin 717775(15 cos #tsin %x = /(p({) <% Z sin %ﬁsin %x cos %t) d¢.
n= 0

0 n=1

Jesté poznamenejme, ze zakladni frekvence kmitajici struny nam vysla jako

w=re_ T T
0\ o



Kapitola 1

Metody charakteristik

1.1 Parcialni diferencialni rovnice prvniho radu

1.1.1 Linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice ve dvou nezavisle pro-
ménnych
ou ou
—+b — =0 1.1
a(z,y) 5+ b(z,y) 9y (1.1)
Resenim je funkce u = u(z,y).
Hledame vrstevnice funkce u. Nechf maji parametrické vyjadieni = = x(s), y = y(s). Pak u(xz(s),y(s)) =
const a tedy

Ooudx  Ou 8y
gu(:zr(s), u(s)) = dzr 0s | Oy Os
Porovnanim s (1.1) vidime, ze pokud funkce = = x(s), y = y(s) jsou FeSenimi systému autonomnich oby¢ejnych
diferencialnich rovnic

= 0.

' = a(z,y),
y' = blz,y),
kde ’ oznacuje oby¢ejnou derivaci podle nezavisle proménné s, pak jsou parametrickymi rovnicemi vrstevnic
feSeni rovnice (1.1). Systém (1.2) se nazyvéa charakteristickd soustava rovnic rovnice (1.1), jeho trajektorie se
nazyvajl charakteristiky rovnice (1.1).
Necht rovnice ¢(z,y) = ¢ je implicitnim popisem charakteristik rovnice (1.1), tj. vrstevnic FeSeni této rovnice,
a @ je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné. Pak u = u(z,y) = ( (z ,y)) je obecnym fesenim
rovnice (1.1).

(1.2)

0 dp O 9]
D.: Podle ,fetézového pravidla® pro parcidlni derivaci slozené funkce je au_ @’ e v =o'—= Ld

Ox Oz’ dy oy’

na charak-

teristikdch = = z(s), y = y(s) plati p(z(s),y(s)) = c a tedy

a(x,y)w +b($’y)%i’y) = @' (p(z,y)) (aaspgz; Y) +b(r“)cp((?:;, y)) _

- (eta) (555 + gy ) =¥ (et (G255 + 505 ) = (oo Foe(aate) =0
O

1.1.2 Okrajova uloha pro linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice ve
dvou nezavisle proménnych

Necht 2 = ¢(0), y = ¥ (o) je parametricky popis rovinné kiivky, kterd protind kazdou z charakteristik rovnice
1.1) pravé jednou, a necht f je funkce se stejnym defini¢nim oborem jako ¢ a 1. Podminka
J J Jy J P

u(p(0), ¥(0)) = f(o) (1.3)



se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.1).

Heuristicka tivaha: Podminku (1.3) si lze pfedstavit jako prostorovou kiivku. Dale si lze piedstavit, ze
mame vrstevnice FeSeni, tj. charakteristiky, vytvorené napi z dratu. Tyto vrstevnice umisfujeme na ki¥ivku
vyjadiujici okrajovou podminku.

Necht charakteristiky rovnice (1.1), tj. trajektorie systému (1.2), maji obecné parametrické vyjadieni

x =x(s,c1,c2),

(1.4)
y=y(s,c1,c2),
kde c1, ¢o jsou integraéni konstanty. Dale necht okrajova podminka je parametricky vyjadiena rovnicemi
x=p(0),
y =1(0), (1.5)

Pro jednu hodnotu parametru s, feknéme pro s = 0, vrstevnice protind kiivku, na niz je zadana okrajovi
podminka, tedy

CL‘(O, €1, 02) = 90(0)7

y(07 €1, 02) = 2/1(0)

Z téchto rovnic vypocitdme konstanty c1, co v zdvislosti na parametru o, tedy ¢; = ¢1(0), ca = c2(0). Toto
vyjadieni dosadime do (1.4) a dostaneme soustavu dvou rovic pro dvé neznamé s a o:

x :(E(S,Cl(O’),C2(U))7

y=y(s,c1(0),c2(0)).

Tuto soustavu vyfesime; zejména vyjadiime o pomoci = a y, tj. 0 = o(z,y) a dosadime do posledni z rovnic
(1.5). Tim dostaneme feseni tlohy (1.1), (1.3) ve tvaru u(z,y) = f(o(z,y)).

1.1.3 Quasilinearni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou nezavisle
proménnych

ou ou
a(xuyau)£+b($uy7u)a_y —c(:v,y,u). (16)

Resenim je opét funkce u = u(x,y). Pfedpoklddejme, Ze toto feSeni je implicitné dano rovnici F(z,y,u) = 0,
tedy

F(z,y,u(z,y)) = 0.
Odtud dostaneme

d OF  OF Ou d OF  OF Ou
iy _or obou 4r _oF oFOu_ o
o (z,y,u(z,y)) 5t e =" i (z,y,u(z,y)) 95 " ou 0y 0

Prvni z téchto rovnic vynasobime funkci a, druhou z nich funkeci b, seéteme je a upravime s vyuzitim (1.6):

O0=a— +0b

ox dy + ou b

“or y b

OF | OF O ( o JOF | OF | OF
- ox dy ou

@)_aF OF | OF

Pokud funkce x = z(s), y = y(s) a u = u(s) jsou FeSenim nasledujici charakteristické soustavy rovnic rovnice

(1.6)

¢’ = a(z,y,u),

y' = b(z,y,u), (L.7)
v = c(z,y,u),

pak podle pfedchozi rovnosti plati

d OFdr OFdy OFdu OF oF OF
ds (2(s), 4(s), u(s)) Ox ds + Oy ds + Ou ds (’“)mcH_ oy + au 0

10



Trajektorie systému autonomnich obycejnych diferencidlnich rovnic (1.7) — prostorové k¥ivky — se nazyvaji
charakteristiky rovnice (1.6). Z provedeného vypoctu plyne, ze podél charakteristik je funkce F' konstantni.

Necht rovnice p1(z,y,u) = c¢1 a pa(z,y,u) = co jsou implicitnim popisem charakteristik rovnice (1.6)
(jednorozmérné variety v tfirozmérném prostoru) a @ je libovolna diferencovatelna funkce dvou proménnych.
Pak funkce u = u(x,y) implicitné zadané rovnici

®(p1(2,y,u), pa(x,y,u)) =0 (1.8)
je obecnym FeSenim rovnice (1.6).

D.: Rovnici (1.8), v niZ u povazujeme za funkci proménnych = a y, derivujme parcidlné podle proménné x:

0 L (% 8901%> 0P (% 6@2@)

“ 9o\ oz " oz) 9 \ oz T u or
_ 02 o1 0% Dpy (0D Dpr | 0P Opz ) Ou
 0p1 Or Oy Ox dp1 Ou Dy Ou ) Ox

29 051 9% D

—— ——, dostaneme z predchozi rovnosti

dp1 Ou  Ops Ou

Ou_ 1 (0% 9oL, 0P Ops
dp1 Oz Ops Oz )

Oznadime-li A =

o A
Analogickym postupem bychom dostali

Ou _ 1<3_¢% 33%)
dp1 Oy Opa Oy )~

oy A
Ponévadz na charakteristikach plati

Lo (29 (s ul) =0, Sea((s),u(s)u(s)) = 0

dostaneme vzhledem k (1.7):

Ou JOu _ L (0% (Op1 \ Opr N 0P (Ops \ Opa N
B Vo, T A(@tpl(@xa+ 3yb)+3<p2(3xa+ o))"

__ 102 (Oprde  Opdy) O (Opadr  Oeadyl) _

A\ 9y \ Oz ds Oy ds Jpy \ Ox ds Oy ds n
1 /00 /d dp1 Ou o0® [ d 0o du B
y <5—901 (E%(x(s),y(s),u(s)) - WE) =+ 92 (@W(I(S)viy(s)vu(s)) - %$)> =

_ L1 (929 | 0% 9pz) du
A\ 9y Ou Opy Ou ) ds

O

Necht z = (o), y = (o) je parametricky popis néjaké rovinné kiivky, a necht f je redlna funkce se stejnym
defini¢nim oborem jako funkce ¢, ¥. Podminka

u(p(0),9(0)) = f(0) (1.9)
se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.6). Okrajovou tilohu Fesime analogicky jako okrajovou tlohu (1.1),
(1.3):
Necht charakteristiky rovnice (1.6) maji parametrické vyjadient

33(5, C1,C2, 03),
y(s, c1, 2, ¢3), (1.10)
u

(87 C1,C2, 03)7

z
Y
U

11



kde c1, ca, c3 jsou néjaké konstanty. Ma-li soustava rovnic

J;(O,CI,CQ,C?,) =@
y(0,c1,¢2,¢3) = (o), (1.11)
u(0,c1,c2,¢3) = f

pro nezndmé ci, ca, ¢z feSeni ¢1 = ¢1(0), ca = ca(0), ¢s = c3(0), dosadime je do prvnich dvou rovnic soustavy

(1.10):
= 2(s,¢1(0), 2(0), e3(0)),
= y(s,c1(0),c (0))-

MA4-1i tato soustava rovnic feseni o = a(:z:, Y), s = s(z, y) dosadime je do tfeti z rovnic (1.10). Tim dostaneme
feSeni tlohy (1.6), (1.9) ve tvaru

U = u(s(:z:, Y), 1 (U(a:, y)) ,C2 (J(:zr, y)) ,C3 (a(x, y)))

1.1.4 Obecna parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou nezavisle pro-
ménnych

Jedné se o rovnici

ou Ou
F<x7yau7%aa_y) _07 (112)

kde F je redlna funkce péti proménnych, u je (hledana) funkce dvou proménnych, z, y jsou nezavisle proménné.
Oznacme

ou ou

= Up = —— = U, = —.
p x oz’ q y ay

Pak rovnici (1.12) mtZeme zapsat ve tvaru

F(z,y,u,p,q) = 0.

Autonomni soustavu obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

d

&x = Fp(xvyauvpaq)v

d

&y = Fq(xvyauvpaq)v

d

&u = pr(xvyauvpaq)+qu(x7yau7paq)7 (1]‘3)
d

&p = _Fx(xvyauvpaq)_pFu(Iayvuapvq)a

d

&q = _Fy(xvyauvpaq)_un(Iayvuap7Q)a

nazyvame charakteristickd soustava rovnice (1.12), trajektorie jejtho feSeni (kiivky v prostoru R%) nazyvame
charakteristicky pruh rovnice (1.12).

Necht funkce z = z(s), y = y(s), u = u(s), p = p(s), ¢ = q(s) jsou feSenim charakteristické soustavy (1.13).
Pak plati

d_ d B dx dy du dp dq
dsF dsF( x(s), (s),u(s),p(s),q(s)) —medS —i—yFyd +uF,— = +p de —l—qud

:FwFp+FyFQ+Fu(pr+qu)_Fp(Fw+pFU)_Fq(Fy+un):0

To znamena, Ze na charakteristickém pruhu je funkce F' konstantni. Pokud tedy pocate¢ni hodnoty Teseni
charakteristické soustavy (1.13) spliiuji podminku



pak kiivka (2(s),y(s), u(s)) lezi na grafu FeSeni rovnice (1.12).
Necht © = ¢(0), y = (o) je parametricky popis néjaké rovinné kiivky a f je redlnd funkce se stejnym
defini¢nim oborem, jako funkce ¢, 1. Rovnost

u(p(0),9(0)) = f(o) (1.14)

se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.12). Derivovdnim okrajové podminky dostaneme rovnost, kterou
na ni musi splilovat funkce p a ¢,

df(oc) d

- = 35 40(0),0(0)) = p(e(0),¥(0)) fete)

do

T (o), () 2

Necht nyni pg = po(0), g0 = qo(0) je FeSenim soustavy dvou rovnic pro dvé neznadmé

F((P(O’), ¢(0)a f(0)7p07 qo) = 0

s B0

Reseni charakteristické soustavy (1.13), které spliiuje po¢ate¢ni podminky

2(0) = ¢(0), y(0) =¢(0), u(0)=f(o), p(0)=po, q(0)=qo
(z(s;0),y(s;0),u(s;0),p(s;0),q(s;0)).
Je-li s = s(x,y), o(x,y) FeSenim soustavy rovnic
x = x(s;0),
y = yls0),

tj. parametry s, o vyjadiime pomoci souradnic z, y, pak funkce u definovand vztahem

u(z,y) = u(s(w, y);o(x, y))

je TeSenim rovnice (1.12) s okrajovou podminkou (1.14).

1.1.5 Quasilinearni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu
Rovnici

ou(xy, ..., Tn)

8171

ou(xy,...,xp
+---—|—an(w1,...,xn,u)% = f(z1,...,2p,u), (1.15)

a1 (1, ..., Ty, u)

kde ay, ..., an,, f jsou funkce n + 1 proménnych a u je (hledand) funkce n proménnych, nazyvame quasilinedrni
parcialni diferencidlni rovnice pruntho Tadu; v pripadé f = 0 homogenni, v opacném nehomogenni. Pokud
funkce a1, ..., a, nezavisi na posledni proménné a funkce f zavisi na posledni proménné linearné, nazyvame
tuto rovnici linedrni parcialni diferencidlni rovnice proniho rdadu.

Soustavu obycejnych diferencialnich rovnic

d
Eacl(s) = ay(z1(s), ..., xn(s),u(s)),
d
axn(s) = an(z1(s),...,zn(s),u(s)),

d
&u(t) = f(xl(s), ce. ,xn(s), U(S))u

nazyvéme (roz§itend) charakteristickd soustava rovnice (1.15). Trajektorie (z1(s),...,2n(s),u(s)) FeSeni cha-
rakteristické soustavy (kfivky v prostoru R"*1) nazyvame charakteristiky rovnice (1.15).

13



Bud D € R"~! oteviend mnozina a
I = {(wl,...,xn) eR": z1 = ng(Ul,...,O'n_l),...,,Tn = cpn(ol,...,Un_l),(ol,...,on_l) S D}

reguldrni (n — 1)-rozmérnd nadplocha v n-rozmérném prostoru R™. Dale bud ug = ug(o1,...,0,-1) Spojitad
funkce definovana na D. Podminka

w(p1(o1y. o y0n-1)y- s 0n(01, .y 0n-1)) = uo(o1,...,0n-1), (01,...,0n-1) €D (1.16)
se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1.15).
Jsou-li funkce aq,...,a,, f diferencovatelné, pak charakteristicka soustava s Cauchyovymi podminkami
r1(0) = ¢i(01,...,0n-1),
2,(0) = on(o1,...,0n-1),
u(0) = wo(or,...,0n-1),

m4 pro kazdé (o1,...,0,-1) € D jediné feSeni (podle Picardovy-Lindelofovy véty, viz napf. Kalas J., Rab M.:
Obycejné diferencialni rovnice, MU 2001, str. 64). Ozna¢me toto FeSeni

(¢1(S,0’1,...,O'n_l),...,’lbn(s,dl,...,Un_l),¢n+1(8,01,...,O'n_l)).
Plati
’@/11(0,01,...,0'71_1) = (pl(O'l,...,O'n_l), ,’lﬁn(o,al,...,Un_l) = gDn(Ul,...,O'n_l),
Uny1(0,01,.. ., 00-1) = uo(01,. .., 0n_1)
tedy
0, 0p; ) . )
8ZJJ(O OlyeeeyOp_1) = 8§j(01,...,0n_1), i=1,2,...,n, 5=1,2,...n—1, pro kazdé (o1,...,0n,-1) € D
a dale
i
s —(0,01,...,0p-1) = ai(gal(al,...,an,l),...,wn(al,...,Jn,l),uo(al,...,an,l)) .
Funkcemi 1, ...,, je uréeno zobrazeni ¥ : R x D — R". Jacobidn J = J(o1,...,0,-1) zobrazeni ¥ v bodé
(0,0’1,...,0}171) je
al((pl(dl,...,Un_l),...,gDn(Ul,...,O'n_l) an(cpl(ol,...,Un_l),...,cpn(ol,...,Un_l)
a(pl a(pn
80’ (0'1,...,0'77,,1) 80’1 (0'1,...,0'71,1)
1 on
aon_l (0’1,...,0'71,1) 8Un_1 (0’1,...,0'77,,1)
Je-li J(o1,...,0,0_1) # 0 pro kazdé (o1,...,0,_1) € D, existuje inversni zobrazeni ¥~ : R® — R x D (podle

véty o existenci inversniho zobrazeni, viz napf. Dosla Z., Dosly O.: Diferencialni pocet funkei vice proménnych,
MU 1999, str. 84).
Polozme (w1, ..., 2n) = nt1 (Y (21,...,2,)). Pak u je FeSeni tlohy (1.15), (1.16):

" dzy [ du 9s ou 803 Os dzy, ™) 803 der
Z k ds Eaxk JZ 0o Oz, o Z oxy, ds ;B—UJ oxy, ds

~ du0s Z Ou 0o ; du

d50s 2oy 0 a5 T

Toto Teseni je jediné.
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1.1.6 Kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou neza-
visle proménnych linearni v prvnich derivacich

Ou

ou

o = f(z,y,u), (1.17)

funkce a, b jsou definovany na mnoziné G C R2, funkce f je definovdna na mnoziné G x R, pro funkce a, b plati
a(x,y) # 0 % b(z,y) pro (z,y) € G. Parcidlni rovnici (1.17) pfifadime jeji obyéejnou charakteristickou rovnici

(1.18)

kde ” oznacuje oby¢ejnou derivaci podle z. Predpokladejme, Ze charakteristicka rovnice (1.18) mé FeSeni, které
lze implicitné zapsat ve tvaru

e(z,y) = C, (1.19)
kde C je integrac¢ni konstanta. Pak je g (z,y) + y'¢y(z,y) = 0, tj.

ap, + bpy = 0. (1.20)

Poznamenejme, ze charakteristickd rovnice linedrni homogenni rovnice ve dvou nezavisle proménnych (1.1)
je podilem jednotlivych rovnic charakteristické soustavy (1.2) této rovnice a tedy rovnost (1.19) vyjadiuje
charakteristiky rovnice (1.1) také ve smyslu oddilu 1.1.1.

Polozme

E=o(z,y), n=y
Pak &1y —&yne = ¢2(2,y), tedy na mnozing H = {(z,y) € R : ¢ (z,y) # 0} C G je zobrazeni (£,n) : H — R?
prosté. Toto zobrazeni na mnoziné H transformuje rovnici (1.17) na rovnici
aug Py + blugpy + uy) = f.
Tuto rovnici lze upravit na tvar
(aps + bpy) ug + buy = f,
takze vzhledem k (1.20) a pfedpoklddané nenulovosti funkce b plati

Un(faﬁ) = F(ganvu)a

kde F' = f/b. Tato rovnice je kanonickym tvarem rovnice (1.17). Ponévadz se v ni vyskytuje pouze jedna
parcidlni derivace, lze ji povaZovat za rovnici obyc¢ejnou takovou, ze hledana funkce u je funkci jedné nezavisle
proménné 7 a zavisi na parametru &.

1.2 Klasifikace linearnich parcialnich diferencialnich rovnic druhého

radu
Rovnici
& Pu(x) & du(x)
> ai(@) 7L+ bi(x) +c(@)u(z) = f(x), (1.21)
=1 8:1718117J P 8171
kde u je (hledand) funkce a a;j, b;, ¢, f, i =1.2,...,n, j =1,2,...,n jsou funkce n proménnych takové, ze

jejich definiéni obory maji neprazdny prinik D, a,;j(x) = a;;(x) pro vSechna € D a existuje dvojice indexti
i, j, pro néz a;; # 0 nazyvame linedrnt parcidlni diferencidlni rovnice druhého radu; v piipadé f = 0 homogenny,
v opa¢ném nehomogenni.

Pro homogenni rovnici plati princip superpozice: Je-li « libovolna konstanta a wy, us jsou feseni rovnice

2 2U xr " u\x
> aul) gl + 3 hie) G+ (@) = 0,

i,j=1
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pak také au; a u; + ug jsou FeSenim této rovnice. (Platnost tohoto tvrzeni lze ovéfit pfimym dosazenim.)
Funkce u = 0 je zfejmé také fesenim této rovnice. Odtud plyne, Ze mnozina vSech FeSeni homogenni rovnice
tvori vektorovy prostor.

Bud x( € D libovolny bod. Pak A = (a;;(xo)) je symetrickd matice typu n x n. Touto matici je definovana
kvadraticka forma ¥ : R” — R,

n

U(r1,rey...,rn) = (ri,7re,...,mn) A(r1,72,. .. ,rn)T = Z a;j(xo)rir; .
ij=1
Plati Sylvestertiv [1814 — 1897] zakon setrvacnosti kvadratickych forem: Existuje reguldrni matice B typu n X n
a jednozna¢né urcena prirozend ¢isla k, m, 0 < k < m < n takové, Ze po transformaci
(ri,ro,... ,rn)T = B(s1,892,..., sn)T

k m q
mé kvadratickd forma ¥ tvar Y s? — > s?. (Pfitom klademe Y a; =0 prop=g+1.)

i=1 i=k+1 1=p
Rovnice (1.21) se nazyvéa
eliptickd m=mnake{0,n},

hyperbolickd m=nake{ln—1},

ultrahyperbolicka v bodé xg € D, jestlize m=na2<k<n-—2,
parabolickd m <n,

parabolickd v uzsim smyslu m=n—1ak=0,nebok=m=n—1.
Rovnice (1.21) se nazyva eliptickd, hyperbolickd, ... v oteviené mnoziné G C D, je-li eliptickd, hyperbolicka, ...

v kazdém bodé x € G.

1.3 Kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice druhého radu ve
dvou nezavisle proménnych linearni ve druhych derivacich

A(CC, y)uII + QB(.I, y)ury + O(CC, y)uyy = F(Ia yv ’LL, Uz, uy) I (122)

pro funkce A, B, C plati |A(z, y)|+|B(z,y)|+|C(x,y)| > 0 pro viechna (z,y) € D = Dom ANDom BNDom C'.
Uvazujme kvadratickou formu ¥(r, s) = Ar? 4+ 2Brs + Cs?.
Pokud A # 0, plati

B \?2 2 2
Ar? +2Brs + Cs* = A(r—i——s) - s+ 08 = A(r—i——s) — —(B* - AC)s*,
pokud C' # 0, plati
2 2 2
Ar? +2Brs+Cs* = C (s + ET) — B—T2 + A% = C <s + ET) — —(B% - AC)r?,

pokud A = C =0, pak B # 0 a plati

B B
Ar? +2Brs+Cs* = 2Brs = 5(1" +5)% — 5(1" —5)?
Odtud plyne: Je-li pro kazdé (x,y) z oteviené mnoziny G C D
(B(z,v))? — A(z,y)C(z,y) >0 hyperbolickd
(B(x,y))? — A(z,y)C(z,y) =0 pak rovnice (1.22) je parabolickd v G
(B(z,y))? — A(z,y)C(z,y) <0 eliptickd

1.3.1 Transformace rovnice (1.22)

Budte ¢, : G — R takové funkce, ze @, (x,y)y(x,y) — @y(x, y)s(z,y) # 0 pro vSechna (z,y) € G. Pak
transformace

§ = gp(w,y), n = w(%y) (123)
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bijektivné zobrazi mnozinu G na otevienou mnozinu a rovnici (1.22) transformuje na tvar (vyuzivadme formule
pro druhé parcidlni derivace slozené funkce)

a(év 77)”5& + 2b(§a 77)“577 + C(év n)uﬁﬁ - F(é.a 777 ’LL, U‘Ev uﬁ) Y (124)
kde )
a = Ap2+2Bpsp,+Cp2 = ¢ (A (—%) - 2B (—%) +C> ,
Y Yy
b = Apsts + B(waty + ytha) + Cooytdy (1.25)
2
¢ = AY2+ 2By, + CY2 = o2 (A (—%) —2B (—%) + O) ;
Yy Yy

naznacenou upravu vyrazu pro funkce a nebo c¢ lze samoziejmé provést pouze v ptipadé, ze ¢, # 0 nebo v, # 0.
Pii hledani inversni transformace k transformaci (1.23) fesime soustavu rovnic (1.23) pro nezndmé z, y.

Pfitom prvni z rovnic je implicitné ddna funkce y; = y1(z), pro jejiz derivaci plati y; = —&, a druhou z rovnic
y
je implicitné ddna funkce yo = ya(z), pro jejiz derivaci plati v} = —% (podle vzorce pro derivaci implicitné
y

zadané funkce, viz napt. Dosla Z., Dosly O.: Diferencidlni pocet funkci vice proménnych, MU 1999, str. 96).

1.3.2 Charakteristiky rovnice (1.22)
Obycejna diferencidlni rovnice v implicitnim tvaru (neroziesend vzhledem k derivaci)
A(z,y)y”? — 2B(z,y)y’ + C(z,y) = 0 (1.26)

se nazyva charakteristickd rovnice parcidlni diferencidalnd rovnice (1.22). Jeji feSeni se nazyvaji charakteristiky.
Z predchozich Gvah je vidét, ze plati: Je-li rovnice (1.22) hyperbolickd, ma dvé jednoparametrické mnoziny
charakteristik, které jsou fesenimi obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

, _ Bla,y) +V(B(2,9))? — Az, y)C(z, y) , _ Blr,y) —V/(B(x,9))* — Az, y)C(z,y)
y e a y = .
Az, y) Az, y)
Je-li rovnice (1.22) parabolickd, mé jednu jednoparametrickou mnozinu charakteristik, kterd je feSenim obycejné
diferencidlni rovnice
’ B(z,y)

V= o) (1.28)

Je-li rovnice (1.22) elipticka, nemé realné charakteristiky.

(1.27)

1.3.3 Kanonicky tvar hyperbolické rovnice

Jsou-li p(z,y) = Cy a P(x,y) = Cy implicitni popisy FeSeni rovnic (1.27) (tedy charakteristiky rovnice (1.22),

pak B AP jsou kofeny charakteristické rovnice (1.26), takze v (1.25) dostaneme a = ¢ = 0. Kanonicky
P

y y
tvar hyperbolické rovnice (1.22) je
Ugn = Fl(gunauuufaun) .

1.3.4 Kanonicky tvar parabolické rovnice
V tomto ptipadé je B> = AC. Je-li ¢(x,y) = C implicitni popis feseni rovnice (1.28) a ¢(z,y) je libovolna

z . B T 1 1 .

funkce nezavisla na funkci v, pak 0. = tj. Yy = —Zwy, a 0. je kofenem charakteristické rovnice (1.26).
y y

V rovnostech (1.25) tedy dostaneme ¢ =0 a

2

B B
b = _B<Px1/)y +B (‘Pﬂ/)y - Z‘Py‘/’y) + O‘Py‘/)y = (O - I) @y‘/’y =

AC — B?

1 pythy = 0.

Kanonicky tvar parabolické rovnice (1.22) je

Uge = F2(§7n7u7ufaun) .
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1.3.5 Kanonicky tvar eliptické rovnice

Eliptickd rovnice (1.22) nemé realné charakteristiky. Pro jeji transformaci zavedeme nejprve oznaceni

x A:c, C:z:,( — (B, 2
) = G2, V(x,m_V (@) (A(Z)y)( (r.9)"

Déle necht ®(z,y) = C1, resp. ¥(z,y) = Cs, je implicitni popis feSeni rovnice
y' = p(r,y) +iv(r,y), resp. y' = p(z,y) —iv(z,y).
To znamena, ze
D, 4 v .
—— = v, —— =p—iv
3, ! v, N

Polozime

Pak plati

1 1 . . 1 1
P = 5(‘1)1 +¥,) = 5(_/“1)1/ —iv®, —p¥, +iv¥,) = EV((I)y -0, - Eﬂ(q)y +Wy) = vihy — ey,

1 1 . . 1 1
= Z(CI)I —-U,) = E(—mby — i@, +pu¥, —ivd,) = —ilu(fby -0, - §V(<I>y +0,) = —upy — v,

Dosazenim téchto vyjadieni do rovnosti (1.25) dostaneme

Vo

0= Ap? + 2B,y + Cp2 = A (V292 — wpipythy + p202) + 2B (vipythy — pp?) + Cip =
= (Ap* = 2Bu+ C)p2 + Av*Y2 + 20(B — Ap)pyty =
B B2 ,  AC— B2 AC — B?

2 _
—-2—+C 1 Y, +2v(B — B)pyy, = I

7 A (‘Pg +"/’§) )

b= Apsthe + B(pathy + pytz) + Coythy =
= —A(vpby — P oytby + V2 y0y — prpy) + B (V) — ppyty — ety — vl) + Cooythy =

= (Ap — B)wpz + (B — Au)m/J§ + (Ap? — Av® —2Bu+ C) by =

B? AC-B? 2B? AC
(5= 5) (- i) + (5 - 25 - B 2 e o

c= Awi + 2B,y + ng =A (M2¢§ + 2ury oy + ’/2905) —2B (ng + ’/‘way) + sz =
= AV + (A — 2Bp+ C) 42 + 2v(Ap — B)pythy =

AC - B B> B’
_AC-B* 2+(__2_+C)w§+21/(3—3)90y¢y:

AC — B2
A v\ 72 A

T (v +vy),

tedy a = ¢, b = 0. Kanonicky tvar eliptické rovnice (1.22) je
’U,gg + um, = F3(§7 777 ’LL, uﬁa un) .

1.3.6 Kanonicky tvar linearni parcialni diferencialni rovnice druhého fadu ve dvou
nezavisle proménnych s konstantnimi koeficienty

AUgy + 2bUgy + CUyy = dug + euy + fu+ g(z,y), (1.29)
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kde a,b,c,d,e, f €R a g : R> — R. Vyse popsané transformace prevedou tuto rovnici na néktery z tvart

ugy, = diug +eiuy + fru+gi1(€§,n), pokud b2 —ac >0,
uge = doug + eauy + fou+ g2(§,n), pokud b? —ac =0, (1.30)
Uge + Uny = daug + esu, + fsu+ gs(€,m), pokud b? —ac < 0.

Zavedeme novou nezndmou funkeci v vztahem

u = Ue>\£+;m7

kde A, p jsou zatim neurcené konstanty. Pak je

ue = eMNTPI( v+ ), uge = e T(AZy 4+ 2 g + vge)
uy = I (uw +vy), Uy = eI (A\uv + pve + Aoy + vey)
Upy = TR (20 4 200, + vyy) -

Dosadime do rovnic (1.30) a vykratime vyrazem e sTr7 =£ 0:

Ve = (di — p)ve + (e1 — Aoy + (diA+eipp — A+ fi)v+g1(€,n)  pro hyperbolickou rovnici,
vee = (da —2\)ve + eavy, + (da) + eapr — A + f2)v + G2(€,m)  pro parabolickou rovnici,
Vee +Ugy = (d3 — 2N\)ve + (e3 — 21)vy + (daX + eapp — A — p® + f3)v + G3(€,m)  pro eliptickou rovnici.

Konstanty A, u zvolime tak, aby pravé strany byly co nejjednodussi. Konkrétneé:

e Pro hyperbolickou rovnici 4 = dy, A = e;. Dostaneme

vep = (erdy + fr)v+g1(€,m).

d 4 d3
e Pro parabolickou rovnici A = 32, = —%. Dostaneme
€2

vee = eavy + Ga(§,1m) -

d
e Pro eliptickou rovnici A = 73, w= 6—23. Dostaneme
d3 + e +4f;

4 U+§3(fﬂ7)

Vgg + Upy =

1.4 Pocatecni uloha pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezavisle
proménnych

1.4.1 ResSeni pocateéni tilohy pro homogenni hyperbolickou rovnici ve dvou neza-
visle proménnych (kmity nekone¢né struny)

u(t,2) = a®ug(t,z), (t,z) € (0,00) X (—00,00), (1.31)
U(O, I) = (/7(26), ’U,t(O,ZC) = 1/}(:6)7 UES (—OO, OO) ) (132)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelna a funkce 1 je diferencovatelna.
Charakteristickd rovnice parcialni rovnice (1.31) je 22 — a? = 0, tedy 2’ = 4a, z ¢ehoz z(t) = +at + const.

Transformaci
&=z —at, n=ux+at

prejde rovnice (1.31) na tvar
ufn(ﬁﬂ?) = 0.
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Odtud plyne, Ze u¢ nezavisi na n, tedy
ug(§&mn) = f(&)-

Tuto rovnici zintegrujeme podle ¢ a dostaneme

u(€,n) = F()+Gn),

kde F' je funkce primitivni k f a GG je libovolnéd funkce. Zpétnou transformaci tedy dostaneme feseni rovnice
(1.31) ve tvaru
u(t,z) = F(x —at) + G(x + at), (1.33)

kde F, G jsou libovolné dvakrat diferencovatelné funkce. Urc¢ime je tak, aby byly splnény pocateéni podminky
(1.32), tedy
F(z) +G(z) = ¢(z),  —aF'(z)+aG'(z) = ¥(z).

v(z)

Druhou z téchto rovnosti piepiSeme na tvar (F(z) — G (x))/ = - a integrujeme. Dostaneme

F(2) = Gla) - (Fa) - Gla) = —3 [ 0(©)de.

kde ¢ je ndjaké ¢islo. Resime tedy soustavu rovnic

Fx)+Gx) = o),

F() = Gla) = Fleo) = Glao) — 7 [ 0(6)de

a dostaneme

F(a) = 50(0) = 5o [ 90U + Fla) ~ Glan).  Gla) = 50@) + 5o [ 6(€)d€ ~ Flao) + Glao).

Zo
Dosazenim do (1.33) nyni dostaneme Feseni tlohy (1.31), (1.32) ve tvaru

r+at

ta) = HEEAEED ] e,

2
Posledni formule se nazyva d’Alembertiv vzorec.

1.4.2 ReSeni pocateéni tilohy pro homogenni hyperbolickou rovnici ve dvou neza-
visle proménnych s obecnym pocatkem

up(t,x) = a®ug(t,z), (t,z) € (0,00) X (—00,00), (1.34)
U(O', I) = (/7(26), ut(aa I) = 1/}(:6)7 T e (—OO, OO) ) (135)
kde a > 0, 0 € R, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelna a funkce v je diferencovatelna.
Transformaci 7 = t — ¢ tato tloha prejde na

Urr (T, ) = a2Uge(T, ), (r,2) € (0,00) X (—00,00),

u(0,z) = ¢(x), u (0,z) = ¥(x), x € (—00,00).

Podle 1.4.1 mé tato uloha feSeni

xz+aTt

(o —ar) +plo+ar) + 5o [ w(ede,

r—aT

u(r,z) =

N =
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takze feSeni tlohy (1.34), (1.35) je

z+a(t—o)
utya) = Ao pele el ol [ g,

z—a(t—o)

1.4.3 ReSeni pocatecni tlohy pro nehomogenni hyperbolickou rovnici ve dvou
proménnych s homogenni pocate¢ni podminkou (buzené kmity nekoneéné
struny)

uy(t, ) = a®uge(t, ) + f(t,x), (t,x) € (0,00) X (—00,00), (1.36)
w(0,2) = 0, w(0,z) = 0, x € (—00,00), (1.37)

kde @ > 0 a funkce f je spojita.
t

Reseni hleddme ve tvaru u(t,z) = [w(t,z,0)do. Plati

t
w(0,2) = 0, a wu(t,z) = w(t,x,t)—l—/wt(t,:v,a)da.
0

Ke splnéni podminky u:(0,2) = 0 staci, aby pro vSechna o > 0 funkce w = w(¢, z, o) spliiovala
w(o,z,0) = 0. (1.38)

Dale plati

02 0 / 0 /
wu(t,x) = w(t, x,t) —|—/w‘1(t,:17,a)da = — O+/w|1(t,:c,a)da =
0 0

t
= U)Il(t,ilf,t)+/1U‘171(t,$70')d0',
0

t
Wu(t, x) = /w‘zz(t,x, o)do .
0
t
M4 platit uy(t, ) — a®uz(t,z) = f(t,2), tedy f(t,z) = wp (t,z,t) + [ (w|171(t,:1c,0) — a2w|272(t,:v,a)) do.
0
Posledni rovnice bude splnéna napiiklad pro funkei w = w(t, z, o), ktera spliiuje pro kazdé o > 0

wit(t,,0) = a*we(t,x,0), (t,x) € (0,00) x (—00,00), (1.39)
w(o,x,0) = flo,x), x € (—00,00). (1.40)

Podle 1.4.2 je feseni tlohy (1.39), (1.38), (1.40) déno formuli

) z+a(t—o)
w(t,x,a) = % / f(aa g)dga
z—a(t—o)

takze feSeni tlohy (1.36), (1.37) je

z+a(t—o)

u(t,x) = 2_1ab/t / f(o,8)d¢ | do.

z—a(t—o)
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Dvojnéasobny integral na pravé strané rovnosti je nékdy uzite¢né vyjadrit jako integral dvojny, tj.

t z+a(t—o)
/ / f(o.6)de | do = // f(0.€)dode,
0 z—a(t—o) Q

kde

Q={(0, ) eR*:0<o<t,z—(alt—0)<é<z+alt—o)} =
={(0,) eR*:z—t<{<a+t,0<o<t—|{—x|}.

1.4.4 ResSeni obecné pocatecni tlohy pro hyperbolickou rovnici ve dvou nezavisle

proménnych
ug(t,x) = a®uz(t,z) + f(t, ), (t,z) € (0,00) X (—00,0), (1.41)
u(0,z) = @(x), u(0,2) = ¥(x), x € (—00,00), (1.42)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd, funkce 1 je diferencovatelnd a funkce f je spojita.

Pfimym vypoctem ovérime, ze je-li v = v(t, z) FeSenim ulohy (1.31), (1.32) a v = v(t, x) je FeSenim tlohy
(1.36), (1.37), pak u = u(t,z) = v(t,z) + w(t,x) je FeSenim ulohy (1.41), (1.42). Podle 1.4.1 a 1.4.3 je FeSeni
dané ulohy

x+at t z+a(t—o)
uta) = LA D L L [ pgaer oo [| [ s | ao
r—at 0 z—a(t—o)

Jesté ukazeme, ze dloha (1.41), (1.42) nema jiné feSeni. Jsou-li uy = uy(t,z) a uz = us(t, z) FeSeni tlohy
(1.41), (1.42), pak uy = uo(t,x) = ui(t,x) — uz(t,x) je feSenim homogenni rovnice (1.31) s homogennimi
pocateénimi podminkami (1.37). Analogicky jako v 1.4.1 ukazeme, Ze

uo(t,x) = F(x —at) + G(z + at)
a pro funkce F', G plati

F(z)+ G(z) = 0, neboli G(z) = —F(x),
F'(z)-G'(z) = 0

pro vechna x € R. Odtud plyne, ze F(x) = const a déle
uo(t,x) = F(x —at)+ Gz +at) = F(x —at) — F(x 4+ at) = const —const = 0.
Tedy u; = uo.
1.4.5 ResSeni hyperbolické rovnice ve dvou nezavisle proménnych s obecnymi po-

¢atecnimi podminkami a s jednou okrajovou podminkou (kmity nekoneéné
struny upevnéné na jednom konci)

u(t,2) = a®uz(t,z) + f(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,00), (1.43)
u(0,2) = ¢(x), u(0,2) = (), x € (0,00), (1.44)
u(t,0) = 0, te(0,00), (1.45)

kde a > 0, funkce ¢ je dvakrat diferencovatelnd, funkce ¢ je diferencovatelna a plati ¢(0) = 0, (0) = 0.
Definujme liché rozsiteni funkei ¢, ¥, f(t,-):

~ _ <P('r)7 r = 0 7 z 1/)(%), x>0 r ) = f(t,:c), z>0



Reseni tlohy (1.43), (1.44), (1.45) je

z+at z+a(t—o)

ult,z) = 2 _at);‘f’(““t / D(E)dE + —/ / Flo,6)de | do.

z—a(t—o)
Reseni tlohy (1.43), (1.44) s nehomogenni okrajovou podminkou
u(t,0) = a(t), t e (0,00), (1.46)

kde « je dvakrat diferencovatelnd funkce spliiujici podminku a(0) = ¢(0), je tvaru u(t, ) = v(t,x) + a(t), kde
funkce v je feSenim ulohy

vie(t, ) = a*vge(t,z) + f(t,z) —a’(t), (t,z) € (0,00) x (0,00),
"(0), x € (0,00),
v(t,0) = 0, t € (0,00).

1.4.6 ResSeni hyperbolické rovnice ve dvou nezavisle proménnych s obecnymi poca-
te¢nimi podminkami a s okrajovymi podminkami Dirichletova typu (kmity
koneéné struny upevnéné na obou koncich)

ug(t,2) = a*ug.(t,z) + f(t,x), (t,z) € (0,00) x (0,0), (1.47)
u(0,2) = @(x), w(0,z) = YP(x), x € (0,4), (1.48)
u(t,0) = u(t,f) = 0, t e (0,00), (1.49)

Definujme spojité 2¢-periodické liché rozsifeni funkei ¢, ¥, f(¢,-). Toto rozsifeni je ddno sinovymi fadami

‘
2 nm nmw
¢(x) = 7 p(&) sin —=¢£d¢ | sin —-w,
6; / l l
- ¢
1/3(:1:) = %Z /1/) sin —§d§) sin%x,
n=1 )
- ‘
f(t,z) = %Z /ft§ sm—§d§ sin%x
n=1 )

S vyuzitim soucétovych vzorci sin(a — ) + sin(a + ) = 2sinacos 5 a cos(aw — ) — cos(a + ) = 2sinacos 5
dostaneme

£

% (P —at) + ¢(z+at)) = % Z /<p(§) sin "%gdg (sin %(:1: — at) + sin %(x + at)) =
n=1 0
- ¢
= % Zl /cp(S) sin %ﬁdﬁ sin n—;:v cos ?t,
"= \o
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|
)
8
+
g
<
~
Q.
I
Il
S
[~
-~ ~—

) t z—a(t+o) ) o b L z+a(t—o)
.onhm .onm
2| fo.de o = 25 | ( [ fo.gysin 75015) [ s Feac o —
0 (t—o) n=ljp 0 z—a(t—o)
L& t 4 z+a(t—o)
— @Z/ /f( sm—gdg [m cos —g} N do =
n=17% 0 E=z—a(t+o)

"
1 1 e
= EZE ( f(o,¢) 51n—§d§) Cos—:C—a(t—o))—cos—(x—i-a(t—g)) do =
n=1 O/ ‘O/ é )
2 o 1
= - f(o 1H—§d§ 1n—:1: m—(t— o)do =
”nz_:l"o/(/ Y )S s

2 1 . nr . nma o
= EZIESIHTI/SIHTU_U) (/f(a,{)sm7§dg) do
n= s J

Oznacime-li tedy

N
3
Il
~1ro
o

P(€) sin ~-€de .

L
2
By = 2 [u@sm e,
0
nmwa

t—o) = =5 = -
G(z, &t —0) MTZ sin % g sin L {sm é( o),

lze FeSeni tlohy (1.47), (1.48), (1.49) zapsat ve tvaru

o0

t e
u(t,z) = Z(A cosnwt + B, sin nwt sm—x—i—//f G(z,&,t —o)dédo .
00

n=1

B,
Oznacime-li dale v, = /A2 + B2 a ¢, = arctg — 1 plati

A, cosnwt + B, sinnwt = «, cos(nwt — cpn)

24



a FeSeni tlohy (1.47), (1.48), (1.49) lze zapsat ve tvaru

t e
u(t, x) Z vy, cos(nwt — ;) sin —x + //f G(z,&,t — o)dédo .
n=1 0

Reseni tlohy (1.47), (1.48) s nehomogenni okrajovou podminkou

u(t,0) = po(t), u(t,f)=pm(t), t € (0,00), (1.50)

kde «, 8 jsou dvakrat diferencovatelné funkce, je tvaru u(t, z) = v(t,2)+ U (t, z), kde funkce U = U (¢, z) splituje
podminky (1.50) a funkce v = v(t, x) je FeSenim tlohy

Vi (t,2) = a*vga(t,x) + f(t,a:) Utt( x) + (t,x), (t,z) € (0,00) x (0,0), (1.51)
’U(t, 0) = v(t,f) =0, te (0,00), (1.53)
Za funkci U staci vzit .
Ult,z) = po(t) + 5 (u(t) = po(t).
Pri této volbé je U,, = 0.
Cviceni
Najdéte obecné feseni rovnice
1) uy, = 62%u, 3) uy +2uy, =3
2) (z+y—a2)uy + (z+ 2 —y)uy +2u, =0 4) uy + Uy = U
Najdéte feseni rovnice, které spliuje danou podminku
1 1
5) uy +yu, =0, u(0,y) = - 9) zuu, +yuu, +zy =0, u (x, —> =1
Y x
6) us + au, =0, u(z,0) =sinx 10) 2zu, + yu, = 4u + 1, u(z,1) = 22
7) w + auy = 2%t + 1, u(x,0) =z + 2 11) u = uzuy, u(0,y) = y*
8) yuy — zuy = y* — 22, u(z,a) = 2? — a? 12) 4u = uj — u2, u(coso,sino) = cos 20
Urcete typ linearni rovnice druhého radu
13) upe + yuyy =0 14) z%u,, — 2zsinyug, +sin® yu,, =0

Danou rovnici prevedte na kanonicky tvar
15) Py, + 26" Wy, + ey, =0 17) Y2 ugzy + 22Uy, =0
16) 2yuz, — (2% + y*)Usy + TYUyy + YUz + Uy =0, 2 # Y 18) Ugy + Usy + Uyy + Uz =0

Najdéte obecné feseni rovnice
19) 22uy, — 2eyug, + y2uyy + zuy +yuy =0 20) 22Uy, — y2uyy =0

N 1
21) Reste pocateéni tlohu uy = Uz +sinz;  w(0,2) = x, u (0, 2) = —.
T

22) Reste pocatecni tlohu uyy — ugze = §(x)sint;  u(0,2) = 0, uy(0,7) = 0.
d(z) oznacuje Diracovu distribuci soustfedénou v bodé 0.

Vysledky: 1) u(z,y) = ®(22° 4+ y) 2) u(z,y,2) = ®(z +y — 22, 2%(x — y)) 32 u(z,y) = % <I>(2:17 —v)
4) u(z,y) = e ®(2% —2y) 5) u(z,y) = % 6) u(z,t) =sin(z—at) 7) u(z,t) = $5t* — L+ 4 C” —(a—1D)t+x+2

8) u(:zc,y)::E2+y2+:cy—2a2—a\/x2+y —a? 9) u(z,y) =+/2—zy 10) u(z,y) = 2+ (y —1)
11) u(z,y) = 15 (4y +2)* 12) u(z,y) = 2* — y* 13) hyperbolické pro y <0, ehptlcka pro y > 0 14) parabolicka

15) wyy = (=5 — Dtte — uy 16) ugy = gy 17) tige + uny + geue + 5ty = 0
1 1
18) vee + vy = 5, v = e3¢ = -y, _\f:v 19) u(z,y) = ®(ay) Iny + U(zy)
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x4+t

r—t

20) u(z,y) = ®(¥)/zy + ¥(zy) 21) u(t,z) =z +In

- +sinx —sinxz cost

(1 —cos(t—|z|)), |z|<t,
|z > t.

1
22) u(t,z) = {S
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Kapitola

Metody integralnich transformaci

2.1 Fourierova transformace

Fourierova transformace F prevadi redlnou funkci f jedné redlné proménné na komplexni funkci F(f) = f jedné
realné proménné definovanou vztahem
oo
= / f(z)e "8 dz.
—o0

O funkci f pfedpokladame, Ze je definovand na R a konverguje dostatecné rychle k nule pro |z| — oo tak,
aby nevlastni integral na pravé strané konvergoval. Z linearity integralu plyne, ze Fourierova transformace je
linearni, tj. . .

Flerfr + c2f2)(€) = erfi(§) + 2 f2(§).

Pro Fouriertv obraz derivace funkce f dostaneme integraci per partes a s vyuzitim vlastnosti | lllm f(z) =
xr|—0o0

vztah
- / f(@)eeda = [f(z)e €] / F(@)(—ig)e e da = i€ / f(@)e e = EF(f)(€),

tj. . )
f1(€) =1Ef(8). (2.1)

Inversni Fourierova transformace F 1 pievadi funkci f zpét na funkci f na celém R; funkce f je pritom dana

vztahem -
1 £ izé
o [ fleac,

Konvoluce funkci f, g definovanych na R je funkce f * g danéd vztahem

frga /f

(O nevlastnim integralu opét predpokladme, ze konverguje.) Fouriertiv obraz konvoluce funkci f, g je

F(fxg)(€ /f*g el dy = / /f e 78dy | dz = //f e " dzdy.

V tomto dvojném integralu budeme transformovat proménné tak, ze polozime x = z+y, y = y. Jacobian tohoto
zobrazeni je

1 1
0 1

-
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Déle e 178 = e~ —1%¢ tedy

F(f+g)(€) = / / F)g(z)e e dady = / f(y)evdy / g(2)e =z | = f©)a(e).
R2 — 00 — 00
To znamena, ze o
Feo=fd (22)

2.1.1 ReSeni podateéni tilohy pro homogenni parabolickou rovnici ve dvou neza-
visle proménnych (vedeni tepla v tenké homogenni nekoneéné ty¢ci)

u(t,z) = a*ug.(t, ), (t,z) € (0,00) X (—00,0), (2.3)
u(0,z) = (), x € (—00,00). (2.4)

O v8ech funkcich i jejich derivacich opét predpokladame, ze , jdou dostatecné rychle k nule pro |z| — oo®. Na
rovnici (2.3) aplikujeme Fourierovu transformaci (funkci u povazujeme za funkci proménné x; ¢ povazujeme za

parametr):
o0

Flu)(€) = / w(t, )e e de =t €),

— 00

a podle rovnosti (2.1)
F(uaa)(t,€) = 16F (us)(¢,€) = (1)* F(u)(t, ) = —€F(u)(t, ) = —€%a(t, ).
Rovnice (2.3) se tedy transformuje na rovnici
w(t,€) = —a*€®a(t,f), (2.5)
coz je obyéejné diferencidlni rovnice prvniho fadu (£ hraje roli parametru). Jeji feSeni je
it &) = Ce @€,

kde C je integracni konstanta; nezavisi na ¢, ale mize zaviset na £. Urcime ji z transformované pocatecni
podminky (2.4), tj. z podminky

a(0.6) = $(6). (2.6)
Je tedy
C=a(0.6) = $(6) = / p(x)eEda.

Oznaéme g(t, ) vzor funkce §(t, &) = e=2° €t pri Fourierové transformaci, tedy

17 . 17
g(t,z) = — /e_“252te“5d§ = — e_“252t(cos:1:§+isin§:c)d§ =
27 27
1 —a2¢%t i —a2€2t . 1 —a2¢%t
= — e cos x€d€ + — e sinzédé = — [ e cos x&d¢,
27 27 T
—0o0 —o0 0

nebof funkce e~ ¢ cos z¢ (jako funkce proménné €) je suda a funkce e =€ sin z¢ je lich4. Substituci n = &V/a2t
T

Va2t

a pfi oznaceni ¢ = nyni dostavame

o0
1 / 2

t,x) = e~ cosgndn.

g(t,x) | ndn
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Ozna¢me dale I(q) = [ e~ cos gndn. Pak podle (B.21) je I(0) = [ e " dy = \/—; Derivovanim integralu 7(q)
0 0

podle parametru g a naslednou integraci per partes dostaneme

d 7 2 1 =2 o 7 9 q
d—I(q) = —/ne T cos gndn = [56 7 smqn} - 5/ T cos gndn = —il(q).
1 0 =0 0

LS

Integral I(q) je tedy FeSenim pocétecni tlohy pro obycejnou diferencidlni rovnici

d

gl =31, 10)="F

takze

Navratem k ptivodni proménné z dostavame

M)

@
IS
e

&
o
\

g(tv'r) =

1 V7 _=e 1 _ =2
V. e e a2t .
m™a2t 2 20/ ma?t

Reseni tlohy (2.5), (2.6) lze zapsat ve tvaru a(t, &) = ¢(£)g(t, €). Inversni Fourierovou transformaci s vyuzitim
(2.2) dostaneme Feseni tlohy (2.3), (2.4) jako konvoluci funkei ¢ a g(t, -)

o0

u(t,x) = () gt )(@) = / o@)g(t,z — y)dy,

— 00

tedy

u(t,z) = ﬁm_z ¢(y) exp <—%) dy.

Gl = ey (=)

Pri oznaceni

lze FeSeni ulohy (2.3), (2.4) zapsat jako

(o]

ult, z) = / P(€)G(. £, D).

—o00
Na zaveér jesté poznamenejme, ze feseni pocatecni tlohy s posunutym pocatkem
ut(t,x) - a2uxx(t7'r)7 (t,ZC) € (O',OO) X (—O0,00),
U(O', I) = <P($)v S (—O0,00),
kde o € R, je

_ 1 [ ex _7(30_3/)2 = i x -0
u(t,:v) - 2\/m4 go(y) p( 4&2(t—0'))dy_ /(p(g)G( 7§7t )d§

2.1.2 Reseni pocatecni tlohy pro nehomogenni parabolickou rovnici ve dvou ne-
zavisle proménnych

Nejprve uvazujme tlohu s homogenni poc¢ateéni podminkou:
ur(t,x) = a’ug.(t,z) + f(t, ), (t,x) € (0,00) X (—o0, ), (2.7)

u(0,z) = 0, x € (—00,00). (2.8)
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¢
Reseni budeme hledat ve tvaru u(t, x) f w(t, z,0)do. Pak je po¢ateéni podminka (2.8) splnéna. Déle plati
0

¢ ¢
us(t,x) = w(t,z,t) —i—/wt(t,x,o)da, Uy (t, 2) /wm (t,z,0)
0 0
Aby byla splnéna rovnice (2.7), musi platit
0 = w(t,z) — aPuga(t,z) — f(t,x) = w(t,z,t) —|—/ (wi(t,z,0) — a®wae(t,z,0)) do — f(t, x)
0

pro v8echna (t,2) € (0,00) X (—00,00). Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz pro kazdé o € (0, 0)
bude funkce w feSenim tulohy

wi(t,r,0) = a*we(t,r,0), (t,x) € (0,00) X (—00,00),

w(o,z,0) = f(o,x), x € (—00,00).

Avsak Teseni této tlohy je podle 2.1.1 dano vzorcem
w(t,z, o) / f(o x, &t —o)dE.

To znamena, ze Feseni tlohy (2.7), (2.8) je

):/t/wf Gz, &, t — o)dédo.
0 —o0

Reseni obecné pocatecni tlohy pro parabolickou rovnici ve dvou nezavisle proménnych (2.7), (2.4) je souc¢tem
feSeni tloh (2.3), (2.4) a (2.7), (2.8), tj

u(t,z) = / o(&)G(x,&,1) td§+/ / f(0,8)G(x,&,t — o)dédo. (2.9)

— 00

2.1.3 Pocatec¢ni tloha pro obecnou parabolickou linearni rovnici s konstantnimi
koeficienty (rovnice reakce-advekce-diftize)

u(t, ) = a g, (t, ) + bug(t,2) + cu(t,z) + f(t,z), (t,z) € (0,00) X (—00,0), (2.10)
u(0,2) = ¢(z), x € (—00,00), (2.11)

Analogicky jako v 1.3.6 zavedeme novou nezndmou funkci v = v(t, ) vztahem
u(t, z) = eMHey(t, x), (2.12)

kde A a p jsou zatim neurcené konstanty. Pak

uy = (W +uv)ertr
Uy = (g4 v,)eM e
Upy = (,uzv + 2uv, + vm)e)‘“‘“m.

Tyto vyrazy dosadime do rovnice (2.10) a vyslednou rovnost vynasobime vyrazem e~*'~# Dostaneme

Xovp = @’ + 20 oy + a®vge + bpv + bug + cv + [t z)e N,

30



tj.
v = aPVgs + (204 b)vg + (aPp + b+ ¢ — N+ f(t,x)e M
Nyni polozime
b B b2
2a?’ N 4a?

a dosazenim do ptedchozi rovnosti dostaneme rovnici

’LL:

b? — 4a® b
ve(t, ) = a’vee(t, ) + f(t,x)exp <Tact + ﬁx>

pro nezndmou funkci v. Ta podle (2.11) a (2.12) m4 splilovat po¢ateéni podminku
B b
v(0,2) = p(z)exp 222 )
Funkce v je tedy podle (2.9) déna formuli

0 t oo
b b? — 4a? b
’U(t,.’L’) = / (P(é—) €xp (ﬁg) G(x7§7 t)dg +/ / f(ov 5) €xp (%0 + ﬁé-) G(I’,g,t - 0)d§d0
0 —oo

4a’c — b? b
Podle transformad¢niho vztahu (2.12) je feSeni tlohy (2.10), (2.11) exp (%t - ﬁx> -nasobkem funkce
a a
v. Oznacime-li tedy
~ 1 (x — §&)? b 4a’%c — b?
G t; b = — _ — -
(x7§7 ya, 70) 2\/@ ex ( 4a2t 2@2 (:E 5) + 4a2 y
mizeme FeSeni tlohy (2.10), (2.11) zapsat ve tvaru
oo t oo
uto) = [ @G e tabods [ [ 006 et - oiab.c)dedo
—00 0 —oo

2.1.4 Reseni pocatecni tlohy pro nehomogenni parabolickou rovnici ve dvou ne-
zavisle proménnych s jednou okrajovou podminkou

Nejprve uvazujme tlohu s homogenni okrajovou podminkou

u(t,2) = a*ug.(t,z) + f(t, z), (t,z) € (0,00) x (0,00), (2.13)
u(0,z) = (), x € (0,00), (2.14)
u(t,0) = 0, t € (0,00). (2.15)

Necht funkce f(t,-) a @ jsou lichym rozsifenim funkei f(¢,-) a ¢, tj.

i ft,x), x>0 o(z), x>0
f(t.x) = f(t, |z]) sgn(z) = {0, r=0 @(z) = ¢(|z|) sgn(z) = { 0, r=0
_f(t7 _:E)u x <0, _(P(—(E), z <0
a funkce v je fesenim tlohy
w(t,z) = aPues(t,z) + f(t, @), (t,) € (0,00) x (=00, 0),
U(07J,') = (Z?(.’IJ), S (—O0,00);

sr. 2.1.2. Funkce v je dédna formuli (2.9), v niz misto obecnych funkci ¢, f(¢,-) jsou liché funkce @, f(t,-); funkce
G(0, -,t) je sudd. To znamend, ze funkce v(t,-) je lichd takze v(t,0) = 0. Funkce v tedy splituje homogenni
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okrajovou podminku (2.15). Navic samoziejmé splituje rovnici (2.13) a podminku (2.14). Je tedy feSenim tlohy
(2.13), (2.14), (2.15). Pro libovolnou funkci ¢ definovanou na intervalu [0, 0o) plati

/¢ €]) sen(6) G, /w 5,67 d&+/w 2,6, 7)dE =

- / $(n)G(z, —m, 7)dy + / B(E)C(a, €, T)de = / V() (Glx,€,7) — Gla, €, 7)) dE.
(o' 0

Reseni tlohy (2.13), (2.14), (2.15) lze tedy zapsat ve tvaru

u(t, ) :/90(5)((?(:6,5,1%) — G(x, —§,t))d§+//f(o,§)(G(w,§,t—0)—G(:v,—§,t—a))d§da.
0 0 0

Nyni homogenni okrajovou podminku (2.15) nahradime podminkou nehomogenni

u(t,0) = u(t),  te(0,00) (2.16)

a o funkci y budeme piedpokladat, Ze je diferencovatelna. Reseni tilohy (2.13), (2.14), (2.16) budeme hledat ve
tvaru
ult,2) = U(t,2) + olt, 2),

kde funkce U splituje okrajovou podminku (2.16); k tomu staci volit U (¢, ) = u(t). Pak plati

/L/(t) +vt( ,{E) = CLQUII(t,I) +f(t,1?),

1(0) +v(0,2) = (),

u(t) +o(t,0) = p(t)
a to znamena, ze funkce v je feSenim tlohy
v(t,2) = aPvse(t,x) + ft, @) — 4 (t), (t, ) € (0,00) x (0, 00),
v(0,2) = ¢(z) = p(0), z € (0,00),
v(t,0) = 0, t €(0,00),

coz je uloha stejného typu jako (2.13), (2.14), (2.15).

2.2 Laplaceova transformace

o0
Bud M mnozina realnych funkei definovanych na intervalu (0, co) takovych, ze integral [ f(t)e P'd¢ konverguje
0

a tlim f(t)e™P" = 0 pro vsechna p > 0. Laplaceova transformace L pievadi realnou funkci f € M na redlnou
— 00

funkci L£f definovanou na intervalu (0, co) vztahem

= /f(t)efptdt.
0

7 uvedeného defini¢niho vztahu plyne, ze Laplacetv obraz funkce f € M je funkci ohrani¢enou a ze Laplaceova
transformace je linearni, tj.

L(c1fi + caf2)(p) = crLfi(p) + c2Lf2(p).

Obrazy nékterych funkci v Laplaceové transformaci jsou uvedeny v tabulce 2.1.
Vypocitame Laplacetuv obraz derivace funkce:

= [re e = [f0e ], p [ et = - lim 10+ L)
0 0
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f(@) Lf(p)= [ f(t)e ?dt || f(t) Lf(p)= [ f(t)e Pdt
0 0
1 2
1 — t sin wt %
P (p? +w?)
1 2 2
t — t coswt %
p (p? +w?)
n! w
", n=12,... e sin wt —
prtl (p—a)* +w?
I 1 —
t* a> -1 (ai_l ) e coswt %
pe (p—a)P+w
1 2w
et sin? wt B
p—a p(p? + 4w?)
1 2 4+ 2uw?
test 5 cos? wt %
(p—a) p(p? + 4w?)
|
ot n! a
t"e ,n—l,Q,... (p—a)n"l'l Shat m
r 1
el v > —1 (_V+VJ21 chat Qf 5
(p—a) P a
w 2ap
i t tshat —
sinw 1wl sha (p% — a2)?
2 2
cos wt 5 P 5 tchat %
P +tw (p? —a?)
e—a/t p ( /p2 + a2 — pu)
,a>0 \/je_2\/@ Jy(at), v>—1
\/t_3 a a? /p2 + a2

Tabulka 2.1: ,,Operatorovy slovnik“ pro Laplaceovu transformaci

Pfi oznadeni f(0+) = tlirgl+ f(t) tedy plati
—

L(f)(p) = pLf(p) — f(0+). (2.17)

2.2.1 Reseni tlohy pro homogenni parabolickou rovnici ve dvou nezavisle pro-

ménnych s homogenni poc¢atecni a jednou okrajovou podminkou

u(t,z) = a*ug.(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,00), (2.18)
u(0,z) = 0, x € (0, 00), (2.19)
u(t,0) = p(t), t € (0,00). (2.20

Na rovnici (2.18) aplikujeme Laplaceovu transformaci (funkci v povazujeme za funkci nezavisle proménné t a x

povazujeme za parametr). S vyuzitim (2.17) a (2.19) dostaneme
pLu(p,x) = a*Lugs(p, ),

coz je obycejna linearni rovnice druhého fadu pro nezndmou funkci Lu; nyni roli parametru hraje p. Fundamen-
talni systém fesSeni této rovnice je tvofen funkcemi

— P P
e Vaz?® eViaZ®,
Pouze prvni z nich je ohrani¢ené. Obecné feSeni transformované rovnice tedy je
_. /B
Lu(p,x) = C(ple™Vaz®.

Aby byla splnéna podminka (2.20), musi byt C(p) = Lu(p). Laplacetiv obraz feSeni tlohy (2.18) (2.19) (2.20)
tedy je

Cu(p.z) = e VE"Lu(p).
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Cviceni

Reste tlohu
1) uy = a®ugy, t >0, 7 >0
w(0,2) =T,z >0; u(t,0)=0,t>0

2) uy = a*Uyy, t >0, >0
w(0,2) =0,2>0; u(t,00=K,t>0

3) uy = a%uyy, t >0, 2> 0
w(0,2) =0,z >0; wu(t,0)=Ad(t), t>0

2 z
Vysledky: 1) T® ( v ) 2) K (1 - ( x )), pfitom ®(z) = — fe_52d§ je integral chyb
0

2/ a2t /a2t ™
X 2 2
3) A—— % /(4a*t)
Wra2t3
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Kapitola 3

Metoda separace proménnych
(Fourierova)

3.1 Hyperbolické rovnice

3.1.1 Homogenni hyperbolicka rovnice ve dvou proménnych s obecnymi pocatec-
nimi a homogennimi okrajovymi podminkami

ug(t,2) = a*ugy(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,0), (3.1)
u(0,2) = @(x), u(0,2) = P(x), x € (0,0), (3.2)
aou(t,0) + Poug(t,0) = 0 = aqu(t,?) + frug(t,0), t € (0,00), (3.3)

kde a > 0, ¢, jsou spojité funkce spliujici okrajové podminky

aop(0) + Bowz(0) = 0 = a1p(l) + Brpa(£), aop(0) + Bov(0) = 0 = arp(€) + Brv.(0).

Reseni tilohy budeme hledat ve tvaru soucinu, ve kterém jeden ¢initel zavisi pouze na t a druhy pouze na z,
tedy
u(t,z) = T)X(z).

Pakje uy = T"X, upe = TX" atedy T"X = a®>T X", po tGpravé

1T X"(x)

a2 TEt)  X(z)°

Leva strana posledni rovnosti zavisi pouze na t, pravd pouze na z. To znameny, ze tyto vyrazy na nezavisle
proménnych nezavisi, tedy
1 7"(¢t) X" (x)

2T - X@) ~ ™
Odtud dostaneme
T"(t) + \a®*T(t) = 0, (3.4)
- X"(z) = A\X(x). (3.5)

K tomu, aby funkce © = T'X spliiovala okrajové podminky (3.3) staci, aby tyto podminky spliiovala funkce X,
tedy
apX(0) + B X'(0) = 0 = oy X () + 1 X'(0). (3.6)

Rovnice (3.5) s okrajovou podminkou (3.6) je Sturmova-Liouvilleova tiloha (sr. A.1.5). Existuje tedy posloupnost
vlastnich ¢isel {\,}52; a posloupnost vlastnich funkei {v,, }22 ;, ze

0< A< A<, lim A\, = o0

n—roo
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ap Po o P An Up () Jon®
nm\ 2 . nm l
1 0 1 0 (7) Sin 7:6 5
@2n+1)7\° . 2n+ D7 1
1 0 0 1 ( 57 sin i x 5
2n+ 1)\ > 2n+ 1)m l
1 1 —_ —_— =
0 0 < 57 cos 57 T 5
nm\ 2 nmw l
0 1 0 1 07 (7) ].7 COSs 756 g, 5
) kladné koteny rovnice T ¢ h
1 0 1 inv\, Sy -
VA = —htg (VA0) SV An @ SR ESW
) kladné koreny rovnice < / h
0 1 1 o™ R
h=v g (VAY) COSY An @ 2 2 )
kladné koteny rovnice
h ¢ h%+2h
—h 1 h 1 h VA inv Ay, 5T o5y —
g _\/_X = 2cotg (\/Xé) o8 v vV - * 2 * 2X\n

Tabulka 3.1: Vlastni hodnoty a vlastni funkce tlohy (3.5), (3.6) pro specialni tvary okrajovych
podminek

a Fourierova fada kazdé funkce spliiujici podminky (3.6) stejnomérné k této funkci konverguje. Nékterd vlastni
¢isla a vlastni funkce tlohy (3.5), (3.6) jsou uvedeny v tabulce 3.1.
Reseni rovnice (3.4), ve které klademe \ = ), je

T.(t) = A, cos\/ A, at+ By, siny/ A, at.

Odtud plyne, ze kazda z funkci

up(t,x) = (An cos \/E at + B, sin\/xat) Up ()

je TeSenim rovnice (3.1) s okrajovymi podminkami (3.3). Tedy také jejich linedrni kombinace, tj. funkce
u(t,z) = Z (An cos\/ Ay at + By, siny/ A, at) Un () (3.7)
n=1

je TeSenim rovnice (3.1) s okrajovymi podminkami (3.3). Aby byly splnény pocéteéni podminky (3.2), musi
platit

u(0,2) = ZAnUn(SC) = o(x), ut(0,2) = ZBnmavn(gc) = Y(x),
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coz znamend, ze A, a B, \, jsou Fourierovy koeficienty funkei ¢ a 1) vzhledem k ortogonalnimu systému {v,, }52 ;,
tedy

14 14 14
1

= V. = ; V. e V. 2 = V. 2
4, = 1 / AP, By = — / OO, e Jol* = [P (3

fonl /

Reseni tlohy (3.1), (3.2), (3.3), je tedy déna fadou (3.7), jejiz koeficienty jsou dany formulemi (3.8), tj

¢
Y ! ) sin at | v on(®) _
—;O/(m V)i A at) (e 0
¢
[ 1 d siny/A, at siny/A, at\ v, (&) (z)
‘0/ ,;(“’“)adt ) TN
Pfi oznaceni o
1 X sina T vp(x)vn(§)
G(x, &7 - 3.9
D P N o

lze FeSeni ulohy (3.1), (3.2), (3.3) zapsat ve tvaru

&~

u(t,x) =

/ Y4
/ HO)G (£, 1)de + / PG e, €, )de.
0 0

3.1.2 Nehomogenni hyperbolicka rovnice ve dvou nezavisle proménnych s homo-
gennimi poc¢ateé¢nimi i okrajovymi podminkami

e (t, ) = a®uge(t,x) + f(t,2) (t,z) € (0,00) x (0,0), (3.10)
u(0,z) = 0, w(0,2) = 0, x € (0,0), (3.11)
aou(t,0) + Poug(t,0) = 0 = aqu(t,?) + frus(t,0), t € (0,00), (3.12)

kde f je po ¢astech spojita funkce.
Necht A1, Mg, ... jsou vlastni ¢isla a v = vy(x), vy = va(x), ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy
ulohy (3.5), (3.6). Funkci f(t,-) vyjadiime jako Fourierovu fadu vzhledem k systému funkci vy, va, ...:

) = 3 Fultale). e Falt) = 1o / F(t E)on(e

Analogicky jako v metodé variace konstant pro obycejné linedrni rovnice (viz napf. Rdb M.: Metody FeSeni
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic, MU 1998, str. 67) budeme Feseni tlohy (3.10), (3.11), (3.12) hledat ve tvaru

u(t,z) = Y Cu(t)on(x).
n=1

Tato funkce spliiuje okrajovou podminku (3.12). Dale

un(t,z) = Y Clton(@),  uw(tz) = Y Ca®)() = =Y Cu(t)Anvn(@),
n=1 n=1 n=1

nebot v, spliiuje (3.5). Aby byly splnény také (3.10) a (3.11), musi platit

[]#
Q

_|_

@

>/

Q

HMS
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Z Cn(0)v,(z) = 0, Z C!(0)v,(z) = 0.
n=1 n=1
To znamend, ze funkce C,, = C,,(¢) jsou Fesenim Cauchyovy tlohy pro obycejnou diferencialni rovnici
C!(t) + a*\,Cp(t) = Fy(t),

Cn(0) = C(0) = 0.

Tuto tlohu lze vytesit napf. metodou variace konstant. Jeji feseni je

t
Cu(t) = a\/l/\_n 0/ F,(0)sinay/A, (t — 0)do
po dosazeni za F),
t 0
1 .
Cn(t) = m ‘O/O/f(o', g)Un(é—) S a\/)\—n (t — U)d{da .

Regeni tilohy (3.10), (3.11), (3.12) tedy je

" _ir Jonl? (

coz lze pfi oznaceni (3.9) zapsat ve tvaru

@I—‘

F(0,€)vn(€) sinay/, (t - U)dﬁdff) on (1),

o _
O\N

4
O/ f(o — o)dédo .

o\M

3.1.3 Nehomogenni hyperbolicka rovnice ve dvou proménnych s obecnymi poca-
te¢nimi a homogennimi okrajovymi podminkami

ug(t,2) = a*ug.(t,z) + f(t,z), (t,z) € (0,00) x (0,0), (3.13)
u(0,2) = oz ) ut(0,2) = P(z), z € (0,0), (3.14)
apu(t,0) + Boug(t,0) = 0 = aqu(t,?) + frux(t, £), t € (0,00), (3.15)

Reseni je tvaru u(t, ) = v(t, z) +w(t, z) kde v(t, ) je feSenim tlohy (3.1), (3.2), (3.3) a w(t, z) je fesenim tlohy
(3.10), (3.11), (3.12).

3.1.4 Obecna tloha pro nehomogenni hyperbolickou rovnici ve dvou proménnych

ug(t,x) = a®uqz(t,z) + f(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,€), (3.16)
u(0,2) = @(x), u(0,2) = P(x), x € (0,0), (3.17)
agu(t,0) + Bous(t,0) = po(t), cqu(t,f) + frus(t, ) = pi(t), t € (0,00), (3.18)

Reseni je tvaru u(t,z) = v(t,z) + U(t, ), kde funkce U = U(t,z) spliiuje okrajové podminky (3.18) a funkce
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v =v(t,z) je feSenim tlohy (1.51), (1.52), (1.53). Za funkci U = U (¢, x) 1ze vzit funkci danou pfedpisem

Ut,z) =

a1po(t) — aopa(t) - Bop1(t) — Brpo(t) — barpo(t)
Boor — Brog — avparl Boor — Brovg — gl

. Boor — Brag # gl

Bota () — Prito(t) = aléuol“Q + 'uo(t)ﬂ% Boar — Prog = aparl, Pol(onl +2P1) # 0,

- Bof(m@ + 2ﬁ1) BO
anpio(t) — aopa(t) exp <%x> + “1(0, Bo # 0 = Boar + Lo,
20901 Bo ai
aapio(t) — o (t) exp (E) + 'ul(t)7 Bo=0=p1+ ail.
o 4 a1

(3.19)
Zejména pro ag = a1 = 1, Sy = f1 = 0 (Dirichletova tloha) lze polozit

pa(t) = po(t)

Ult,z) = 7

T+ No(t)v

2
pro 7 #+ ag = —a1, Bo = f1 = 1 lze polozit

_ma() +po(t)  pat) = po(t) + aolpo(t)

t
U( 7:6) 2 — Oé()é v 040(2 — Oé()f)

a pro ag = a3 =0, By = f1 =1 (Neumannova tloha) lze polozit

p(t) = po(t)

U(t,z) = 57

22 + po(t)z.

Pokud je mozné funkci U volit jako linedrni ve druhé proménné = (tj. pokud Soa; — Srag # apaql), pak je
U, =0.

3.1.5 Hyperbolické rovnice s nehomogenitou tvaru au; (tlumené kmity konecné

struny)
u(t,2) = a®uge(t,x) — aug(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,4), (3.20)
w(0,2) = ¢(z), w(0,z) = P(x), xz € (0,0), (3.21)
aou(t,0) + Boux (,0) = 0 = aqu(t,l) + Bru(t,¥), t € (0,00), (3.22)

Zavedeme novou neznamou funkei w = w(t, ) vztahem
u(t,z) = e @/ Dty(t, x)

(sr. 1.3.6). Pak je
wit,2) = @ (wt,a) - Sult,)) |

2
wy(t, ) = e (/21 (wtt(t,x) —awt(t,x)—i—%w(t,x)) g (t,x) = e @Dty (8 2).

Dosadime do rovnice (3.20), do podminky (3.22) a upravime:

2
we(t, ) = we(t,z) + %w(t, x), (3.23)

aow(t,0) + Bowy (£,0) = 0 = aqw(t,l) + frwy(t,€), te€(0,00), (3.24)
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Reseni okrajové tlohy (3.23), (3.24) budeme opét hledat ve tvaru w(t, ) = T(t)X (x). Po dosazeni do rovnice
(3.23) a tpravé dostaneme

o2
1
T (t) — ZT(t) _ X”(I)
a?T(t) X(z) -
Prava strana posledni rovnice zavisi pouze na z, leva strana zavisi pouze na ¢ a to znamena, ze vyrazy na obou

stranach jsou konstantni. Opét je polozime rovny —A. Funkce X je opét fesenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy
(3.5), (3.6) a funkce T je feSenim rovnice

2

T"(t) + ()\az - QZ) T(t) = 0.

Ptedpokladejme, ze o < 4a®)\,, (tlumeni je malé). Pak feseni posledni rovnice pro A = ), je

ViaT —a? Nz e
T.(t) = A, cos ut + B,, sin ut.
2 2

Reseni tlohy (3.23), (3.24) tedy je

= T Do —a?

w(t,z) = Z(Anco And — 1+ By,sin And Ml vn (),

n=1

kde A1, A2, ... jsou vlastni ¢isla a v, ve, ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6).

Reseni rovnice (3.20) s okrajovou podminkou (3.22) je

~ \/4)\ Vaa? —a?
u(t,z) = e (/21 Z (An cos @ t + B, sin i ) v () . (3.25)
n=1
Plati .
= ZAnvn(:zr)
n=1
takze ke splnéni prvni z podminek (3.21) staci, aby
. ¢
A= [et@mmerae. (3.26)
Dale
s /AN, a2 — « /AN n 2 _ 2
u(t,z) = —%e*(aﬂ)tz (An cos A a2 t—|—Bn sin —— ) vp () +
n=1
> 4\na? — a2 4\na? — a2 40?2 — a2 A\,a? — a2
O‘/Zt;< \/ e sm\/ a2 a t—l—Bn\/ a2 a cos\/ a2 a t> vn (),
takze
> Va,a? —o? «
ug(0,2) = nzl (an — §An> vn ().
Aby byla splnéna druhd z podminek (3.21) staci, aby
¢
Vaa? — o2 « 1
By ——F—— 54, = —2/1&(5)%(5)(157
2 2 lvn]
0
neboli
) ¢
«
B, = / + —p(x)) v, (£)dE. 3.27

Reseni tlohy (3.20), (3.21), (3.22) je tedy déno fadou (3.25), kde A;, A2, ... jsou vlastni ¢isla a vy, va, ...
jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6) a koeficienty A,,, B, jsou dany formulemi (3.26) a
(3.27).
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3.2 Parabolické rovnice

3.2.1 Parabolicka rovnice ve dvou proménnych (vedeni tepla v tenké tyci)

Budeme fesit parabolickou rovnici homogenni

u(t,r) = a*ug.(t, ), (t,z) € (0,00) x (0,4), (3.28)
nebo nehomogenni
s pocatecni podminkou nehomogenni
u(0,2) = ¢(z), x € (0,4), (3.30)
nebo homogenni
u(0,2) = 0, x € (0,0), (3.31)

a okrajovymi podminkami homogennimi
apu(t,0) + Boug(t,0) = 0 = aqu(t,?) + fruz(t,£), t e (0,00), (3.32)
nebo nehomogennimi
apu(t,0) + Boug(t,0) = po(t), aru(t,l) + Brug(t, £) = pi(t), t e (0,00). (3.33)

Pfitom predpokladiame, ze a > 0, funkce ¢ a f jsou po ¢astech spojité a funkce pg, p1 jsou diferencovatelné.
Nejdiive budeme fesit tlohu (3.28), (3.30), (3.32). Reseni budeme opét piedpokladat ve tvaru

u(t,z) =T(t)X ().

Dosazenim do (3.28) a (3.32) ukdzeme, ze funkce X = X (z) je FeSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6)
a funkce T' = T'(t) spliiuje rovnici
T'(t) + a®>\T(t) = 0,

tedy
T(t) = Ce .

Jsou-li A1, Ag, ... vlastni hodnoty a vy, wva, ... vlastni funkce tlohy (3.5), (3.6), pak feSeni rovnice (3.28)
spliiujici podminku (3.32) je

u(t,z) = Y Cpe @Mty (z). (3.34)
n=1

Aby byla splnéna podminka (3.30), musi platit
chvn(x) = 90(55)7
n=1

COZ znamena, ze
Y4 Y4
1
Cn = i [e@un©ae, e fonl® = [(oale)?ae. (3.35)
"o 0

Reseni tlohy (3.28), (3.30), (3.32) je tedy dano fadou (3.34), jejiz koeficienty jsou dany formulemi (3.35), tedy

L

=1 2
ult,z) = 2| [ e | e o @),
=1 lvnl J
P11 oznaceni
=1 )
G(xagat) = Zwvn($)vn(§)e_a Ant (336)
n=1 n

41



lze teseni zapsat ve tvaru
¢

ut,z) = [ o(§)G(x, &, )dE.
/

Analogicky jako pii metodé variace konstant u obyc¢ejnych diferencialnich linedrnich nehomogennich rovnic
budeme Feseni tlohy (3.29), (3.31), (3.32) hledat ve tvaru

=2
n=1
kde vy, ve, ... jsou vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6). Pak je

= > Chtn(),  ua(t,) Z = =3 MCat)vala)

nebot funkce v,, je FeSenim rovnice (3.5) s A = \,,. Funkeci f(¢, -) vyjadiime jako soucet Fourierovy fady vzhledem
k ortogonalnimu systému funkci vy, wva, ...:

f(ha) = S Fu(toa(@), Kde Fu(t) = / F(t, €)on(€)de
= ol

Dosazenim do rovnice (3.29) a podminky (3.31) dostaneme

Z )+ a A Chn( Z (@), Y Cu(0)vn(z) = 0.

Pfitom A, je vlastni hodnota tlohy (3.5), (3.6), jiz pfislusi vlastni funkce v,, n = 1,2, .... Funkce C, jsou tedy
feSenim Cauchyovy ulohy pro obycejnou linearni diferencidlni rovnici prvniho fadu

Cl(t) +a* X, Cr(t) = Fo(t), Cn(0) = 0.

Reseni této ulohy je
t

Cp(t) = e @ nt / F.(0)e *do
0

po dosazeni za F),, dostaneme

t /
1 2
c,t) = 0,8)v, —a"An(t=0)qede .
= o / / F(0,€)vn(E)c ¢

Reseni tdlohy (3.29), (3.31), (3.32) je tedy

o t 0
= 0,8 v, —a*An(t=0) o | v, (x).
) =% ”vn”2 / / F(0.€)un(E)e dedo | va(2)

n=1

Pii oznaceni (3.36) lze feSeni zapsat ve tvaru

\H

¢
/f x, &t —o)dédo .
0

Reseni tlohy (3.29), (3.30), (3.32) je tvaru

u(t,z) = v(t,x) +w(t, x),

42



kde v = v(t, z) je fesenim tlohy (3.28), (3.30), (3.32) a w = w(t, x) je fesenim tlohy (3.29), (3.31), (3.32). ReSeni
tlohy (3.29), (3.30), (3.32) je tedy

¢ t ¢
ult,z) = / PG (€, 1)dE + / / (0.)G (€.t — 0)dedo .
0 0 0

Reseni tlohy (3.29), (3.30), (3.33) je tvaru
u(t,z) = v(t,z)+U(t,z),
kde funkce U = U(t, x) spliluje okrajové podminky (3.33) a v = v(t, z) je FeSenim rovnice
u(t,2) = a*uge(t,z) + f(t,x) — (Ue(t, x) — a’*Ups(t, x)), (t,z) € (0,00) x (0,¢)

s pocatecni podminkou
u(0,z) = ¢(x) —U(0,2), x € (0,0)
a homogennimi okrajovymi podminkami (3.32). Za funkci U = U(t, x) opét stac¢i vzit (3.19).
Interpretace funkce G: Uvazujme tlohu
ui(t,r) = a*ugs(t, ), (t,x) € (0,00) x (0,¢),
u(0,2) = ¢(x), x € (0,0),
u(t,0) =u(t,f) = 0, t € (0,00).

(Vedeni tepla v homogenni ty¢i, kterd byla zah¥éta na teplotu ¢(z) a jejiz konce udrzujeme na nulové teploté.)
Mnozstvi tepla, kterym se teplota télesa o hmotnosti m zméni o Au, je

Q = cmAu,

kde ¢ je specifické teplo. Ma-li téleso na pocatku déje nulovou teplotu a je zahifato na teplotu u, pak Au = u.
Je-1i tedy ty¢ v bodé vzdaleném ¢ od jejitho zac¢atku zahfdta z nulové teploty na teplotu ¢(§), je mnozstvi tepla
dodaného casti tyce o malé délce A ve vzdalenosti £ od jejiho zacatku rovno

AQ = c(pAg) ¢(),

kde p je linedrn{ hustota tyce. Limitnim pfechodem A& — 0 dostaneme d@Q = cpp(£)dE, takze celkové mnozstvi
tepla dodaného tyci je

4
Q = cp | p(§)dE.
/

Piedstavme si nyni, Ze ty¢ méla nulovou teplotu a v ¢ase t = 0 vznikl v bodé £* € (0, ¢) bodovy teplotni impuls,
ktery ,zahral bod £*“ na teplotu wug, zbytek tyce ponechal na teploté 0, tj.

p(x) = uod(x — £7)

(6 je Diracova distribuce). Velikost tohoto impulsu byla

¥4 Y4
QZCp/w df_cpuo/5 )€ = epug.
0 0

Pak
Q

4 4
u(ta I) = @(g)G(CC,f, t)dg = Ug 5(:6 - g*)G(I,g,t)df = ’UJOG(ZC,f*,t) = _G(Iag*a t)
/ / ;

Odtud plyne, ze G(z,€,t) vyjadiuje teplotni u¢inek okamzitého bodového zdroje tepla mohutnosti Q = ¢p
umisténého v bodé ¢ intervalu [0, £].
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3.3 Eliptické rovnice

3.3.1 Laplaceova rovnice ve dvou proménnych s okrajovymi podminkami na ob-
délniku

Budeme resit rovnici

Aufz,y) = 0,  (z,y) €(0,a) x(0,0) (3.37)
s jednou homogenni okrajovou podminkou
OZOU(Oa y) + BOUI(Ov y) =0 = alu(aa y) + Blux(av y) ) Yy € (05 b) ) (338)

a jednou nehomogenni okrajovou podminkou
you(z,0) + douy(x,0) = vo(zr), mu(z,b)+diuy(x,b) = vi(z), x € (0,a). (3.39)

Reseni této tilohy budeme hledat ve tvaru souc¢inu vyrazi, z nichZ jeden zavisi pouze na x a druhy pouze na
y, tedy
u(z,y) = X(@)Y(y).

Pak je ug, = X"Y, uy, = XY". Po dosazeni do rovnice (3.37) a upravé dostaneme

X'x) _ _Y'(y)

X(@) Y

Vyraz na levé strané nezavisi na y, vyraz na pravé strané nezavisi na x a to znamend, ze oba vyrazy jsou rovny

néjaké konstanteé, reknéme —\:
X"x) _ _Y'"(y)

X(@) Y

Opét vidime, ze funkce X = X (x) je FeSenim Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (3.5), (3.6). Funkce Y = Y (y) je
feSenim rovnice

.

Y'(y) =AY (y) = 0.

Jsou-li A1, Az, ... vlastni hodnoty a vy, va, ... odpovidajici vlastni funkce tlohy (3.5), (3.6), pficemz Ay > 0,
je TeSeni posledni rovnice s A = A,, tvaru

Y(y) = Anemy—l—Bne*my,

a tedy TeSeni rovnice (3.37) s podminkou (3.38) je tvaru
w(ey) = Y (A 4 BV )y (2). (3.40)
n=1

Aby byla splnéna podminka (3.39), musi platit

VO(J:) = i (WO(An + Bn) + 50\/ )\n (An - Bn)) ’Un(x) )
n=1
N Vo o N Y,
v1(x) ,; (’yl (Ane Anby BLe™VA b) + 51V A\ (Ane Anb_ B e™VA b)) v (),

coz znamena, ze koeficienty A,,, B, jsou feSenim soustavy linedrnich rovnic

1 a
(Y0 + 00V An )An + (70 — 0oV A ) B = W/”@(W)”n(n)dm
(3.41)
B 1
(71 + 61V A )& P Ay + (1 — 517V Ap Je VB, = T / vi(n)vn (n)dn .
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Reseni tlohy (3.37), (3.38), (3.39) je ddno fadou (3.40), kde A1, A2, ... jsou vlastni hodnoty a vy, va, ...

odpovidajici vlastni funkce ulohy (3.5), (3.6), pficemz A\; > 0. Koeficienty A,,, B, fady (3.40) jsou FeSenim

soustavy algebraickych rovnic (3.41). Tato soustava muze byt TFeSitelnd jednoznacéné. Pak dostdvame jediné

feSeni uvedeného tvaru. Pokud ma soustava (3.41) nekoneéné mnoho FeSeni, pak také tloha (3.37), (3.38),

(3.39) mé nekoneéné mnoho feseni. Pokud soustava (3.41) FeSeni nemd, pak také tloha (3.37), (3.38), (3.39)

nem4 feseni uvedeného tvaru. (Obecnym podminkdm Fesitelnosti eliptickych rovnic se budeme vénovat v 4.2.)
Reseni rovnice (3.37) s okrajovymi podminkami

aou(O, y) + ﬁouﬂﬁ(oa y) = ,LLO(y) ) alu(aa y) + ﬁluﬂc(aa y) = :ul(y) ) Y€ (Oa b) ) (342)

You(z,0) + douy(z,0) = 0 = ~yu(z,b) + druy(x,b), x € (0,a), (3.43)

Ize hledat analogicky.
Reseni tlohy (3.37), (3.42), (3.39) je tvaru

u(z,y) = v(z,y) +w(z,y),
kde v = v(x,y) je TeSeni tlohy (3.37), (3.38), (3.39) a w = w(x,y) je Feseni tlohy (3.37), (3.42), (3.43).
3.3.2 Laplaceova rovnice ve dvou proménnych s Dirichletovymi okrajovymi pod-
minkami na kruhu
Au(z,y) = 0,  2*4+y* < R?, (3.44)
u(z,y) = g(z,y), 22 +9% =R?. (3.45)

Predpokladame, ze R > 0 a funkce g je spojita.
Provedeme transformaci do polarnich soutadnic

T = rcosy, y = rsing.

Rovnice (3.44) se transformuje na tvar

tre(r, @) + Tur (1 8) + il @) = 0. (3.46)
Ozna¢me f(p) = g(Rcos g, Rsin ). Z podminky (3.45) dostaneme
u(R,0) = flp), ¢ el0,27]. (3.47)
Funkce u = u(r, @) musi byt 2r-periodicks, tedy
u(r,p) = ulr,p+2m), re(0,R], peR. (3.48)
Hodnota funkce u = u(r, ¢) nemiize pro r = 0 zéviset na thlu ¢ a samoziejmé musi byt kone¢nd, tedy
u(0,¢) = const € R, v eR. (3.49)

Reseni rovnice (3.46) budeme hledat ve tvaru sou¢inu funkei, z nich# jedna zavisi pouze na r a druha pouze na
©, tedy

u(r,p) = X(r)e(p).

Po dosazeni do rovnice (3.46) dostaneme

X"(r)®(p) + X (1) B(g) + 5 X (N (p) = 0,

r
po vynasobeni vyrazem ———— a jednoduché upravé
X(r)2(p)
X0 X0) ()
X(r)  X(r) D(p)
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Vyraz na levé strané zavisi pouze na proménné r, vyraz na pravé strané pouze na promeénné ¢ a to znamena,
Ze oba vyrazy jsou rovny néjaké konstanté, feknéme \. Funkce ® = ®(y) je tedy FeSenim rovnice

D" (o) + AP(p) = 0 (3.50)
a funkce X = X (r) je feSenim rovnice
X" (r)+rX'(r) = AX(r) = 0. (3.51)
Z podminky (3.48) dostaneme
O(p) = (p+27), (3.52)

tedy funkce ® je 2m-periodicka. Podle piikladu 2) v A.1.4 m& tloha (3.50), (3.52) netrividlni feSeni pouze pro
hodnoty A = \,, = n?, n € NU{0}. Toto feseni je

D,(p) = a,cosnp + by, sinng, n=0,1,2,....
Nyni budeme fesit rovnici (3.51) s A = n?. Hledanou funkci ozna¢ime X,, a fesime tedy rovnici
2 X! (r) +rX! (r) —n?X,(r) = 0.

Jedna se o Eulerovu rovnici. Zavedeme substituci s = Inr, tedy

d d ds 1d d2 d /1d 1d 1 d2
T NAn = T n_:__Xnu T on — T | T 7 “n :___Xn __Xn7
dr ds “dr rds dr2 dr (r ds ) r2ds + r2 ds?
po dosazeni
d2 d d
Xy~ Xt Xy X = 0
ds? ds + ds "
a po upraveé
d? 9
Regeni této rovnice je
co+ dps, pron =20 co+dolnr, pron =0
Xn(s) = ) tj. Xa(r) =
cne™ +dpe ™, pron >0 et +dr~™, pron >0

Kdyby pro néjaké n € {0,1,2,...} bylo d,, # 0, pak by lir(glJr | X ()| = 0o a nemohla by byt splnéna podminka
r—
(3.49). Je tedy d,, =0, n=0,1,2,... a
X,(r) = cepr™, mn=0,1,2,....

Reseni tlohy (3.46), (3.48), (3.49) je linedrni kombinaci sou¢int funkci ®,, = ®,,(¢) a X,, = X,,(r), tj.

u(r, ) = aoco + Z enr™ (an cosng + by, sinng) |

n=1
pfi oznaceni Ay = 2agco, An = ancn, Bn = byc, dostaneme

oo

A
u(r,p) = 70 + Z " (Ay cosnp + By, sinng)
n=1

Dosadime do podminky (3.47):

A o0
u(R,¢) = 70 + Y R" (A, cosng + B, sinng) = f(p)
n=1
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takze

2m 21

1 1
n = /f(a)cosnada, n=20,1,2,..., B, = /f(a)sinnada, n=20,1,2,....
TR mR?
0 0
Celkem je

2m 50

(r, ) l/f( ) 1—|—Z(T)n(cos cos ny + si si )| d

u(r = - o) | = — no cosn innosinn o =
) P - 2 ‘ R ¥ ¥

0 n=

n=1
je redlnou ¢asti vyrazu
i (T )n ein(gitp) = i relr—¢) " - rei(7=%) 1 - rel(c—¥) _
n=1 R a n=1 R B R 1 rei(U*@) B R — reiloc—v) -

r(cos(o — @) +isin(o — ¢))
R —rcos(c — ¢) — irsin(c — ¢)

r(cos(o — ) +isin(o — ¢))(R — rcos(c — ) +irsin(c — ¢)) '
(R —rcos(o — ¢))2 +r2sin®(o — )

Odtud dostavame

— n 1 ) 2 el — ) 2 2
5_'_7;(%) cosn(o—p) = S+ Rrcos(o — @) — 1% cos® (o — ) — r*sin”(o — ¢) _

2 R2 —2Rrcos(oc — ) +r2cos2(o — @) + r2sin’(0 — )

Rrcos(o —¢) — 12

i R2 — 2Rrcos(o — @) + 12

1
2

R? — 2Rrcos(o — ) + 1% + 2Rr cos(o — ) — 2r?
2(R? — 2Rrcos(o — @) +12) B

R2 _ ,,,2
2(R? — 2Rrcos(o — @) +12)

Reseni tlohy (3.46), (3.47), (3.48), (3.49) tedy dostdvame ve tvaru

21

1 R? — 2
= — d R = =R.
ure) = 3 [ 10 e et o <Re ulrg) = f(o). prov
0
Vyraz
2m
1 R2 — 2
il d 3.53
27 /f(a) R2 — 2Rrcos(o — @) + 1?2 ? (3:53)
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se nazyva Poissonuv integrdl, vyraz

R? — 172
R2 — 2Rrcos(o — @) + 12

K(r,p.R,0) =

se nazyva Poissonovo jadro.
Vratime se k pivodnim proménnym, tj. provedeme zpétnou transformaci

x .
r =va?+y?, o8 (p = ——es, smnp:%.
Tty VIt +y

Pak je

R?* = 2Rrcos(o — ¢) +7° = R*—2Rr(cosocosg +sinosing) +r? =
— 2% 4 y% —2R(zcoso + ysing) + R2(cos? o + sin2o) = ( — Reosa)? + (y — Rsino)?.

Reseni tlohy (3.44), (3.45) je tedy

2
R?— a2 — 2 R
= 7‘ R R i
u(z,y) 5T /g( cos g, Rsino) (@ — Rcoso)? + (y — Rsino)?
0

Oznacime-li = (x,y), S(% 0) kruznici se stfedem v pocatku a polomérem R, S bod na této kruznici, lze feSeni
zapsat pomoci kiivkového integralu

R |z)? ds
ww) = ot [ 9" (3.54)

56,0

Tato formule se nazyva Poissontv vzorec.

3.3.3 Poissonova rovnice ve dvou proménnych s homogennimi Dirichletovymi
okrajovymi podminkami na kruhu

Au(z,y) = G(z,y), * +y? < R?, (3.55)
0,

u(z,y) = 2?2 +y? =R?. (3.56)

Predpokladame, ze R > 0 a funkce G je spojita. Rovnici transformujeme do polarnich souradnic
T = rcosy, y = rsing.
Pii oznaceni F(r,¢) = G(r cos ¢, rsin¢) se rovnice (3.55) transformuje na tvar
U (T, ) + %ur(r, )+ T%UW, = F(r,¢). (3.57)

Analogicky jako u Laplaceovy rovnice musi funkce u = u(r, ¢) spliiovat podminky

u(R,p) = 0, ¢e€l0,27], (3.58)
u(r,p) = ulrp+2m), re(0R, peR, (3.59)
u(0,9) = consteR, peR. (3.60)

Ponévadz podle (3.59) je funkce u(r, ) 2m-periodickd pro kazdé r € (0, R], lze ji hledat ve tvaru

u(r, ) = ao(r) + Z (an(r)cosng + by (r)sinng) .

2
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Pravd strana rovnice (3.57) bude

ag(r) | af)(rr) . i <(a2§(7“) RAGE %) cos e + <b£i(r) LGN nan(T)> Sinw) .
n=1

2 2 r r r2

Funkce F(r,-) je také 2m-periodickd, proto ji mizeme také vyjadiit ve tvaru Fourierovy rady

F(r,p) = (r) + Z (en(r)cosny + dp(r)sinny) .
2 n=1
kde
1 27 ) o
en(r) = —/F(r,a)cosnada, n=20,1,2,..., dn(r) = —/F(r,a)sinnada, n=0,1,2,....
™ ™
0 0

Porovnanim koeficient vidime, Ze funkce a,, = a,,(r) a b, = b, (r) jsou feSenim Eulerovych obyéejnych diferen-
cialnich rovnic

2m
2
r2al (r) +ral,(r) — nla,(r) = T F(r,a)cosnada, n=0,1,2,...,
T
0
9 2m
211 / 2 r .
reb, (r) + rb,(r) — nb,(r) = — | F(r,a)sinnada, n=1,2,...
T
0
s okrajovymi podminkami
an(R) = 0, an(r) je omezend pro r — 0+,

bn(R) = 0, by(r) je omezend pror — 0+ .

Vysetiime specialni pfipad, kdy prava strana rovnice (3.55) je konstantni, G = c. Pak také F' = ¢ a tedy

2T 2m 2m

/cda = 27c, /ccosnada = /csinnada =0 pron=1,2,....
0 0 0

Funkce ag = ao(r) je FeSenim rovnice

r2ag(r) + rap(r) = 2er?,

tedy ag(r) = grz + Alnr + B. Ponévadz ag(r) je omezend pro r — 0+, musi byt A = 0; ponévadz ag(R) = 0,
musi byt B = —%RZ. Celkem

c
ap(r) = 5(7“2 — R?).
Funkce a,, = a,(r) pron =1,2,... jsou FeSenim rovnice
r2a(r) 4+ ral (r) — n*an(r) = 0,

tedy an(r) = Ar™ 4+ Br—". Ponévadz ao(r) je omezend pro r — 0+, musi byt B = 0; ponévadz a,(R) = 0, musi
byt A = 0. Analogické tvahy provedeme pro funkce b, = b, (r), n =1,2,.... Celkem dostaneme

an(r) = bu(r) = 0, n=12,....

Dosazenim do fady vyjadiujici funkci v = u(r, ¢) dostaneme

c
urp) = 0%~ )
a navratem k ptivodnim proménnym dostaneme FeSeni tlohy (3.55), (3.56) s G = ¢ ve tvaru

&
uwy) = $6* 42— R,
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3.3.4 Rotac¢né (azimutalné) symetrické reSeni Laplaceovy rovnice na kouli
Au(z,y,z) =0, 2 +y* + 22 < R?, (3.61)
u(z,y, z) = f(2), 2 +y? + 2% = R2 (3.62)

Provedeme transformaci do sférickych souradnic

xr =rcospcostd, y=rsinpcost, z=rsind.

Ou
o

Hodnoty funkce u nezéavisi na ahlu ¢, tedy u = u(r,9) a = 0. To znamena ze rovnice (3.61) se transformuje

na nésledujici rovnici (sr. Dodatek D)

10 [ ,0u 1 0 ou
TGE (’f' E) + 71"2 COSﬁ% (COS 19@) =0 (363)
a okrajovad podminka (3.62) na podminku u(R,) = f(Rsin), nebo pti oznadeni g(¢) = f(RE) na

w(R,9) = g(sin?), —g <d< g (3.64)

Budeme hledat ohrani¢ené FeSeni rovnice (3.61) a proto budeme dale pozadovat

lim sup |u(r, 9¥)| < oo, “Iew< I (3.65)
r—0+ 2 2

Z rotacni symetrie feSeni u rovnice (3.61) plyne

ou ou
%(0,0,Z) =0= a_y(ovoaz)

pro kazdé z, —R < z < R. Po transformaci tedy dostaneme podminku

ou T ou T
L (n-2)=0=5(n2), 0 R. 3.66
819(T 2) a9 \"" 2 <r< (3.66)
Reseni rovnice (3.63) hleddme ve tvaru sou¢inu vyrazt, z nichz jeden zévisi pouze na r a druhy pouze na ¥,
tj-
u(r,9) = X(r)0(0). (3.67)
Dosazenim do rovnice (3.63) dostaneme po snadné upravé
(7‘2X/)/ - (e C0s19)l
X Ocos?

Symbol ’ oznac¢uje obycejnou derivaci podle pfislusné proménné; na levé strane podle r, na pravé podle 9. Vyraz
na levé strané zavisi pouze na r, vyraz na pravé strané zavisi pouze na . To znamena, ze obé strany piredchozi
rovnosti jsou rovny néjaké konstanté, reknéme A. Tedy

(7‘2X/)I - (@’cosﬁ)l -

X — ©Ocos? A (3.68)
Nejprve budeme fesit rovnici
1 , /
9 = .
o 19(@ cosd) +A0 =0 (3.69)

s okrajovou podminkou
o (-5)-0-er(3) o

ktera plyne z podminky (3.66). Zavedeme novou nezavisle proménnou £ = sind. Pak je

,_d40 _deds .40
T daae PV
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a podminka (3.70) je splnéna. Déle

d (de _d [dede d g 420
(0 cos ) = 39 (@C 519) =3 (d_gﬁ 00519) - % ((1 — &%) d{) ((1 — @ 2§d_§> cos 1.

Rovnice (3.69) se tedy transformuje na rovnici

d2
1-¢2 -2 AO =0
(-5 - %5+ =0,
coz je Legendreova rovnice (sr. B.1), kterd mé netrivialni feseni pro A\, = n(n + 1), n = 0,1,2,.... Témito

fesenimi jsou Legendreovy polynomy P,. Uloha (3.69), (3.70) m4 tedy feseni
0,(9) = Py(sin®), n=0,1,2,.... (3.71)

Nalezené vlastni hodnoty A = A\, = n(n + 1) dosadime do rovnice (3.68). Dostaneme Eulerovu oby¢ejnou
diferencialni rovnici )
(r*’X)) —n(n+1)X, =0,

kterd ma obecné reseni
X, (r) = Apr™ 4 Bur~ (D),

Z podmimky (3.65) plyne, ze lim sup | X,,(r)| < oo a tedy B,, = 0 pro v8echna n =0,1,2,..., t]
r—0-+

Xn(r) = Apr™. (3.72)

Z vyjadreni (3.67), nalezenych feseni (3.71), (3.72) a faktu, Ze linearni rovnice (3.68) je homogenni, dostaneme
feSeni rovnice (3.63) je tvaru

0) = A" Py(sind).

n=0

Toto FeSeni spliiuje podminky (3.65) a (3.66). Podminku (3.66) miizeme piepsat na

g(sind) =~ A, R"P,(sin )
n=0

neboli -
&) =Y AR"P,(§)
n=0

Odtud plyne, ze A,, R™ jsou Fourierovymi koeficienty funkce g vzhledem k orthogonalni soustavé Legendreovych
polynomit. Tedy podle véty B.1.4 plati

1
2 1 2 1
so [ 9P =2 /ng

-1

A, =

Regeni tlohy (3.63), (3.64), (3.65), (3.66) je

1

) = [ 1R S 2L ()" B smo) P

1 n=0

a FeSeni tlohy (3.61), (3.62) je
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3.3.5 Reseni Laplaceovy rovnice na valci

Au(z,y, z) =0, 24+ <R?) 0<z<h, (3.73)
u(z,y,0) =0, u(x,y, h) = f(z,y), z? +y? < R?, (3.74)
u(z,y,z) =0, P4y =R? 0<z<h. (3.75)

Rovnici i okrajové podminky transformujeme do cylindrickych souradnic
r=rcosp, y=rsing, z=2z.

Podle D dostaneme rovnici

%%(r%) %%4‘%:0, 0<r<R, peR, 0<z<h. (3.76)
Okrajové podminky se transformuji na tvar
u(r,o,0) =0, u(r,p,h) = f(rcose,rsingp), 0<r<R, peR, (3.77)
u(R,p,z) =0, liri%:l_p lu(r, p, 2)| < oo, p€eER, 0<z<h, (3.78)
u(r, @, z) = u(r,o + 2w, 2), 0<r<R, peR, 0<z<h. (3.79)

Reseni transformované tilohy budeme hledat ve tvaru soucinu tii funkci, z nichz kazdé zavisi pravé na jedné
z proménnych, tj.
u(r, ¢, z) = X(r)®(p)Z(2). (3.80)

Po dosazeni do rovnice (3.76) a jednoduché tupravé dostaneme

(TX/)/ @// B Z//
rX r2®d  Z

Symbol ’ oznacuje obydejnou derivaci funkce podle jeji jediné proménné. Na levé strand rovnosti je vyraz, ktery
zéavisi pouze na proménnych r a ¢, vyraz na pravé strané zavisi pouze na ¢. To je mozné jediné tak, ze vyrazy
na obou stranach rovnosti jsou rovny né€jaké konstanté. Oznacime ji —\ a dostaneme

Z// (TX/)/ @//
- = A= — ~ 25 (3.81)
Druhé z téchto rovnosti dava
@Il (TX/)/ + )\ 5
—— =7 re.
(0] X

Vyraz na levé strané€ nezavisi na proménné r, vyraz na pravé strané nezavisi na proménné . Musi se tedy oba
rovnat néjaké konstanté, reknéme p. Tedy

(pll XI li
_2 - T—(TX) +n2 (3.82)

Z prvni rovnosti (3.81), z rovnosti (3.82) a z podminek v (3.77), (3.78), (3.79) dostaneme t¥i oby¢ejné rovnice
druhého fadu s okrajovymi podminkami:

" + u® =0, B(p) = (¢ + 27), (3.83)

r(rX") + (W? —p) X =0, limsup | X (r)| < 00, X(R) =0, (3.84)
r—0+4

2" -\Z=0,  Z(0)=0. (3.85)

Uloha (3.83) je shodn4 s tilohou (3.50), (3.52). M4 tedy netrivialni feseni pouze pro u = m?, kde m € NU{0}
a toto feseni je
D, (p) = A cosme + By, sinmyp, m=0,1,2.... (3.86)
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Piedpokladejme, Ze A > 0. Polozime \ = [? a v tiloze (3.84) s = m? zavedeme novou nezavisle proménnou
o vztahem p = Ir; jedna se o zménu méritka privodice. Pak

dx ;o d [ dX d2X  dx
X == XY =1— (8122 ) ===+ =2
(rX) dg(l d@) (ng? +d9)

a rovnice v (3.84) se transformuje na Besselovu rovnici celo¢iselného fadu m,

sr. B.5. Obecné Teseni této rovnice je podle B.5.11 rovno
X = Xml(@) = leJm(Q) + Dlem(Q)v

kde Cyui, Dy jsou néjaké konstanty, J,,, resp. Y;,, je Besselova funkce prvniho, resp. druhého, druhu. Avsak

= o0o. Aby byla splnéna podminka ohranicenosti v (3.84), musi byt D,,; = 0. Reseni

podle B.5.8 je | lim Y,
o—0+

ulohy (3.84) jsou tedy tvaru
X = Xml(T‘) = leJm(lT‘).

Z druhé okrajové podminky (3.84) plyne C,,;Jpn (LR) = 0. Aby FeSeni bylo nenulové a souéasné bylo I > 0, musi
bt
T,
1=l = ?’“, E=1,2,...,

kde 2,1 je k-t§ jednoduchy koren Besselovy funkce J,,, sr. B.5.6. Reseni tilohy (3.84) tedy jsou

X (1) = i (I—E’%) . om=01,2,..., k=1,2,3,..., (3.87)
kde ¢y = Cyu pro | = Fk.
2
Za predpokladu A > 0 tedy je A =12, = (x—;;k) . Reseni rovnice (3.85) v takovém ptipadé bude

Zmk(2) = Dppel™* 4 Epye=lme?,

kde D, Emi jsou néjaké konstanty. Z okrajové podminky v (3.85) dostaneme 0 = Z,,1(0) = Dk + Epnk-
Odtud plyne E,,x = —Dpx a tedy
Tmk

Zunio(2) = Dune sh (Imez) = Do sh (?z) C om=01,2,..., k=1,23,.... (3.88)

Oznatme apip = AmCmkDmk, dmk = BmCmkDmi. Z vyjadieni (3.80), nalezenych feSeni (3.86), (3.87) a
(3.88) a ze skute¢nosti, Ze rovnice (3.76) je homogenni, dostaneme jeji FeSeni ve tvaru

u(r, p, 2) = W;ioi sh (%z) Im, (x%kr) (@mk cOSMP + by SiInMep) . (3.89)

Toto FeSeni spliiuje okrajové podminky (3.78), (3.79) a prvni z podminek (3.77). Konstanty amk, bmr uréime
tak, aby byla splnéna druhd z podminek (3.77), tedy aby platilo

glr,p) = i ish (x%kh) I (%r) (@mk cosmp + by sinmep) ,

kde g(r,¢) = f(rcosg,rcosg). Vyraz Y. sh(Zmth) Jo, (2857) amy je tedy Fourierovym koeficientem funkce
k

2m

— - m 1
E sh (x—kh) Im (Hr) Al = — /g(r, o) cosmodo
pt R R T )



prom >0 a

27
Tok Tok 1
h(—h)J(—) :—/ ,o)do.
kils 7 ol r) aok 5 g(r,o)do
= 0

Podle B.5.7 funkce J,, (£2E - ) tvori orthogonélni systém funkci na intervalu (0, R); skaldrni soucin funkci F, G

definovanych na (0, R) je pfitom definovan jako (F,G) f EF(§)G(&)dE. Z predchozi rovnosti tedy plyne, ze

VYTaz A,k Sh (IE’“ h), resp. aok sh (%h), je Fourierovym koeﬁ01entem funkce

21 21
1 1
— /g( -,0)cosmodo, resp. — [ g(-,0)do,
us 2

0 0

prislusnym k bazové funkci J,, ( ) resp. Jo ( ) Vzhledem k B.5.7 to znamena, ze

R 27
Tmk
Gk Sh (—h) = //gg —g) cosmododp
R 7TR2( m+1 Imk 2 0 0 R
prom=1,2,3...., tedy
R 27
2 . Tmk
Gk = 2 //gf(gcosa,gsma)Jm (?g) cosmododp,
TR?sh (225h) (Jmg1(@mi)) 3o
m=1,23,..., k=123,.... (3.90)
Analogicky dostaneme
R 2w
1 . Tok
aox = 2 //gf pcosao, psino)Jy (—g) dodo, k=1,2,3,..., (3.91)
wR?sh (5gh) (T (zor))” R
R 27w
2 . Tmk .
bk = - 2 of (ocosa,psino)Jy, (?g) sinmododo,
TR sh (225h) (Jpgr (Tmk)) 0o

m=1,2,3,..., k=1,23,..., (392
bor=0, k=1,2,3,.... (3.93)

Reseni tlohy (3.76)-(3.79), coz je feseni piivodni tlohy (3.73)—(3.75) v cylindrickych soufadnicich, je ddno
formuli (3.89), pficemz koeficienty amk, bk jsou vyjadieny rovnostmi (3.90)—(3.93).
Poznamenejme 2e toto feéeni jsme naéli za pfedpokladu /\ > 0 Naskyté se otazka, zda volba A < 0 neda

Cviceni
1) Reste tilohu o chvéni struny délky [, je-li

a) struna upevnéna na obou koncich, na poc¢atku je ve vzdédlenosti ¢ od jednoho konce vychylena na vzdélenost
h od rovnovazné polohy a nepohybuje se.

b) struna upevnéna na obou koncich a je rozechvéna tiderem plochého tvrdého kladivka o $ifce 24, jehoz
stfed se struny dotkne ve vzdalenosti ¢ od jednoho konce a jez se pohybuje rychlosti v.

¢) struna je upevnéna na obou koncich a piisobi na ni konstatntni sila f; na poc¢atku je struna v rovnovazné
poloze a nepohybuje se.
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d) struna je upevnéna na jednom konci, druhy konec vykonéva harmonicky pohyb s amplitudou A a frekvenci

w = Tﬂ- (Na pocétku je druhy konec vychylen na vzdéalenost A a struna je v klidu.)

2) Reste tilohu o chladnuti homogenni tyce délky [ ktera byla stejnomérné zahtata na teplotu ug, na jejimz
bo¢nim povrchu nedochazi k vyméné tepla a

a) jeden jeji konec udrzujeme na teploté 0, druhy je tepelné izolovan.

b) jeden jeji konec udrzujeme na teploté uq, druhy na teploté us.

¢) na koncich nastava vymeéna tepla s prostiedim nulové teploty.

3) Homogenni koule o poloméru R byla zahfata tak, ze jeji po¢atecni teplota v libovolném bodé zavisi pouze
na vzdalenosti 7 tohoto bodu od stfedu koule, tj. w(0,z,y,2) = f (\/ 2 +y? 4 22 ) Povrch koule udrzujeme na
nulové teploté. Urcete teplotu koule v libovolném bodé a libovolném case.

Reste tlohu
4) Upg +Uyy =0,0<2<a, 0<y<b
u(0,y) = Ay(b —y), u(a,y) = 0,0 <y < b; u(x,0) = Bsin Z=, u(z,b) =0,0<x < a

5) Upy +Uyy = —2,0< 2 < q, —§<y<%
u(0,y) =u(a,y) =0, =3 <y < § s u(z,—§) =u(z,§)=0,0<zr<a

Vysledky:
1a)uy = a®Uyy
by z€0,¢)
07 - ¢ ’ ) 07 -
u(0,2) = {Chl(:v—l) ve ey, 0

u(t,0) = u(t.]
ult,®) = b 3 s sin(Fpe) sin(%w) cos(4321)

1b)uy = auzy

H~
=

u(0,2) =0, w(0,2) =4 Tl 0etd]

0, jinak
u(t,z) = ff:; nz sm( c)sin(T20) sin( T x) sin (452 t)

1c)uy = aug, —i— f
u(0,2) = u(0,2) =0, u(t,0) = u(t,l) =0

u(t, x) = ;lé—jr]; > m (1 — cos (7‘”(2["“%) ) sin (7”(27;“)95)
n=0
1d)utt = a2uxac

u(0,x) = ?:v, ut(0,2) =0, w(t,0) =0, u(t,l) = Acoswt

u(t,z) = 4 (zcos(%5t) — atsin(25t)) + 22 22 (71_317); sin (aw(vll—irl)t) sin (22

n=

2a)u; = a’uy,
w(0,2) = up; u(t,0) =0, u,(t
u(t,x) = 470 nzz:o (2n41)ar 2
(2n + 1) exp { (T) t}
2b)us = a*uy.

U(O,.I) = Uo; u(tv 0) = U1, u(tv l) = U2

> (ug —uy + (1) (up — uz)) sin(Tx
U(t,x):“ﬁ—“lxjtuhugz(o 1+ (=)™ (1o — us)) sin( )

RS (A
2¢)ur = a%Uyy

uw(0,2) = ug; uy(t,0) = hu(t,0), u.(t,1) = —hu(t,l)

, stacionarni stav u = 0

, stacionarni stav u(zr) = uy + 27z
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An

u(x, t) = 2ug i SXP(=aAnt) (sin(\/xl) — A (cos(V AL 1) — 1)) (vVAn cos(v/A, ) + hsin(v/ A, 2)),

=1 Anl + h2L+2h
kde A1, A2... jsou kladné kofeny rovnice ‘/TX — \/% = 2 cotg(v/\)
3)us = a’Au
w(0,z,y,2) = f ( 2+ 9? +z2), u(t,r,y,2) =0 pro 22 + y? + 22 = R?
00 5T s 3\ B
u(t,x,y,z) = m nzzzl exp {— ("—;%“)2 t} sin (W) Ofpf(p) sin(“z2)dp
Bsh (@) sin (Z£) o & sh ((Q"H)b”(a*x)) sin ((Qn'zl)”y)
4) u(x,y) = sh (%b) N nX:IO (2n + 1)3sh ((277,-21)71’(1)
< ch (%wy) sin (%wx)

5 ) = - _%
Jukny) = (@ =o) =55 2 1) e (25 )
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Kapitola 4

Metody reseni eliptické rovnice

4.1 Integrace per partes a Greenovy vzorce

Bud Q C R? oblast s dostate¢né hladkou hranici 9Q, v = (v1,v2) = (v1(z,y), v2(z,y)) jednotkovy vektor vnéjsi
normaly k 99, f : Q — R diferencovatelna funkce. Integraci podle jedné proménné ovétime, ze plati

gf dedy = /fl/ldS, gf dedy = /fl/2d5’.

Q o0 [219]

Polozime-li f = wuwv, kde u, v jsou diferencovatelné funkce na €2, dostaneme vzorce pro integraci per partes
u dvojnych integrala:

/ua— dedy = /uvm ds — /v—d:cdy, /u@dxdy = /uvugdS—/v@dxdy.
0 dy oy
Q

Q [219) Q [219)

Odtud plyne

2
/ o 7 dedy = /u—uldS /@@dxdy, /u%dxdy - / 2 ,ds8 — /@@d dy
Yy

o0 Q

Seétenim téchto rovnic dostaneme
ov ov Oudv  Ouodv
/u verdy /u<8xyl+6yy2> S /<8x8x+8y8y> v
Q o0 Q

0 Ov
Vyraz 61} v + 772 je derivace funkce v ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normély. Oznacime ho a—v a
x y v

dostaneme pruni Greentv vzorec

Ou Ov 8u v
/uAvd:cdy = / as - /(696 oz T ay ay) dady .

Q

/vAud:Cdy = / audS /(gzgz gugv)d dy .

Q

Analogicky odvodime

Odectenim prvnich Greenovych vzorci dostaneme druhy Greeniv vzorec

ov ou
/(uAv —vAu)dedy = / (u(?_u - Ua—y) ds.
Q

[2}9)

Analogické vzorce plati i pro funkce vice proménnych: Necht 2 C R™ je oblast s dostateéné hladkou hranici 92,
u, v diferencovatelné funkce na Q a v = (v1, 14, ..., 1) jednotkovy vektor vnéjsi normély k Q. Pak plati
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e Integrace per partes

/uavdV:/uvyidS—/vaudV, 1=1,2,...,n.

Q o0 Q

e Prvni Greeniv vzorec

/uAvdV:/ Vs — /Zgugv av = /ug—ZdS—/Vu-VvdV.
z; O;
Q

Q o o0

/(uAv—vAu)dV = /(ug—:j— g—:j) ds.
Q o0

4.2 Jednoznacnost feseni Dirichletovy a Neumannovy ulohy pro Po-
issonovu rovnici

e Druhy Greenuv vzorec

Bud Q C R"™ oblast s dostatecné hladkou hranici 9Q. Uvazujme Poissonovu rovnici

Au(z) = f(x), z e (4.1)
s Dirichletovou

u(x) = go(x), x € 0N (4.2)
nebo Neumannovou

8155}“") —g(z), xcdn (4.3)

okrajovou podminkou. Necht funkce wuj, us soucasné spliiuji rovnici (4.1) s nékterou z podminek (4.2) nebo
(4.3). Polozme u = u3 — ug. Pro @ € Q plati

Au(z) = Aui(z) — Auz(z) = f(z) — f(z) =0,
tedy funkce u spliiuje na €2 Laplaceovu rovnici. Pro & € 0S) plati

Ou(x) _ dui(xz)  Oua(w)

u(x) = uy(x) — uz(x) = go(x) — go(x) =0, nebo =g1(x) — g1(z) =0,

o v ov
. Ju(x) " ]
zejména tedy u(x) 3 = 0 na 0. S vyuzitim prvniho Greenova vzorce dostaneme
v
0
0= 6“(15 /uAudV+/Vu VudV—0+/|Vu| av.
o0 Q

Odtud plyne, ze Vu(x) = 0 pro x € Q a tedy, Ze u(x) = const. To dale znamend, Ze u;(x) — uz(x) = const pro
x € Q, nebot feseni kazdé z tloh (4.1), (4.2) a (4.1), (4.3) je spojité na Q. V piipadé Dirichletovy podminky je
const = 0, nebot u;(x) — uz(x) = 0 pro = € Q.

Plati tedy: VSechna FeSeni tlohy (4.1), (4.2) jsou shodnd, tj. tloha (4.1), (4.2) mé nejvyse jedno FeSeni;
v8echna Feseni tlohy (4.1), (4.3) se lisi o aditivni konstantu.

4.3 Laplaceova rovnice a harmonické funkce
Bud Q C R" oblast (oteviena souvisl4 mnozina). Rekneme, Ze funkce u definovana na € je harmonickd, mé-li
spojité parcialni derivace druhého fadu, na Q spliuje Laplaceovu rovnici

Au = 0

0? 0? 0?
(A = 8—:@ + 8—17% 4+ 4 8—:c$1> a je-li Q neohranicend, plati navic

limsup |z|" ?u(z) < oo.
zeQ,|x|—o0

(|z| = /22 + 22 + - -- + 22 je euklidovské vzdalenost bodu = = (21,23, ...,2,) od poatku (0,0,...,0).)
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4.3.1 Jednoduché harmonické funkce v roviné

Rovnice
Ugy + Uyy = 0

ma v polarnich soufadnicich = rcosy, y = rsing tvar

1
Upr + ﬁu@@ + ;’LLT = 0.

Snadno ovéfime, ze funkce
u(r,p) = r¥cosky a v(r,@) = rsinkp, k=0,1,2,...
jsou fesenim posledni rovnice. Vyjadiime tyto funkce v kartézskych souradnicich

u(r, ) ‘ 1 rcosp rsing r2cos2p 712sin2p r3cos3p  r3sindp

u(z,y) ‘ 1 T Y 2 — 2 2xy x® —3xy? 322y — P
Ziskdme polynomy stupné k, které nazyvame jednoduché harmonické funkce stupné k. Necht €2 je ohranicena
oblast, jejiz hranice 92 je jednoduchéd uzaviend kiivka implicitné dand rovnici P(x,y) = 0, kde P je polynom
stupné nejvyse k. Reseni rovnice

Uy (T, Y) "’Uyy(xay) = 0, (z,y) € Q

s nékterou z okrajovych podminek

U(l’,y) = gl(‘ruy)a (xuy) S aQu
0
8_3(1;73/) = 92(%9)7 (%y) € 697

Cry) = hlgsay) —u(w9), (5.y) €00,

0
g1 je polynom stupné nejvyse k; gs, g3 jsou polynomy stupné nejvyse k — 1 a — znaci derivaci ve sméru vné;jsi
v
normaly, lze v tomto pripadé hledat ve tvaru linedrni kombinace jednoduchych harmonickych funkci stupné
nejvyse k.

4.3.2 Kruhova a kulova inverse

Kruhov4 inverse vzhledem ke kruznici 22 + y? = a2, v polarnich soufadnicich 7 = a, je zobrazeni ® : R? — R?

dané predpisem
2 2 2

@ o (o ) = e,

2?2 +y? 7 2% +y? T,y

o= (L)

Kruhov4 inverse je prosté a vzajemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny {(z,y) € R? : 22 + y? > a®} na mnozinu
{(z,y) € R?: 0 < 22 + y? < a?}, body kruznice jsou pevné (samodruzné) body tohoto zobrazeni.
Funkce u = u(r, ¢) je harmonickd na mnoziné {(r, ¢) : r < a} pravé tehdy, kdyz funkce

v polarnich soutadnicich

a2

v= ’U(’f'/,(p) =u <77 90) = U(’f‘, 90)
je harmonickd na mnoziné {(r’,¢) : ' > a}.
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D.: r= ,7* 7‘72: 2,tedy
or r?
'Ur’(rlu 90) = UT(Tla QP)% = _Eur(ra (P) )
0 or 0 r? r?
/ /!
') = g = o (-Sue0) (%) -
2 3 4
r 2r r
= ; (ZTUT(T, 90) + T'Z’U,TT (Tv (P)) = ?’U/T(’f’, 90) + ;urr(ru 90) ’
1 1
AT’ @ U(r/u 90) = ’UT’T’(T/v 90) + TTQ”‘P‘Q(T/? (P) + P’UT’(T/v (P) =
273 rt r? r3
= ?UT(T, SD) + Eurr(n (P) + Euww(ra (P) - ;ur(ra (P) =
r 1 r
= E urr(ru 90) + ;ur (Ta (P) + usasa(ru 90) = EAT,W ’U,(T, (P) .
O
Tato vlastnost umoziuje prevadét reseni tlohy
Au(z,y) = 0, 2°+y*<a®
na reseni ulohy
Au(z,y) = 0, z*+y*>d>.
Kruhové inverse jednoduchych harmonickych funkei:
1, —cosep, —sinp, —cos2p, —sin2p, ...
r r r r
Kulovd inverse vzhledem ke sfére x® + y? + 2% = a?, ve sférickych soufadnicich r = a, je zobrazeni dané
predpisem
@) e (.2)
T, Y, 2) — €, Y,z),
(2,y,2)[?
ve stérickych soufadnicich
2
(r,9,9) = (%7%19) :

Kulové inverse je prosté a vzdjemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny {(z,y,2) € R3 :

22 + 9%+ 22 > d?} na

mnozinu {(x,y,2) € R?: 0 < 22 + y? + 22 < a?}, body sféry jsou pevné body tohoto zobrazeni.
Funkce u = u(r, ¢, ) je harmonickd pravé tehdy, kdyz funkce

2

a2
_,7907
T

19) = ru(r, ¢, 0)

a
v = v, pd) = U
je harmonicka.
a® or r?
D.: r= 7, W = —E Tedy
1 0 [ 500 r?2 0 (a*Oru Or\ or r? 0 > (0t ou r?
— == = —— = F——]— = —— (| —-a*|u+r— —— ] =
7’2 Or! or’ atOr \r2 or or' ) or' at Or or a?
B rt 8u+ ou 0u B 73 9 8u+ 282u
T @\ T o) T A \Ter T ) T
B 0 AN ™1 0 5 0u
-~ doa\"o) T Erar\" o)
1 9% B 2 1 0%*ru B ™1 9% B r® 1 0%
2 cos29 0p2  atcos?V 02 atcos2V¥Ip?  atr?cos?d) Op?’
1 0 Cosﬁav B r? 1 9 Cosﬁﬁru B 7o 1 0 o ﬁau
r'2 cos v 99 oV T atcost O 99 )] atr2cost OY s oY)’
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odtud

Aprpgv = Arpou.

a?

O

Transformace 1
v(r’',0,9) = ru(r,p,9), kde r=—
r

se nazyva Kelvinova.

4.3.3 Fundamentalni harmonické funkce

Hledame symetrické feseni rovnice
Au(x) = 0, xeR"\{0}.

Provedeme transformaci do sférickych souradnic

Ty = TCOSY]...COSPp_3COSPy_2COSPy_1
Tg = T COSP]...COSPp_3COSPn_2SinY,_ 1
T3 = T COSP]...COSPnp_3SINQ,_ o

Tp—1 = TCOS1SInpy
T, = rsing;.

Ponévadz funkce v ma byt symetricka, t.j. jeji hodnota zavisi pouze na vzdélenosti argumentu od pocatku, je

u=u(r) a 851- =0,¢=1,2,...,n— 1. Tedy
" 0%u ~ Ou Or ou Oy; "9 [Ou or "9 [(Oudr\ or
Au = 2 a_xg ga ar 0z, Za% oz; |~ ;axi (Eax) - ;E(Ea@) oz

[
M:

Lot _ Bug (o ougn ot
: 87“2 8:101 T or 0x7 | Or? &\ Oy Or & 0z}’

1=1

Ponévadz r = /27 + 23 + - + 22, plati

2
or _ T :ﬁ7 tedy <37’> ::c_z7
V22 + 23 2 x;
x{+ax5 4+ a2 — <
P RV s R A et
ox? i +x3 4+ a2 3

Tedy

Celkem méame

Reseni této rovnice je
Cilnr+Cy, n=2
u(r) - o)

’f‘n2+027 TLZ?)

61



T—00

1, n=2
Aby lim r"~2u(r) < co, musi byt C; < 0 v pifpadé n = 2. Volime Cy =0 a C; = {1 o 5

Definice: Funkci v(xo,-) definovanou na R™ \ {xo} vztahem

1
In—, n=2
|zo — x|
v(xg, ) = 1
. >3
|z — x|? 2

nazyvame fundamentdlni (elementdrni) harmonickou funkci se singularitou v bodé xg.
Specialni pripady:
U(CEOuyOaxay) = In ! )
V(wo — )2+ (yo — y)?
1

Vwo =22+ (yo — y)2 + (20 — 2)%

U(‘T()uy()az()u‘ruy?z) =

Z tvahy provedené pred definici plyne, ze fundamentalni harmonickd funkce se singularitou v bodé xq je
harmonickou funkci na oblasti R \ {xo}. Déle je zfejmé, ze

v(xg, ) = v(x,x0) (4.4)
a pro kazdé @ = (x1,x2,...,x,) # o = (To1, To2, - - -, Ton) plati
A$17$27~~~7$nv(w07 ilt) = A1017I027~~7I0nv(w07 :B) : (45)

Interpretace fundamentalni harmonické funkce v(xg, - ) a jeji derivace.
Pro n = 3 pfi oznaceni &g = (0, Yo, 20) plati

8’0(.’1}0,32) - 2 1 —
Oz 9z \/(xo — )% + (yo — y)? + (20 — 2)?
1 —2(zg — ) T —x0
2 (w0 — )2 + (Yo — y)* + (20 — 2)2)3/2 [z — ol
a podobné
0v(xg, ) _ Y=o 0v(xg, ) _ =%
Ay |z — x|’ 0z |z — o3’

takze S

— o

V’U(w(),w) = —m

Necht v bodé o soutadnicich @y se nachizi bodovy naboj velikosti Q). Na kladny jednotkovy bodovy néaboj
umistény v bodé « = (z,y, z) pusobi podle Coulombova zékona elektrostatické sila o velikosti

1 |Ql

4drre |@ — |2’

ktera je orientované ve sméru vektoru sgn Q(x — x¢); pfitom e oznacuje permitivitu prostfedi. V bodé x je tedy
intenzita elektrostatického pole vytvareného nabojem () v bodé xy rovna

1 Q T — x) gw—wo Q

E = — = = — — .
(@) dre |x — xo|? |& — x|  4we |x — x0)? 471'5( Vo(wo, )
Pfi oznaceni 0
plw) = (v(o, ) (16)
™
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tedy intenzitu E(x) mZzeme zapsat ve tvaru

B(x) = (- Vo(a)).

To znamend, Ze funkce v(xy, - ) vyjadiuje (aZ na multiplikativni konstantu charakterizujici permitivitu prostiedi)
potencial elektrostatického pole vytvareného bodovym ndbojem umisténym v bodé x.
Uvazujme nyni elektricky dipdl, tj. dva bodové ndboje opa¢ného znaménka stejné velikosti |@| v malé
vzdalenosti h od sebe. Nechf ndboj @ se nachazi v bodé 1 a ndboj —Q v bodé x_. Ozna¢me dale x = x4 —x_,
d
@o = 3(x4 +x_). Vektor p = Qd se nazyvé dipslovy moment, jeho velikost je N = Q|d| = Qh a smér dy = 7
bod x¢ 1ze povazovat za umisténi dipdlu.
Potencial elektrostatického pole vytvareného uvazovanym dipélem v pevné zvoleném bodé x bude podle
(4.6) roven
Q Q Q
)= —v(ry,x)— —v(x_,x) = —(v(ry, ) —v(r_, @
errr(x) 47T(+)47T( )47T((+) ( ))
(az na multiplikativni konstantu vyjadiujici permitivitu). Podle véty o stiedni hodnoté je

ov(x_ +vd,x) hav(m, +9d,x)
od N ody ’

vy, x) —v(e_,x) =

0
kde ¥ € [0,1] a 9d oznacuje smeérovou derivaci podle vektoru d. Potencial ¢rr; tedy mtizeme vyjadrit vztahem

1 _Ov(x_ +9d,x
prri(a) = g NP,

Pokud vzdélenost ndboji h je mald ve srovnani se vzdalenosti |zg — x| bodu @ od dipdlu, je

ov(x_ +9d,x)  Jv(xo,x)

od ody
a potencial dip6lu s momentem velikosti N a sméru dy lze vyjadrit formuli
1 0v(xg,x)
=—N—————. 4.7
prir(@) = od (4.7)

4.3.4 Integralni representace dvakrat diferencovatelné funkce

Bud ©Q C R” ohrani¢ena oblast s dostateéné hladkou hranici 92, u funkce definovani na Q, kterd méa na Q
spojité parcialni derivace druhého fadu. Pak pro kazdé o € 2 plati

u(x) = i/ (’U(ilt,)g—:j —u%) ds — %/U(m,-)AudV,
o9 Q

kde v(x,-) je fundamentdlni harmonickd funkce se singularitou v @, 9 je derivace ve smeéru jednotkového
v

vektoru vn&jsi normély v = (v1, v, ..., ), tj. - V-va
v
2T, n=2
Ccp = ,
" (n—2)o,, n>3

2k+1ﬂ_k 27Tk

kde o, je (n — 1)-rozmérna mira jednotkové sféry v R", oop41 = k- 02k = (k—1) (

Zejména c3 = 4.)

Nevlastni integral na pravé strané rovnosti definujeme vztahem

/U(:B, JAudV = lim v(x, ) AudV
e—0+
Q Q\Kg

kde K, je koule se stfedem = a polomérem e¢.
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Diikaz provedeme pro n > 3, = (21, 22,...,Zy).

Ozna¢me K¢, resp. S& kouli, resp. sféru se stfedem = a polomérem a. Budte €  a ¢ > 0 takové, Ze

K5 C Q. Podle druhého Greenova vzorce plati

/ (uAv(z,-) —v(x, )Au)dV =

QK
[ (2 a2V as - [ (425 a2 as

[219] Sg

@

Ponévadz funkce v(x,-) je na \ KS harmonicka, je

- / o(z, )AudV = /@%_v(m,-)g—z) ds +/<v(w,-)%—uavéi"))d8.

Q\K¢ o0 Se

1
Normadlovy vektor k S5 v bodé y ma slozky v; = —(y; — 24), i =1,2,...,n. Proy € S¢ je
€

dv(z,y) n—-2 _
ayl - en (xl - y’L) ’

takze pro y € S5, je
oz, y) = n—2¢ s  n—2
v T e 2@ = o

Dale podle véty o stfedni hodnoté integralniho poctu existuje £ € S, zZe

0 y " 0 )" —2 —2 n-
/u “éi )as = u(s)/ ”éi )as - —u(é)/zn_l ds = —u(é)Z—UnE b=
Se SE, S,

takze Do)
. (e, - o
igr(l) U dS = —(n—2)opu(x).
Sg
.. Ou el L . . ., . |ou
Ponévadz £ je spojita na S%, existuje podle 1. Weierstrassovy véty K € R takové, ze 9 < K pro
kazdy bod na S5,. Tedy
ou 1 K nei
/’U(:I:,)a—yds < K/sty = 547,—720"8 = KO’nE,
Sg Sg

takze 5

. u -

25% v(x, )% ds 0

Sz
O
Dusledky:
1. Je-li funkce u navic harmonicka na €2, plati pro kazdé x € Q2
1 ou ov(zx,-)
u(xz) = o (v(w, )8_1/ - u7> ds. (4.8)
29
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2. Pro kazdou nekoneénékrat diferencovatelnou funkci ¢ s kompaktnim nosi¢em (sr. C.1.1) plati

/dev(mv)dV = —Cn1/)(-’13),

Rn

neboli
Ayv(z,y) = —c,d(y — ), (4.9)

kde § je Diracova distribuce.
D.: Ayv(z,y) je distribuce, ktera spliuje
( Ayv(zy) [ v(y) ) = ( v(zy) | Av(y) )

pro kazdou nekonecénékrat diferencovatelnou funkei ¢ s kompaktnim nosi¢em (sr. C.1.6). Bud Q@ C R™
takova oblast s hladkou hranici, ze Supp v C Q.
0
Pak pro y € 00 je ¥(y) =0 = # a tedy s vyuzitim predchozi véty dostaneme
v

( Ayv(z,y) | ¥(y) ) =( vz y) | Av(y) ) = /v(fva-)Ade = /v(fva-)Ade =

R™ Q
= —¢, ¢(m)_é/<v(m,.)‘3—‘5_¢%> dS | = —cuo(x).
Q

O

4.3.5 Vlastnosti harmonickych funkci

Bud 2 C R" ohranic¢end oblast s dostatetné hladkou hranici 92, u harmonickd funkce se spojitymi druhymi
parcidlnimi derivacemi na 2. Pak plati

1. 5
u
—dS = 0.
/ ov
o0
D.: Ve druhém Greenové vzorci staci polozit v =1. O

2. Véta o stiedni hodnoté
Bud x € Q, S% sféra se stfedem x a polomérem a takova, ze S C Q. Pak

1
u(z) = o udS, pron =2,
Sg
() L [Las 3
u(x = u o n =
4’7Ta2 ) p )
Sg
1
u(®) = ——— [ udS, pron >3,
ona
Sg
kde o, je cislo zavedené v 4.3.4.
D.: Ditkaz provedeme pron > 3, € = (x1,Z2,...,%yn).
1 1 1
Jev, = E(% — ;). Proy € S¢ plati v(z,y) = FyTE = takze podle 1. je
Ju 1 ou
J)=—dSs = ds =0
/v(w, )81/ a1 | ov
Sa Sa
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Dale pro y € S je

ov(x,y) _ if)v(:v,y)u B 1i(2—n)(yi—xi) o _ 2—n _2-nm

v P oy a = |z — y|» ale — y|n—2
takze 5 )
/ v@Y) g5 "/uds.
ov an—1
Sg Sg

Podle (4.8) je

3. Princip maxima
Je-li harmonicka funkce u nekonstantni na oblasti €2, pak nabyva své nejvétsi a nejmensi hodnoty na
hranici 99, tj. pro kazdé x € Q plati

min{u(y) : y € 00} < u(x) < max{u(y): y € 9Q}.
D.: Plyne z predchoziho tvrzeni. [

4.4 Metoda potencialu

V celém oddilu bude v(z,-) oznac¢ovat fundamentdlni harmonickou funkci se singularitou v &, & C R™ oblast
s hladkou hranici 092, Y derivaci ve sméru jednotkového vektoru vnéjsi normaly k 0€2, ¢,, ¢islo zavedené v 4.3.4.
v

Nejprve provedeme heuristickou tivahu. Pfedstavme si, Ze v omezené oblasti Q C R? je rozlozen elektricky
niboj, jeho hustotu v bodé y € Q oznacime o(y). Naboj objemového elementu dV;, v okoli bodu y tedy je
o(y)dV, a potencil tohoto elementu v bodé « ¢ Q je podle (4.6) a (4.4) roven

o(y)dV, 1
dp(z) = == —>v(y, ) = —o(y)v(@, y)dV,
m C3
(az na multiplikativn{ konstantu vyjadiujici permitivitu prostfedi). Celkovy potencial naboje rozlozeného v ob-

lasti Q tedy je

1
olx) = —/Qv(w, )dV.
c3
Q
Pokud by byl elektricky nédboj rozloZen pouze na hranici oblasti  (na povrchu télesa) a v bodé y € 92 by maél
plosnou hustotu p = p(y) (tj. ndboj plosného elementu d.S, v okoli bodu y by byl n(y)dSy), jeho potencial

v bodé x ¢ 0N by se rovnal
1
orr(x) = — //w(:n, -)dS.
3

o0
Uvazujme dale dip6ly rozmisténé na hranici oblasti {2 s hustotou A a orientované ve sméru vnéjsi normaly,
tj. dipélovy moment plosného elementu dSy v okoli bodu y € 092 ma velikost N, = A(y)dSy a orientaci v = vy,.
Potencial plosného elementu dSy v bodé ¢ 0N je podle (4.7) a (4.4) roven
1 ov(y, x 1 ov(x,y
o) 1, 0@y

dom(@) = g AWdS =5, = = 5305,

V bodé x je tedy celkovy potencial hranice oblasti roven plosnému integralu

1 ov(zx, -
wrrr(zx) = g//\iv(;j )dS.

[219]

dS,.

Tento vyraz lze interpretovat jako elektrostaticky potencidl tenké nevodivé plochy (povrchu télesa), na jejiz
vnéjsi strané je rozmistén elektricky naboj a na vnitini strané je stejné rozmistén stejné velky naboj opacného
znaménka.
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4.4.1 Objemovy potencial

Necht  C R” je ohrani¢end a o : Q — R je funkce.

Funkce ¢; : R™ — R definovana pro kazdé @ = (x1,x2,...,x,) € R" vztahem

se nazyva objemovy potencidl.

o Je-li funkce o spojitd na €, pak ¢; je harmonickou funkci na R" \ Q pro n > 3. Je-li n = 2 a funkce ¢ je
navic nezaporna, je ¢; harmonickou funkei na R? \ Q.

D.: Z toho, 7e funkce f je spojitd na kompaktni mnoziné Q plyne, 7e nasledujici vypocet je korektni.
1 1
Apr(x) = —/A ov(x = — [ 0Bsv(z,)dV = = [ o(y)Ayv(z,y)dVy = 0.
n n
Q Q

Ptedposledni rovnost plyne z (4.5), posledni z toho, ze pro ¢ Q je v(x,y) harmonicka v kazdém
y e .

Dale pro n > 3 plati

1 1
lim |x|" %¢;(z) = —/g lim |z|" %v(x,-)dV = —/ng < oo.
|| =00 Cn || — o0 Cn
Q

Q
Je-lin=2ao>0na, pak

lim ¢r(x :—/ lim o(x,)dV = —o0 < .
0 || —o00 || —o00

e Ma-li funkce p spojité parcialni derivace prvniho fadu na Q a je spojita na €, pak ¢y mé spojité parcialni
derivace druhého fadu na € a plati

Apr = —p.
D.: Pro x € Q dostaneme s vyuzitim (4.5) a (4.9)
1 1
Apr(xz) = —/A ov(x = — [ oAgpv(x,)dV = —/gAmv(-,w)dV =
Cp, Cn
Q Q
1 1
= — [ oW)Acv(y,@)dVy = —— [e(y)end(y —x)dVy = —o()
O

4.4.2 Reseni Dirichletovy tilohy pro Poissonovu rovnici
Au(z) = f(x), xe,
u(x) = g(x), x€0Q,

kde Q2 je ohranicena oblast s dostatecné hladkou hranici.
Reseni hleddme ve tvaru u(z) = w(z) — ¢(x), kde

ox) = p(T1,...,70) = Ci/f(fl,...,fn)v(xl,...,xn,ﬁl,...,fn)dgl-.-dgn
Q

a w je TeSenim Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici

Aw(z) = 0, re,
w(x) = g(x) +o(x), e
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4.4.3 Plosné potencialy

Budte p, A : 992 — R funkce takové, Ze v pripadé neohranicenosti 92 plati

li n-2 =0 li "2)\(x) = 0.
m€89{1|r2|~>oo |$| /14(113) ’ z€8917|r;1\~>00 |$| (m)
Funkce 77 : R™ — R definovand pro kazdé = (21, ...,2,) € R™ vztahem

1
pri(@) = — / po(@, ) ds
naQ

se nazyva potencidl jednoduché vrstvy.

Funkce @777 : R™ — R definovand pro kazdé = (z1,...,2,) € R vztahem
1 ov(zx, -
errr(x) = o / A éu ) ds
o0

se nazyva potencidl dvojurstvy.
e Jsou-li funkce p, A spojité na 09, pak funkce ¢r; a @rrr jsou harmonické na R™ \ 9€2.
D.: Dtikaz je analogii diikazu analogického tvrzeni pro objemovy potencidl. []

Kazdy z integralt g, ¢rrr urcuje vlastné dvé funkce. Jednu funkci harmonickou na €2 a druhou harmo-
nickou na R™ \ Q.

e Bud zy € 990 a 1 funkce definovand v okoli bodu xy. Ozna¢me

[W(xo)lr = _lim ¢(z),  [P(@o)]p = lim (),

Qd>x—x R”\§3z~>mo

za predpokladu, ze tyto limity existuji.
Pro kazdy bod x € 0N plati

[asagy(m)]l _ 390(1911/(38) +%H(m), [3%7;/(56)]]3 _ Wéify(w)_%u(m), (4.10)
[orrr(®)lr = 90111(33)—%/\(33), lprir(®)]s = <p111(m)+%)\(m). (4.11)

D.: A. N. Tichonov, A. A. Samarskij: Rovnice matematické fysiky, Praha 1955, str. 395-402. OJ

Derivace potencialu jednoduché vrstvy ve sméru vnéjsi norméaly mé tedy na 02 nespojitost prvniho druhu

se skokem velikosti
Ovrr(z) dprr(x)]

potencidl dvojvrstvy ma na 02 nespojitost prvniho druhu se skokem velikosti
lerr(@)] e — [pr(@)]r = Az).

Podle 4.3.4 1ze kazdou dvakrat spojité diferencovatelnou funkei v vyjadrit jako soucet potencialu objemového,
jednoduché vrstvy a dvojvrstvy, pficemz

0 = —Au, MZ%, A= —u.
ov

Proto se 4.3.4 nékdy nazyva véta o tfech potencidlech.
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4.4.4 ResSeni okrajovych tiloh pro Laplaceovu rovnici

Budeme resit nékterou z rovnic

Au(z) = 0, ze€Q,
Au(z) = 0, zeR"\Q,

s neékterou z okrajovych podminek

u(z) = f(x), xedN,

0
155;”') = f(z), =€0Q.
(4.12), (4.14) vnitini Dirichletova tloha,
. (4.13), (4.14) , . wnéjsi Dirichletova dloha,
Uloha (4.12), (4.15) SC NAZYVE - mitind Neumannova uloha,

(4.13), (4.15) vnéjsi Neumannova tloha.
Reseni Dirichletovy tilohy hleddme ve tvaru potencialu dvojvrstvy
1 0 .
u(z) = — )\M as

Cn ov
o9

kde A je zatim neurcend funkce. Pro kazdé @ € 992 je podle (4.11)

u(@)); + 5M@) = u() = [u(@)]s - GA).
Oznac¢me B
Ko = T = X g
Pak )
u(x) = C—/)\K(w,~)d5.
n@Q

Pii feSeni vnitini tlohy musi byt [u(x)]; = f(x), tedy funkce A musi spliiovat integralni rovnici

1 1
_5,\(m)+a//\K(:c,~)d5 = f(@),
o0

vz

pii Feseni vnéjsi tlohy musi byt [u(x)]r = f(x), tedy funkce A musi splilovat integralni rovnici

1 1
ix\(w)+—//\K(:c,~)dS = f(x).

Cn

[219]

Reseni Neumannovy tilohy hleddme ve tvaru potencialu jednoduché vrstvy

1
u(x) = . po(x,-)ds,
naQ

kde p je zatim neurcend funkce. Pro kazdé x € 09 je podle (4.10)

) e = T = | g

ov

Plati

u(x) _ Ou(z) _ 1 ov(zx,-)
ov  ov(xz) Cnaéu ov(x) ds
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Oznac¢me

Pak

Pr1i feSeni vnitini tilohy musi byt [ = f(x), tedy funkce p musi splitovat integralni rovnici

%u(w) + %/ML(% )ds = f(z),
o9

= f(x), tedy funkce p musi spliiovat integralni rovnici

aggjn) ] E

pfi feseni vnéjsi tlohy musi byt [

_lu(w)+i/uL(w,-)dS = f(z).

2 Cn,
o0

Vyrazy K(-,-) a L(-,) nazyvame jddro prislusné integralni rovnice.

Priklady:

e Dirichletova tiloha na poloroviné

Au(z,y) = 0, r€eR, y>0, (4.16)
u(z,0) = f(x), z €R. (4.17)
V tomto ptipadeé je .
U(xuyagun) = _Eln((x_§)2+(y_n)2) )
av(‘ruy7§7n) _ ‘T_g av(x7y7§777) _ y—n
73 (@ -8+ y—m?*’ on (=82 +y—mn?*’
n—-y

v(&n) = (0,-1), pron=0, K(z,y,6,m) = (z—E2+(y—n)?

Jadro integrani rovnice je K(z,0,£,0) = 0, takZe funkce A = A(x) musi spliiovat rovnici

1
~5\@) = f(@),

tedy A(xz) = —2f(z) a FeSeni dané ulohy je

R

e Neumannova tloha na poloroviné

Au(z,y) =0, z€R, y>0,
—uy(z,0) = f(x), z eR.

V tomto ptipadé je
_ _11 _£)? —_n)2 = (0.—1 =0
v(,y,€,m) sn(@=O%+@—n7), vy = (0,-1), proy =0,

takze

_ Ov(z,y,&m) _ y—n B
L(1'7y7§777) - 8V($,y) - (I—€)2—|— y—’l])27 L(:C,O,S,O) = 0.
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Funkce i tedy splnuje rovnici

Su@) = (x),
tj. w(x) = 2f(x) a feSeni dané tlohy je
17 1 17
uwy) = o [ 27O (~5l (- - w-07))de =~ [ f@Om (@ -7+ ) e
27 2 2T
e Dirichletova tloha na kruhu
Au(z,y) = 0,  2®+y* <R,
wa,y) = flz,y), o*+y*=R?
V tomto ptipadeé je
1
vy, &m) = —g((@ -7+ (y—m?)
ov(z,y,€,1m) _ r—=¢§ dv(z,y,&,n) _ y—n
¢ (x=8*+ - on (x=82+-mn?*
Q=K{g ={(n) eR?: & +n* <R?}, 00 =SG o = {(&n) eR?: &€+ 9> = R?},
1 1 dv(z, y, & n) a€ +yn — & —n?
Vgun :75777:_57777 = .
) = Jare ¢ =RV v Rt G-
Reseni tilohy hleddme ve tvaru potencidlu dvojvrstvy
1 &~ i R Rsino — R
zx§+yn—& —n rRcoso + yRsino —
=— [ A ds, =— [ A d
u(,y) 4 / (&m) R((x—&)2%+ (y—n)?) ©m = g / () 22 +y?+ R? —2R(xcoso + ysino) 7
oQ 0
Funkci u lze vyjadrit také v polarnich soutradnicich
R 27 R R 27 ( ) R
T COS@Ccoso + rsingsine — rcos(p — o) —
u(r, ) 27 / () r2 + R?2 — 2Rr(cos pcoso + sin psin o) 7T o0 / (o) 2+ R2 — 2Rrcos(p — o) 7
0 0
Podle (4.11) musi funkce A spliiovat integralni rovnici
27
R Rcos(p—0)— R

o) do.

1
u(R, @)+ 5N0) = 5
0

R? + R% — 2Rrcos(p — o)

Pii oznaceni g(¢) = f(Rcos ¢, Rsing) dostaneme

96) + 370) =5 [ Moo (4.19)

Vyraz na pravé strané nezavisi na ¢, takze derivovanim podle ¢ dostaneme obycejnou diferencialni rovnici
! 1 !
9(@) + 35X () =0,

jejiz feSeni je A(¢) = C — 2¢(v). Hodnotu integra¢ni konstanty C' zjistime dosazenim do pivodni integralni
rovnice (4.19):
2

0@+ < g0y =L [ (0—29(0))do,



2m

tedy C' = QL J g(s)ds a FeSeni dané tlohy je
0

2 2m
R 1 rcos(p —o)—R
= — — ds —2 do =
u(r, ) 271'/ 27 /g(s) 5= 2900) R2 + 12 —2Rrcos(p — o) 7
0 0
recos(p — o) — rcos(p —o) — R
s)ds - — do.
471'2 R? 4+ r2 —2Rr cos( R2 + 12— 2Rrcos(p — o)

Druhy integral v prvnim ¢lenu pravé strany upravime:

2
recos(p —o) — R 1 Rrcos pcoso + Rrsingsino — R2
R do = — - —Rdo =
R? 4 r2 — 2Rr cos(p — o) R ) R?2+1r?2—2Rrcospcosc — 2Rrsingsino
0
2m

1 rcosgpRcoso + rsinpRsino — R?
Rdo =

(rcosyp — Reoso)? 4+ (rsing — Rsino)?

1 x€ +yn — R? [ Ovu(z,y,6,m)
- E/ (x =62+ (y— n)zds(f’") a / Tds
o0 o0

V prvnim Greenové vzorci polozime u = 1 a vyuZzijeme vlastnost (4.9); tak dostaneme hodnotu posledniho

inegralu
ov(z,y,&,m
/%d‘g(ﬁm) = /Av(x7y;€7n)d‘/(£7n) = -2
Q

[219]

Reseni dané tlohy tedy muizeme vyjadiit ve tvaru

Rrcos(p — o) — R?

do =
R2 + 712 —2Rrcos(p — o) 7

—
=
S
N~—
W~
(™)
0
o
)
S~—
Q
—
»
N~—
o
»
I
A=
o
—
N~—

o 27
1 1 Rrcos(p — o) — R? 1 R? —1?
W/g(o) (2 * R2 + 12 —2Rrcos(¢p — o) 7 2#/9(0)R2+7°2 —2Rrcos(p — 0) ”
J 0

coz je Poissonuv integral (3.53).

4.5 Greenova funkce Laplaceova operatoru

0
Bud Q C R™ oblast s hladkou hranici 09, Y derivace ve sméru vnéjsi normaly k 0€.
v

Greenova funkce Laplaceova operdtoru s okrajovou podminkou typu (a, B) je funkee G = G(z,y) definovana
na ) x €, pro niz plati
(i) G(=,-) je harmonickd na Q \ {z};

(ii) pro kazdou nekonecnékrat diferencovatelnou funkcei ¢ s kompaktnim nosi¢em (sr. C.1.1) plati
/wAG(:B, )dV = ¢Y(x),
RTL
neboli

AyG(z,y) = d(y — =),

kde § je Diracova distribuce;
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(iii) pro kazdé y € 99 spliiuje podminku

0G(z,y)

a ) + BG(z,y) = 0.

Lemma: Necht G (z,-) je pro kazdé k € N fesenim tlohy

Aka(mvy) = dk(mvy) 3 yc Qv
8Gk(way)
— = Q
o au(y) +ﬂGk(way) 07 Yy €0 )
kde
0, y¢K"
dk(wuy) = )

1 1
pricemz Ki/k = {y ER": |[x—y| < E} je koule se stfedem x a polomérem T W je prevracend hodnota

n-rozmérné miry této koule, tedy [ widV = 1.
KL/F
Pak Greenova funkce Laplaceova operatoru s po¢ateéni podminkou typu («, 3) je

G(z,) = lim Gi(x,-).

k—o00
D.: Diikaz pouze naznacime. Nebudeme dokazovat, ze vSechny pouzité zdmény limitnich operaci jsou korektni.

(i) Existuje ko € N, ze pro kazdé k > kg je funkce Gy (x, ) harmonické na oblasti

1
Q\{yER": |w—y|§E}

(i) Plati

AG(x,-) = lim AGg(x,-),

k—o00

/wAG(:B, )dV = lim [ YAGk(z,)dV = lim [ ¢dp(z, )dV =
k—o0 k—o0
R™ R R”

= lim ¢(xg) / wpdV = lim ¥(xg),
k—o0 k—o0
Ka/*
kde x; € Kalc/ i je ¢islo z véty o stfedni hodnoté integralniho poctu. Ze spojitosti funkce i plyne
lim () = ¢(z).
k— o0

Odtud jiz plyne platnost podminky.
(iii) Je zfejmé.

d

4.5.1 ResSeni okrajové ulohy pro Poissonovu rovnici

Au(z) = f(x), z e, (4.20)

£ + pu(x) = g(x), x € o). (4.21)
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Necht G, jsou funkce z predchoziho lemma. Podle druhého Greenova vzorce je

u T,)— x, ) Au = UM
Q/(A@( ) — Gr(z, )Au) dV /< k

[2}9)

- Gk(m,-)@) s

Dale plati

lim [ uAGg(x,-)dV =
k—o0
Q

k—o00
Q

i [ (o252 Gyt ) as

k—o0 ov ov
o0

/
lim [ Gu(a, ) AudV = Q/G(m,-)fdv,
/

Pro kazdé x € Q tedy FeSeni tlohy (4.20), (4.21) spliiuje rovnici

o - [ote A0 o
(x) Q/G( >fdv+/( (e, ) >dS

ov ov
o0

Speciélni pripady podminek (4.21):

e =0, 8 =1 (Dirichletova tloha)
Pro y € 9Q je G(x,y) = 0 podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a u(y) = g(y) podle (4.21).

Tedy pro = € Q2 je
u(z) = /fG(:c,~)dV + /g% ds.
Q o0

e a =1, f =0 (Neumannova tloha)
oG, y) = 0 podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a Ouly) = g(x) podle

ov(y) v (y)
(4.21). Tedy pro x € Q je

Pro y € 09 je

u(xz) = /fG(:B,-)dV - /gG(w,-)dS.

o0

e a # 0 # 8 (Newtonova tiloha)

Pro y € 909 je % = —EG(CB, y) podle podminky (iii) v definici Greenovy funkce a
a
u(y) _ 1

oY) ~(9(y) — Bu(y)) podle (4.21), tedy

/@% —G(m,~)g—z> a5 = /<—§uG(w,-) - é(g—ﬂu)G(w,)) s —

o0 o0

I

|

|

—

Q
Q

8
P
n

Pro € Q je tedy
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4.5.2 Vyjadreni Greenovy funkce
Necht h = h(y) je FeSenim tlohy

Ah(y) = 0, yeQ, (4.22)
Oh(y) _ o0y B
ov(y) k) = 2 ) o (x,9), yeon, (4.23)

kde ¢, je ¢islo z 4.3.4 a v(x,-) je fundamentalni harmonickd funkce se singularitou v & € Q. Potom funkce
G(z, - ) : 2 — R definovand vztahem

G(z,y) = ——v(@y) +h(y)

Cn
je Greenovou funkci Laplaceova operdtoru s okrajovou podminkou typu (o, 3).

D.: Podminky (i) a (iii) jsou zfejmé, podminka (ii) plyne z (4.9). O

4.5.3 ResSeni tilohy (4.22), (4.23) ve specialnim p¥ipadé

Necht oblast  ma vlastnost: Ke kazdému = €  existuje ' € R™ \ Q) takové, Ze pro vSechna y € 92 podil

v(z,y)
Wy
nezéavisi na y. Necht ddle a = 0, 5 = 1.
V tomto pripadé je funkce
1
h(y) = —r(@)v(z’y)

feSenim tulohy (4.22), (4.23) pro libovolné x € .

D.: Ponévadz ' ¢ Q, je Ayh(y) = Ay <i'y(w)v(cc’,y)> = i'y(az)Ayv(ac’,y) = 0 pro kazdé y € Q.
Cn n
Pro y € 0Q je
1 1 v(x,y) 1
h = = ! = = ’ ! = — .
(y) = @’y = = o( 7y)v(w ) = (@)

!

O

4.5.4 Dirichletova tuloha pro Poissonovu rovnici na poloprostoru

Necht Q@ = {(x1,...,2p-1,2,) € R™: x, > 0} je poloprostor.

Prox = (z1,...,2p—1,%y) € Q polozme «’ = (z1,...,2,-1, —,) — symetrie podle nadroviny z,, = 0. Pak
' e R"\Q Budy = (y1,..,Yn_1,0) € 9.
Pron =2 je
vew) _ -yl _ (@l
v(@'y)  Infz’ -y In ((z1 —y1)% + (—22)?) ’
pron > 3 je
v(z,y) _ |z’ — y|n72 _ <(x1 _ y1)2 4ot (T — yn71)2 + (_xn)2>(n—2)/2 .
Wy ey @1 — 1P+t (@ — o)+ 22 |

Tedy v = 1 a Greenova funkce Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou
u(zy, ..., xp-1,0) = 0

je



Jednotkovy vektor vnéjsi normdly k 9Q je v = (0,...,0,—1), takze
0G(z,y) OG(T1, .y Tny Y1y« -+ Yn)

v OYn
e Reseni tlohy
Au(z,y) = flz,y), =€R, y>0,
u(z,0) = g(z), zeR.

Mame
(xvy)/ = (xv _y)v
c, = 2m,
W& = —yh(e—9%+ 0P,
Glopén) = 5 (—5mnlle =7 + (Cy—nP)+ 3(e =+ - =
1 a9y
dr (2 =82+ (y+n)*’
G,y &m) _ 1 (@=-’+w+n? 20— ->+w+n?) -2+ -*+-n? _
an dm (x — ) + (y —n)? (x=8*+ (y+n)?)?
- L 2y(z — €)* +2y(y* — *) N
2m (2 =€)+ (v —n)*)(z — > + (y +n)?)
Y (z =8>+ —n*)
T((z =&+ @y —n*)(z—-8>*+u+n)?)’
8G(x7ya€70) _ _g ($—€)2+y2 _ _g 1
an ™ ((z — €)% +y?)? m(z— &2 +y?
takze Teseni dané tlohy je
1 (z = &>+ (y—n)* y [ d¢
u(z,y) = — f(&m)In 3 5 dédn + - g(f)ﬁ;
472@4/” (z=8>+y+n) _ZO (z-8>+y
zvlastnim pripadem je feSeni (4.18) tlohy (4.16), (4.17).
e Regeni tlohy
Au(z,y,z) = f(x,y,2), reR, yeR, 2>0,
U(l‘,y,()) = g(w,y), reR, yeR.
Mame
(xvyvz) = (xvyv —Z),
cn = A,
v(z,y,2,6n,() = L
R N R e B FEO
nnind - M)
R T\t Pt (2 Ve Pt PG 0F)
a¢ 8T \((z =2+ (y—m*+(-0»¥? (-8 +(y—n?+(z+()?)>3?
_ _i( z2—C n z+¢
Ar \((@ =2+ (y—m?+ (=032 ((x =82+ (y—n)?+ (2 +)?)3/?
0G(x,y,2,€,1,0) _ 1 z
a¢ 21 ((x = €)% + (y — m)? +22)3/2
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takze Teseni dané tlohy je
u(z,y,2) =

:47r /// J&m¢) <((1’—€)2+(y—717)2+(Z+C)2)1/2_((1’—6)2+(y—:7)2+(z—4)2)1/2>

£€R, nER, ¢>0
=z dedy
+ . //9(5777) (($—§)2 4 (y_ 77)2 +22)3/2 .
R2

dédnd¢ +

4.5.5 Dirichletova tuloha pro Poissonovu rovnici na kouli

Necht Q = K§' = {(21,22,...,2,) € R": 2} + 23 +--- + 22 < R} je oteviena koule.
R2
Pro ¢ = (z1,%2,...,2,) € K polozme x’' = Wm — kulova inverse.
T
n
Bud y = (y1,v2,.--,yn) € S& = OKL, tedy Y y2 = R2. Pak je

i=1

R 2 B n R |w| 2 B R 2 n n |£B| 2 n B
g -2 (&) - (@) Btk (F) 2 -
— R2-2Y i+ = Zyz —2leyz+zx Y - =yl
i=1 =1
tedy
Rz |
}E —Ey‘ = |lz—yl.

Pro n > 3 s vyuzitim predchoziho vztahu dostaneme

R2 n—2 R |£B| n—2

n—2 B va—y B <£>n2 |:c|w_fy B (E)HQ
-y Ed T—y |z ’
n—2
) , COZ znamena, ze

Gla,y) = i((%)(%wy) —v(w,w) (124)

je Greenovou funkei Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou

takze y(x) = (E

||

u(xl,xg,...,xn,l,:t\/RQ—:c% —23—---—22 ) = 0.
Jednotkovy vektor vngjsi normély k S&t v bodé y = (y1,v2,-..,Yn) je }%(yl, Y2y -+, Yn). Déle
3”((;@71/) _ 9 o — g2 = (2—n)|m—y|1*”_2(xi_yi) _ (n—Q)(xi;yi)7
Yi i 2| — y| |z -yl
%(;;) = ﬁ;(xi — Yy = y|n <sz% ) ;
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R2
v <—cc y
|z|2 > R? 2
i Yi -R =
o (y) ‘ E:Iny

2P ® Y

n—2 " R? lz|\" n-2 " R?
= —=T; i_R2 = - YT T 9% i_R2 )
R R |a,-|y’" <Z; 2" ) (R Rl —y[* ;ul?xy

2" R

||

0G@y) _ 1 n-2 ([af ({~ R 2\ (Sopy g2 =
Touly) —W<R— Z| g = 1) = (- R | =
= n7_2(R2_|w|2)

cen Rl —y|
Ponévadz ¢, = (n — 2)o,, kde o, je (n — 1)-rozmérnd mira jednotkové sféry v R™, plati

Gy  R—|zf? 1

ovly)  o,R |z—y"’

Ozna¢ime-li |ST| miru sféry o poloméru R, je |ST| = o, R" 1. Reseni tilohy

Au(zy, 22, .. ) = f(x1,29,...,2,), ]+ a3+ 422 < R?,

u(zy, oy .. xn) = g(x1,22,. .., Tn), :v%—i—x%—i—---—i—x,zl = R?
Ize tedy zapsat ve tvaru
R? — |z|? ds
)dV + R~ 2> )
/f * B et
Sk

kde funkce G je ddna vztahem (4.24). Pro f = 0 dostaneme Poissontv vzorec

u(z) = Rn%M/g(.) ds

ST |z —["
¢
Zejména pro n = 3 je
R? — |z|? ds
uw) = Tt [ 0T
56.0.0
4.5.6 Greenova funkce pro kruh
Funkce
R
1 [o] 1 1 = —y|
G = — |1 1 = —1
(@.y) or | TR ’ . |z — y| 27 ‘ R |m|y‘
—y Sakdp SO had |
|z 2" R

je Greenovou funkei Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou

u(x, Rz—x) = 0.
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. 1 R R?
0 Glew) = o (o (K ) vz
Proy € Ki*\ {z} je AyIn % =0, Ayv(z,y) =0.
2 2

R _
Je-li z € K§, pak Wm ¢ K{t, a tedy Ayv (W:B,y) =0.

1 1 1
Je-li z € OK{, pak |z| = R a tedy G(z,y) = o (ln Ty In - y|) =0.

1
(ii) Plyne z toho, ze Ayv(z,y) = —2—5(y —x).
T

R
(ii) Analogicky jako v 4.5.5 lze ukazat, Ze pro y € K[ je Hm — ER'y‘ =z —y|
Tedy pro y € OKE je
1 1 1 1. |Jz—vy|
e R T T B P
=" RY
0
Reseni tlohy
Au(xvy) = 07 I2+7J2<R27
uz,y) = g(zy), ?+y?=R°
tedy je
(2,1) R? — 22 — 42 / ) ds
u(x =
Y 2rR M -1
SR
(0.0)

coz je Poissonuv vzorec (3.54).

4.6 Vlastni cisla a vlastni funkce Laplaceova operatoru

Bucl’ Q C R” oblast s dostateéné hladkou hranici 9. Cislo A € R nazveme vlastnim ¢islem a funkei v definovanou
na ) nazveme vlastni funkci Dirichletovy lohy pro Laplacetv operdator, je-li v # 0 a plati

Av(xz) = —lv(z), e,

v(x) =0, x €00, (4.25)

Jsou-li \; # Ao vlastni ¢isla a vy, ve prislusné vlastni funkce Laplaceova operatoru, pak jsou funkce vy, vs
ortogonalni na 2, tj. plati
/UvadV = 0.

Q

D.: Ponévadz pro x € 9 je vi(x) = 0 = ve(x), dostaneme s vyuzitim druhého Greenova vzorce

/U1U2dV = /\1 i )\2 /(/\1 — )\2)U1U2dv = )\1 i /\2 /()\1’01’[}2 — ’U1)\2’U2)dV =
Q Q Q
1 1 6’1}2 61}1
_ — oA Av))dV = — —vy— |dS = 0.0
/\1—)\2/( vahy - vr Aoy) /\1—)\2/<U18V “Zay)
Q o0

Plati:

79



e Vsechna vlastni ¢isla Laplaceova operatoru jsou nenulova.
Uloha

Av(z) = 0, €,
v(®) = 0, xe€d

ma totiz podle 4.2 jediné Teseni a toto Teseni je v = 0.

e Dirichletova tiloha pro Laplacetiv operator mé spocetnou mnozinu vlastnich ¢isel. Mnozina prislusnych
vlastnich funkci tvori iplnou ortogonalni mnozinu v prostoru funkci spojitych na €.

Reseni ulohy
(x), x €,

4.26
, x € 0N ( )

>
=
&

I
=JE

hledame ve tvaru
= Coon()
n=1

kde v, jsou vlastni funkce Dirichletovy tlohy pro Laplacetv operator a C), jsou realné konstanty, n =1,2,....
Je-li funkce f integrovatelnd ve druhé mocning (f € £2(Q)), pak

= 1
il:) = E ann(.’lt), kde F,, = W/fvndv a ”Un”2 = /’U?LdV.
n=1 n a

Q

Budte A1, Ao, ... vlastni ¢isla pFislusnd k vlastnim funkcim vy, vs, . ... Pak je
A Covp(x) = Y Fuon(x)
n=1 n=1
> Colvn(x) = > Fova(w)
n=1 n=1
— Z Cppop () = Z Fou,(x)
n=1 n=1

Odtud
F, 1
c, = -2 = —7/fvndv
An An |vn ”2 o

Reseni tlohy (4.26) tedy je

1
- ndV | v, = dv.
WA / fendV enl) / > ( M Lol )

To znamena, ze Greenova funkce Laplaceova operatoru s okrajovou podminkou

n=1

u(xz) = 0, x €
je

Z

-1 M ”vn ”

kde A1, Az, ... jsou vlastni ¢isla a vq, v, ... jsou vlastni funkce tlohy (4.25).
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Cviceni

Reste tlohu
1) Upe +Uyy =0,0<2<a, 0<y<b
uw(0,y) = Ay(b — y), u(a,y) = 0, 0 < y < b; u(x,0) = Bsin %, u(w,b) =0,0< z < a

2) Upy + Uyy =0, 22 +y2>a
u(acosp, asinp) = 2sin® ¢ + 3cos? p, u je ohrani¢ena

2 2
8) Upr + gy =c, L+ % <1 ul@y) =05 +4% =1

4) Upy + Uy, =0, x€R, y >0
1, a<x<b,

u(z,0) = . xr€R
0, jinak,
w(b— . T 2n+1)w(a—x . 2n—+1)m

) Bsh( ( U))sm (Zz) o & sh (7( )b( ))sm (7( b) ”)

Vysledky: 1) u(z,y) = — + 5= Y
sh (Z2) =0 (2n + 1)3sh (W)
a?(z?— P a2 2 z 2

2) u(a,y) = § + TEAE 3) uley) = §5Fm (S + 5 1)
4) u(z,y) = 2w(z,y), kde w(z,y) je zorny thel, pod kterym je z bodu (z,y) vidét interval (a, b).
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Kapitola 5

Schrodingerova rovnice

Stav ¢astice je popsan rovnici

2
— h—A\II + V¥ = —ihaqj

om ET (5.1)
kde ¥ =U(¢) ... vlnova funkce,
V =V(x) ... potencidlni energie ¢astice,
= % . Planckova konstanta,
I ... hmotnost ¢astice.

Vlnové funkce je interpretovana jako pravdépodobnost vyskytu ¢astice v bodé x v ¢ase t tak, ze funkce |¥(t, x)|?
je hustotou rozlozeni pravdépodobnosti vyskytu castice v case t. To znamena, ze

/|\I/(t,m)|2dcc =1 (5.2)
R3

pro t > 0. Zejména tedy plati, ze funkce ¥ je ohranicena.
Budeme separovat proménné, tj. feseni rovnice (5.1) budeme hledat ve tvaru ¥ (¢, x) = T'(t)y(x), sr. kap. 3.

V takovém pripadé plati
2

h
—Q—TAz/J + VT = —ihT".
1
Tuto rovnost vydélime soucinem 7 a dostaneme

h? Ay LT
——— 4V =—ih—.
20 P T
Vyraz na levé strané zavisi pouze na prostorové proménné x, vyraz na pravé strané pouze na case t. Musi
tedy byt oba vyrazy rovny néjaké konstanté. Ponévadz vyraz na levé strané ma rozmér energie, oznac¢ime tuto
konstantu E. Dostaneme tak rovnici pro vyvoj vlnové funkce v zavislosti na energii ¢astice

iE
T =T 5.3
- (53)
a staciondarni Schrodingerovu rovnici
2p
A+ 35 (B = V) =0, (5.4)

kterou lze pfepsat do tvaru ulohy na vlastni hodnoty a vlastni funkce

21 21
(a-3v)o=-(35)v
Zakladni postulat kvantové mechaniky pozaduje, aby naméfené hodnoty energie E byly takové, ze hodnota
2 2
h_l;E je vlastni hodnotou operatoru — <A — —NV>.

h2
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Necht E,, je takovd naméfend hodnota energie a 1), odpovidajici vlastni funkce. P¥islusné reseni obyéejné
. ’ ’ . . iE . v ’ z v v z .
linedrni rovnice (5.3) je tvaru T, (t) = const -e ‘. Za integra¢ni konstantu volime hodnotu 1 a Feseni rovnice
(5.3) ,odpovidajici kvantovému ¢éislu n“ vyjadiime jako

En . . En
T, (t) = cos ft +isin ft'

Pro tuto funkei plati |T,,(¢)| = 1 pro vSechna ¢ > 0. V okamziku pozorovani energie E,, celé FeSeni rovnice (5.1)
yzkolabuje“ do funkce ¥ = 1),,T,,. Z normovaci podminky (5.2) tedy dostaneme podminku pro feSeni stacionérni
Schrodingerovy rovnice v okamziku pozorovani hodnoty energie E,,

/|¢n(w)|2dw —1 (5.5)

5.1 ReSeni za zjednodusujicich piedpokladi

5.1.1 Kvantova ¢astice v krabidéce

Predstavme si ¢astici o hmotnosti u, ktera se jisté nachazi uvnitt oblasti prostoru tvaru hranolu o hranach a,
b, ¢ a na kterou neptsobi zadné sila (¢4stice se nachazi v nekone¢né hluboké pravouhlé potencidlové jame).
V takovém piipadé je potencidl identicky nulovy a staciondrni Schrédingerova rovnice (5.4) je tvaru

2uk

A+ =) = 0. (5.6)

Vlnova funkce ma byt nulova vné uvazovaného hranolu a z jeji spojitosti plyne, ze také na jeho hranici. Sou-
fadnou soustavu zvolime tak, aby osy hranolu byly rovnobézné se souradnymi osami a jeden jeho vrchol byl
v pocatku. Pak jsou splnény okrajové podminky

1#(07% Z) = w(avyu Z) = 1#(% 0, Z) = "/J(xv b, Z) = ¢($= Y, 0) = ’(/J(.’L‘,y, C) =0 (5'7)

pro vSechna (z,y, 2) € (0,a) x (0,b) x (0,¢).
V rovnici (5.6) budeme separovat proménné, tj. feseni hleddme ve tvaru ¢(z,y, z) = X (2)Y (y)Z(z). Funkce
X, Y, Z musi splinovat rovnost

WE
X"YZ 4+ XY"Z + XYZ" + %XYZ — 0,

kde ” oznacuje obycejnou derivaci podle jediné nezdvisle proménné piislusné funkce. Odtud plyne
X 2uE v YA
X " T Yz
Vyraz na levé strané zavisi pouze na x, vyraz na pravé strané na x nezavisi. Obé strany rovnosti se tedy musi

rovnat néjaké konstanté A,
X// 2IU/E Y// Z//

— ===\
X h? Y Z
Odtud podobnou tvahou dostaneme
Y/I ZI/
_ A = —_——
y * z 7

takze funkce X, Y a Z jsou vzhledem k podminkdm (5.7) feSenim okrajovych tiloh

Z'+0Z=0, Z(0)=0=Z(c),
0

Y"+(A=0)Y =0, Y(0)=0=Y(b),
X”+(2§—2E— >X—O, X(0) = 0= X(a).
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Z prvni tlohy dostaneme vlastni hodnoty a vlastni funkce
ak—<k—w)2, Zk:sink—wz, k=1,2,3,....
c ¢
Ziskané vlastni hodnoty o), dosadime do druhé tlohy,
Y'+(A—o0r)Y =0, Y(0)=0=Y(b)
a odtud dostaneme vlastni hodnoty a prislusné vlastni funkce

2
Amk — O = (%) ) Ymk(y):Sin%y7 m=123,...,

tedy

Hodnoty A, dosadime do tfeti ilohy

X"+ (2’;—2E - /\mk) X=0, X(0)=0=X(a)

a dostaneme vlastni hodnoty a vlastni funkce

2 2
h_ll;Enmk — Ak = (%) ) Xnmk(x) :sin%x, n=12.3,...,

tedy
20 nmw\2 n\ 2 m 2 k2
b= () == ()" (3 + (5))
h? F a F < a + b + c i
Mozné pozorované hodnoty energie uvazované ¢astice tedy jsou
a2 | rny2 m\ 2 £\ 2
Enmk - (_) + (—) + | - .
20 a b c

Kazda trojice kladnych celych ¢isel (n, m, k) tedy reprezentuje kvantovy stav ¢astice.
Necht nyni je krabicka krychlové, tj. a = b = ¢ = L. Pak mozné energetické stavy jsou

h*r? 2 2, 72
Epmk = ME (n +m°+1 ) (5.8)
Zakladni stav je
3h2n?
E _ .
111 ek

je to jedind nedegenerovana energeticka hladina, tj. energie, jiz odpovida jediny kvantovy stav. Ostatni energe-
tické hladiny jsou degenerované, jedné energii odpovida vice stavti. Napi. energie

3h27?
pL?
je stejnd pro stavy (2,1,1), (1,2,1) a (1,1, 2), jedné se o hladinu s degeneraci stupné 3. Stupeni degenerace roste

s rostoucimi hodnotami n, m, k.
Ozna¢me Ef = E,,,;, mozné energetické hladiny ¢astice v uvazované krabicce a polozme

R?> =n?+m? + k2
Pak je
h2n? 2uL?
Ef=——=R* tj. R’>=
P =2t Y h2n

E;.
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Pocet kvantovych vztaht, jejichz energie nepfevysi hodnotu E, je po¢tem trojic prirozenych ¢isel (n, m, k), pro
néz plati n? +m2+k% < R2. Tyto stavy tedy miizeme povazovat za body s celo¢iselnymi kladnymi soufadnicemi
v prvnim oktantu koule o poloméru R. Pocet stavii N je proto tmérny objemu tohoto oktantu,

1 4 rl2ul? N\ 1 (V2u\° . oae
N~-=.—gr3=Z2 (22 E = (£ 332
8 3" 6(5%2 f) 672 \_ !

Hodnota L? vyjadiuje objem uvazované krychlové krabicky, takze pro hustotu stavii v (pocet stavii na jednotku
objemu) a pro energii E; plati

NN 1 (\/2M>3E3/2 2/3
h

vV = ﬁ ~ W f o Ef = Qv 5
kde « je néjakd konstanta; hodnota E; je (az na malou modifikaci vynucenou spinem ¢éstice) Fermiho energie.

5.1.2 Rotator s volnou osou

Uvazujme castici o hmotnosti u, kterd se pohybuje stale v téze vzdalenosti r od pevného stiedu, takze jeji
potencialni energii mtizeme povazovat za nulovou. Budeme hledat charakteristické hodnoty jeji celkové energie.
Staciondrni Schrodingerova rovnice pro rotator je

2
Ay + h—’;Ew —0.

Tuto rovnici transformujeme do sférickych soufadnic a vyuzijeme toho, Ze = 0. Dostaneme (sr. D)

ar

cosﬁa—¢> + ?_L—';LEU) =0. (5.9)

r2cos2d dp® | 12 cosd OY

1 9% 1 9
99

Reseni této rovnice ma byt vzhledem k normovaci podmince (5.5) ohrani¢ené a v proménné ¢ mé byt 27-
periodické. Dostavame tedy okrajové podminky

T
¢(90 + 2W70) = ¢(90ﬂ9)7 S Ra v e (_57 E) ) (510)
lim sup | (p, )| < oo, limsup [¢(p,d)| < oo, v eR. (5.11)
Y——35+ V=5 —

Poznamenejme, ze nenulova Feseni ulohy (5.9), (5.10), (5.11) se nazyvaji sférické funkce. Tato FeSeni budeme
hledat separaci proménnych, tj. ve tvaru ¢ (¢, ¥) = ®(¢)O (). Dosazenim do rovnice (5.9) dostaneme

1 1 / 24
0"+ ——— (O cosV) ®+ LEPO =0
r2 cos? 9 r2 cos ( ) h?
a po Upraveé
@ cosd ; 2uFEr? cos?
—— =— (@ cos?V) + ————.
) (C) ( ) h?
Levéa strana zavisi pouze na proménné ¢, prava pouze na proménné v, proto se musi obé strany rovnat néjaké
konstanté o. Funkce ® je tedy feSenim okrajové tlohy

(5.12)

P +0d =0, D(p +27m) = D(p).

Tato tiloha m4 nenulové feseni pouze pro o = m?, m = 0,1,2,... (sr. feseni tlohy (3.50), (3.52)). Tuto hodnotu
dosadime do rovnice (5.12). Dostaneme

cos v

()

n 21E7? cos® ¥ 9

(O’ cos ) = =m?>. (5.13)
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. . ds
Zavedeme novou nezéavisle proménnou s vztahem s = sinv). Pak — = cost =v/1 — s? a tedy

dv

d doe d dO ds ds d doe
! r_ = il I ST Rl B SR B _ 2 _
(©' cos ) e (cosﬁ ) ds( 1-s . d19> 30 V1i—s P ((1 s )ds>
d?e de
= — g2 = 9~
V1—s ((1 s )d52 2s ds)'
To znamend, ze rovnice (5.13) se transformuje na tvar

_ g2 2 2(1 _ o2
1@3 ((1—5)2d@ 2@)+2NE7°7§21 S):m2.

ds? 5 ds
Oznacime
B 2uETr?

A 2

(5.14)

a predchozi rovnici upravime na tvar

d? d 2
(1—5%%—255—!—0\—%)@—0.

To je rovnice pro pfidruzené funkce k Legendreovym polynomtim, sr. B.1.6. Tato rovnice ma ohranicené feseni
pouze pro A = (I + 1), kde I = 0,1,2,.... Vlastni funkce jakozto m-té derivace Legendreovych polynomt
stupné [ jsou nenulové pouze pro m < [. Charakteristické hodnoty energie tedy podle (5.14) jsou

h? h?
=Il(l+1)— 1=0,1,2,... =0,1,2,...,;
2/[[’2 (+) ) Ly &y , M ) Ly &y RS

Eni=101+1) 57’

pfitom I = pur? je moment setrvacnosti uvazované astice.

5.1.3 Kvantovy oscilator

Uvazujme castici, kterd se mtze vyskytovat pouze na pirimce. Jeji potencialni energie mé klasicky tvar energie

harmonického oscilatoru )
V=V()= §uw2:172,

kde p oznac¢uje hmotnost ¢astice a w jeji frekvenci. Rovnice (5.4) v tomto pfipadé nabyva tvar

0? 2 1
Wﬂi + —'u (E - E,uwzx2) 1/) =0. (515)

V této rovnici nejprve zménime délkové méritko, tj. zavedeme novou nezavisle proménnou & vztahem

Pak
OO (00N 0 (0000 06 _ 0 ( [pwdv [uw  pw 0%
022" Oz \0x) 0 \0E0x) dx O h o¢ h h o0€’
a rovnice (5.15) prejde na tvar

pod W R b
h 0&? h? h? uw

Y =0,

ktery lze upravit na
0% 9 2F
_ = . 1
se = v (5.16)
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Integral [ [1(€)|? d¢ ma podle (5.5) konvergovat. Proto budeme Feseni rovnice (5.16) hledat ve tvaru

kde H je polynom. Pak

821/}_ 0 81/) &22 _ 0 ! 7§ _ " / ! 7%_
8—52_8_5( )_a—§<(H—§H)e >_(H ~H—¢H —¢(H' —¢H))e™ = =

52

= (H"—2¢H + (& -1)H)e =

a po dosazeni do rovnice (5.16) dostaneme

2 2 2F 2
(H" —2¢H' + (€2 —1)H) e~ = —2He = + aHe*% =0,
po upravé
2F
H" —2¢H' — —1|H=
i+ (35 -1)
o . E -
P1i oznaceni A = T 1 dostaneme rovnici
H"” —2¢H' + )\H = 0. (5.17)
To je diferencilni rovnice pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy, sr. B.3.3. Ta m4 feseni v oboru polynomii
pouze pro A = A\, =2n,n =0,1,2.... Odtud dostaneme, Ze Hn — 1 = 2n, neboli Ze mozné hodnoty energie
tvori diskrétni mnozinu o+ 1
En="""hy, n=0,1,2,.... (5.18)

Ziskany vysledek odivodnuje Planckiiv vyklad interakce zafeni s latkou za predpokladu, ze latku mtzeme
povazovat za soubor oscilatorti, z nichz kazdy vysila nebo pohlcuje zafeni o frekvenci jemu vlastni. Vymeéna
energie je omezena vlastnimi hodnotami pro dané oscilatory tak, ze mutze probihat pouze v jednotkach fuw.

Pro A = 0, tedy pro zakladni stav odpovidaji energii Fy = %hw, je feSenim rovnice polynom nultého stupné,
tj. konstanta. Vlnova funkce vy odpovidajici zdkladnimu energetickému stavu je tedy dana vztahem

|~
mlw

Yo(§) = ce”

Vratime-li se k puvodni délkové jednotce, dostaneme vinovou funkcei ¢astice v zakladnim stavu

(5.19)

Yo(x) = ce" T

Hodnotu konstanty ¢ ur¢ime z podminky (5.5) kladené na vlnovou funkei, tedy z podminky

(%) (%) » ) oo » 3 (%) 3
1= / o (z)|*dz = ¢ / ‘e_ﬁ””2 de =c? / e m Ty = 2y | — / e " ds = ¢? —W;
\/ pew \/ pew

— 00
[ o

vyuzili jsme rovnost (B.21). Odtud dostaneme ¢? = g— To znamen4, Ze hustota rozlozeni pravdépodobnosti
T

vyskytu ¢astice v zakladnim stavu je

h
Jednd se o hustotu norméalniho (Gaussova) rozdéleni pravdépodobnosti se stfedni hodnotou 0 a rozptylem CY
Jw

Hodnoty energie F,, dosadime z vyjadfeni (5.18) do rovnice (5.16) a tu upravime na operatorovy tvar

0? 9
(6_52 _5 > 7/}n = _(2n+ 1)7/)na (5'20)
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kde v, oznacuje vlastni funkci pfislusnou k n-té vlastni hodnoté. S vyuzitim rovnosti (5.20) dostaneme

2
<8+§><8 é)wn—(aw)(aw" wn)—a‘/’us%—wn P ey =

29 29 23 29 29 29 29
62
<6_§2 -§ ) Pn — Pp = _(2n + 1)¢n — = _2(n + 1)1%7 (521)
jinak FecCeno, funkce v, je vlastni funkci operatoru — 5 +£ 5 — ¢ | prislusnd k vlastni hodnoté 2(n +1).
Podobné dostaneme 5 5
— — n = —2ny,, .22
(5-¢) <a§+s>¢ i (5.22)
. . ] ] , 0 e ) ,
takze funkce v, je vlastni funkci operatoru — 3_5 — 7€ € + & | prislusné k vlastni hodnoté 2n.
Na obé strany rovnosti (5.21) aplikujeme linedrni operétor 8_§ — ¢ ). Dostaneme

(39 G -2 (3

neboli 5 5 5 5
e + Y = n+1 < > Yn,
() (e +9)] (5 =) oo =2 (5 -

. . 9 . ) ) , S ]
coz znamena, ze funkce 3_5 — & | 1, je vlastni funkci operatoru — 3_5 — 5 + & | prislusnou k vlastni
hodnoté 2(n + 1), takze vzhledem k (5.22) je

0 =) Un=20 (5.23)
85 n n+1- .
Analogicky odvodime vztah
0
= 1. 5.24
(55 +€) o = (5.24)
Vzorec (5.23) lze vyuzit jako rekurentni formuli pro vypocet vlastnich funkei v, n = 1,2,... piislusnych

k jednotlivym energetickym hladindm FE,, z vlnové funkce (5.19) pro zakladni stav.

Relace (5.23) a (5.24) lze také interpretovat jako popis prechodu ¢astice z jedné energetické hladiny na
sousedni. Ponévadz energie se v procesu musi bud objevit (oscilator v latce pfijme energii) nebo zniéit (oscilator
v latce vyzari energii), nazyvaji se operatory na levé strané rovnosti (5.23) a (5.24) operdtory kreace a anihilace.
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Priloha A

Okrajové ulohy pro obycejné
diferencialni rovnice

A.1 Formulace uloh

Oznaceni: C*(0,¢) — mnozina funkei k-krat diferencovatelngych na (0, ¢), £ € R*.

A.1.1 Diferencialni operator
Budte a,b,c € C°(0,¢), a(z) # 0 pro z € (0,¢). Linedrni diferencidlni operdtor druhého ¥idu L = L(a,b,c) :
C?(0,¢) — C°(0,¢) definujeme piedpisem

Ly(z) = a(z)y”(z) + b(x)y'(z) + c(z)y(x), = €(0,0).

Rovnice
Ly = g€ C%0,¢)

je linearni diferencialni rovnice druhého fadu; v pfipadé g = 0 homogenni, v opa¢ném nehomogenni.
Budte p € C1(0,¢), g € C°(0,¢). Pak operator L(—p, —p',q) dany vztahem

L(=p. 1, a)y(x) = —p(@)y"(z) = ' (2)y (@) + a(@)y(z) = —(p(x)y (@) + a()y(x)

nazveme samoadjungovany. Kazdy linearni diferencidlni operator druhého fadu L(a, b, ¢), pro jehoz koeficienty
a, b plati

je samoadjungovany. Rovnice

—(p@)y @) +q@)y(@) = fx), =€ (0,0)

se nazyva samoadjungovand nebo Sturmova - Liouvilleova rovnice.
Kazdou linearni diferencialni rovnici s koeficientem a € C1(0, /) lze vyjadfit v samoadjungovaném tvaru.

D.: Bud

(pa)afa)) = (" la(e) = W @)ala) + D) = ple) S afa) 4 plo' (o) =
= p(x)b(z)
tedy
p(z)a(z)y” (z) + p(2)b(z)y (z) + p(z)e(z)y(z) = p(z)g(z)
je samoadjungovand rovnice (p = —pa, q = pc, [ = pg).O
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A.1.2 Okrajové podminky

Budeme hledat feSeni rovnice

které spliuje nékteré z nasledujicich podminek.
Newtonovy podminky:
aoy(0) + Boy'(0) = yo,  awy(0) + By (6) = w1,
pricemz of + A3 # 0 # of + f37.
Dirichletovy podminky:
y(©0) = yo,  yl0) = y1.
(Jsou zvlastnim pripadem Newtonovych podminek pro g = a3 =1, o = 51 =0.)
Neumannovy podminky:
y'(0) = o, y'(0) = yi.
(Jsou zvlastnim piipadem Newtonovych podminek pro ap = a3 =0, By =1 =1.)
Podminky periodicnosti:
y(x) =y(x +¢) prokazdé z € R.

Podminky omezenosti:
y(x) je omezend pro x — 0+, y(x) je omezend pro x — £ — .

U podminek omezenosti muzeme pripustit £ = oo a jako levy okraj pouzit —oo, nikoliv 0.

Podminky rtizného typu lze kombinovat; mizeme naptiklad pozadovat splnéni Neumanovy podminky v levém
krajnim bodé€ a podminky omezenosti v pravém krajnim bodé.

Jakoukoliv okrajovou podminku nazveme homogenni, jestlize s libovolnymi dvéma funkcemi y;, yo, které
této podmince vyhovuji, vyhovuje téze podmince i jejich libovolna linearni kombinace k1y1 + kayo.

Newtonovy podminky s yo = y1 = 0, podminky periodi¢nosti i podminky omezenosti s y; = 0 nebo yo = 0
jsou homogenni.

Okrajova tloha, v niz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni se nazyva homogenni okrajovd uloha,
v opacném pripadé nehomogenni okrajovd tuloha.

A.1.3 Symetricky diferencialni operator
Rekneme, ze operdtor L je symetricky na mnoziné M C C?(0,/), jestlize pro véechny u,v € M plati

£

4
0/ Lu(z)v(z)dz = / u(z)Lo(z)dz .

0

Bud L = L(—p, —p’, q¢) samoadjungovany operator. Pak plati (s vyuzitim integrace ,per partes®)

4 4
0/ Lu(z)v(z)dz — 0/ w(z)Lo(z)dz =



e Samoadjungovany operator L = L(—p, —p’, q) je symetricky na mnoziné funkci, které splituji homogenni
Newtonovy podminky.

Qo

D.: Jeli By # 0, pak v/(0) = ——wu(0),2'(0) = —B—’U(O), takze v'(0)u(0) — «/(0)v(0) = 0.

0
Je-li ap # 0, pak u(0) = —a—u’(O), v(0) = —%v’(O), takZze opét v’(0)u(0) — u’(0)v(0) = 0.
0 0
Analogicky ovéfime, ze v'(¢)u(l) — v/ (¢)v(€) = 0. O

e Pokud funkee p je (-periodickd, pak samoadjungovany operétor L = L(—p, —p’, q) je symetricky na mnoziné
{-periodickych funkci.

A.1.4 Homogenni okrajova uloha s parametrem

Necht A € R. Uvazujme homogenni okrajovou tlohu pro rovnici
Lu(z) = Mv(x).

Tato tloha ma vzdy trividlni reSend v = 0. Pokud existuje netrividlni feSeni v = v(z), nazveme ho vlastni funkci
okrajové ulohy a parametr A nazveme vlastnim cislem operdtoru L.

Je-li X vlastni ¢islo operdtoru L a v = v(x) je pFislusnd vlastni funkce uvazované okrajové ulohy, pak také
funkce cv je pro libovolnou konstantu ¢ € R vlastni funkci.

Jestlize vlastnimu ¢islu A odpovidé k linedrné nezavislych vlastnich funkci, fekneme, ze A je k-ndsobné viastni
cislo.

Oznacme M, mnozinu funkci splinujicich prislusné homogenni okrajové podminky. Je-li operator L symet-
ricky na mnoziné My, a 0 # A1 # Az jsou jeho dvé vlastni ¢isla, pak odpovidajici vlastni funkce jsou ortogonalni
v prostoru £2(0, ¢).

D.:
¢ . ‘ . ¢ . ‘
/vl(x)vg(x)dx = )\—/Alvl(x)vz(:r)dx = )\—/Lvl(:zr)vz(:c)d:r = )\—/vl(x)va(x)dx =
0 i Yo i
\ 0
= —2/vl(x)v2(:17)dx.
AL
0
o A2 .
Kdyby [ vi(z)ve(z)dz # 0 pak by Sl 1, coz by byl spor. [
0 1
Piiklady:

Uvazujme samoadjungovany operator L = L(—a?,0,0), kde a je néjaké nenulova konstanta. Rovnici
—a’y"(z) = Ny(x) (A1)
muzeme piepsat na tvar
A
y'(@) + Sy(z) = 0.

Reseni této homogenni linearni rovnice druhého radu zavisi na znaménku parametru A. Obecné feSeni rovnice

je dano vztahem
Aexp <;/\x) + Bexp <—;|)\:17) , A<O,

|al a
y(r) = { Az + B, A=0,
Acos\|/—X|x + B sin\l/—X'x, A >0,
a a

kde A, B jsou né&jaké konstanty.
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1) Hled4dme FeSeni rovnice (A.1) na intervalu (0, £), které spliiuje Dirichletovy homogenni okrajové podminky

y(0) =0 = y(0).

Je-li A =0, pak ma platit
y(0)=0=B, y{l)=0=Al+ B,

takze B = 0 a v dusledku toho také A = 0 a rovnice mé pouze trividlni feSeni.
Je-li A < 0, pak mé platit

y0)=0=A+B, tj.B=-A,  y()=0=AcT "~ Ae W =245 hV| lAz
a

pro —A > 0 je vSak sh —— é > 0 a z toho plyne, ze A =0. Rovnice (A.1) mé opét pouze trividlni FeSeni.

| |
Je-li A > 0, pak mé platit

y(0) =0= 4, y(0)=0= Bsin\/—xf.

|a
k 2
\|/_|€—kﬂ'prok€Z k#0, tedy A = (%“) pro k =1,2,3,..., nebot A > 0.

Vlastni &isla operatoru L(—a?, 0,0) s homogennimi Dirichletovymi podminkami na intervalu (0, £) a p¥islugné
vlastni funkce jsou

Odtud plyne, ze

2
= (?) ’ vk(x):Sinkﬂza'Ia k=1,2,3,....

2) Nyni hleddme feSeni rovnice (A.1) na R, které spliiuje podminky periodi¢nosti

y(z) = y(z +£).

Je-li A < 0, pak je feSeni y(z) je monotonni; konkrétné rostouci pro A > 0 nebo A = 0, B < 0, klesajici pro
A < 0nebo A=0, B> 0 a konstantni nulové pro A = B = 0. Uloha mé tedy pouze trivialni Feseni.

Pro A = 0 mé rovnice feSeni y(z) = Az + B, které je periodické a netrivialni pouze pro A = 0, B # 0. Prvni
vlastni ¢islo tedy je Ag = 0 a prislusné vlastni funkce vy je nenulova konstanta.

A A
Pro A > 0 m4 rovnice feSeni y(z) = Acos —x + Bsin —x které m4 spliiovat podminku

A cos\/X x+ B sm\/_ =A cos\/_ (x+¢)+B sin\/—X

lal lal lal lal
<\/X VA VA f) <\f 2 VA ﬁ)

cos—xcos—f—sn—:vs ||€ sn—xcos—f—i— 0s —x sin —/

lal |al lal |al

= (A COS\|/—X|€ +B Sin\|/—x|f> o VA <—A sin\|/—X|€ + Bco \|/—| é) sm\|/——)\|x.
a a a a

(x40) =

cos T+
|al
A A
Ponévadz funkce cos\|/—_|x a sin W,T jsou nezavislé, plyne odtud
a a

Acos\/—Xﬁ + B sin\/—xﬁ =A —A sin\/—Xé + B cos\/—xé = B,

lal lal ’ lal lal

neboli



Tato homogenni soustava linearnich algebraickych rovnic pro neznamé A, B mé nenulové feseni pravé tehdy,
kdyz determinant jeji matice je nulovy, tj. pravé tehdy, kdyz

2 2
(cos%ﬁ — 1) + <sin\|/7—/\|€> =0.

A A A
Tato rovnost je splnéna pravé tehdy, kdyz cos\|/——|£ =1 asin ﬂé = 0, coz znamena, ze \l/—_|
a a a

Celkem tedy vlastni &isla operatoru L(—a?,0,0) s podminkami periodi¢nosti a pifslusné vlastni funkce jsou

{=2kr, ke Z.

Ao =0, wo(x)=const#0,

14

Kladna vlastni ¢isla jsou tedy dvojnasobna.

2kma\’ 2k 2%
A\ = ( ﬂ-a) ,  vg(xz) = cos TW:E, Ok (2) =sin7ﬂ-x, k=1,2,3,....

3) Nakonec najdeme TFeseni rovnice (A.1) na (0, 00), které splituje podminky omezenosti
y(x) je omezend pro x — 0+ a pro z — 0o.
Je-li A < 0, pak

lim [y(z)| =

Tr—r00

oo, AF#0,
0, A=0.

V tomto ptipadé tedy vSechna zaporna ¢isla A_ jsou vlastnimi ¢isly a prislusné vlastni funkce jsou

—A_
v_(x)=e Ta “.

Podobneé pro A =0 je

lim |y(z)| =

Tr—r00

oo, A#0,
B, A=0.

Cislo A\g = 0 je vlastnim ¢islem a piislugna vlastni funkce je
vo(x) = const £ 0.

Pro A > 0 jsou vSechna feseni omezena, takze jakékoliv kladné ¢islo A4 je vlastnim cislem a pfislusné vlastni
funkce jsou

v4(x) = cos
A.1.5 Sturmova-Liouvilleova tloha

—(p(@)y' (@) + q(2)y(z) = My(x),  z€(0,0),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(f) + Bry'(¢).

e Sturmova-Liouvilleova tiloha méa nekoneéné mnoho vlastnich ¢isel A1, Aa, ..., pro ktera plati
min{g(z) : x € [0,]]} < A1 < A2 < --+; lim A\, = 0.
n—oo

e Kazdému vlastnimu ¢islu Sturmovy-Liouvilleovy tlohy pfislusi pravé jedna normovana vlastni funkce.

e Vlastni funkce v, = v,(z) odpovidajici vlastnimu ¢islu A, mé v intervalu (0,¢) pravé n — 1 nulovych
bodt. Mezi kazdymi dvéma sousednimi nulovymi body vlastni funkce v,, lezi pravé jeden nulovy bod
vlastni funkce v, 1. Zejména vlastni funkce v; neméni znaménko na intervalu (0, £).
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e Posloupnost {v,}52; normovanych vlastnich funkci Sturmovy-Liouvilleovy tlohy tvofi uplnou ortonor-
malni posloupnost na [0, £]. Tj. je-li funkce f € £2(0, ), pak Fourierova fada funkce f vzhledem k orto-
norméalni posloupnosti {v,, }2° ; konverguje k funkci f podle stiedu (konvergence v prostoru £2(0,¢)). Je-li
funkce f navic spojita a spliiuje homogenni okrajové podminky, je tato konvergence stejnomérna.

D.: J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencialni rovnice, MU Brno 1995, str. 158-163. Dtikaz je tam proveden pro
piipad p=1. 0

Tvrzeni jsou ilustrovana piikladem 1) z predchoziho odstavce.

A.2 Reseni nehomogenni okrajové tilohy

A.2.1 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
Fourierova metoda

Ly(z) = —(p(2)y'(2)) +ql@)y(z) = f(x), € (0,0,
aoy(0) + oy’ (0) = 0 = ary(f) + By’ (¢).

e Najdeme posloupnost vlastnich ¢isel {\,}52; a ortogonélni posloupnost pfislusnych vlastnich funkei
{vn }52; Sturmovy-Liouvilleovy tlohy, tj. rostouci posloupnost ¢isel {\,, }5° ; a posloupnost funkei {v,, }22 ,
které splnuji:

Lo, (z) = Ao (2),

aovn(0) + Bov,,(0) = 0 = ayv,(€) + Brv),(£).

e Funkci f vyjadiime ve tvaru
> 1
=Y dyvn(x), kde d, = —— / F(E)vn(€)dE.
n=1 0

e Reseni tilohy hleddme ve tvaru

Musi tedy platit

= L <i CnUn (.T)) = i CnL'Un(,T) = i Cn)\nvn(x) ,
n=1 n=1 n=1
takze

ch)\ v (2 Zd vn (),

z ¢ehoz plyne

dn
cp = /\—n, n=12,...,
pokud vSechna vlastni ¢isla jsou nenulova.
Hledané feseni tedy je
= u(@) | [ o 0a(©)vn(a)
Un\T Un(&)op (2
y(@) = 2 / F©)vn(©)ds = / <f(€)z 2 ) 3
Al / ST &l

Oznac¢ime-li



lze TeSeni zapsat

4
y(x) = [ f(G(z,€)dE.
/

A.2.2 Nehomogenni rovnice s homogennimi Newtonovymi podminkami —
metoda variace konstant

Ly(x) = —(p(2)y'(2)) + ql@)y(z) = f(x), (0,0,
apy(0) + Boy’(0) = 0 = aqy(l) + Sy’ (¢).

e Najdeme feSeni u, v dvou pomocnych homogennich tloh
Lu = —(pu') 4qu = 0, apu(0) + Bou/(0) = 0,
Lv = —(p) 4qu = 0, )+ B10'(0) = 0.
Funkce u, v nejsou urceny jednoznac¢né. Vezmeme ty, které jsou linedrné nezavislé.
e Pro Wronskian W(z) = wu(z)v'(z) — v/(z)v(z) funkel w, v plati p(z)W(z) = K, kde K je nenulovd
konstanta, nebot
W) = (p(w' — u’v))/ = puv’ + pu'v' + puv” — p'u'v — pu’v —pu'V =
= (" +pV)u —(pu" +pu ) = (') u—(pu') v =quu—quv = 0,
kdyby K = 0, pak by W = 0, coz by byl spor s lineadrni nezavislosti.

e Reseni nehomogenni tilohy hleddme metodou variace konstant, tedy ve tvaru

y(x) = al@)u(@) + ca(x)v(z).
Funkce y méa byt feSenim dané nehomogenni rovnice, takze musi platit
f = Llcqu+cv) = —(p(clu)’)/ + gcru — (p(cw)’)/ + gev =
= —p(du+2du +cu’) —p' (dlu+ ) + qgeru —
—p (chv + 2chv" + cov”) — P’ (chv + cav') + qeav =
= a (-pu” —pu' + qu) — peru’ — p(ciu+ o) — p'eyu +
co (—pv” — p'v' + qu) — pcyv’ — p (v + cH') — plehy =
= c¢iLu—pdiu’ — (p(cg_u))/ + coLv — peyv’ — (p(c’zv))/ =
= —p(cu’ + ') — (p(chu+ chw))’.

Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz funkce c;, co spliiuji soustavu rovnic

i ()u(z) + dy(z)v(x) = 0, (A.2)
(@) + () = 1
p(x)
Plati tedy
vy = L0 | e 1 [u@ 0| faule)
T W | g v@ KT Wy | we) 5 K
(A.3)
e Funkce y(z) mé spliiovat okrajové podminky, tj.
ap [c1(0)u(0) + c2(0)v(0)] + Bo [¢}(0)u(0) + ¢1(0)u'(0) + ¢5(0)v(0) + c2(0)0'(0)] = 0,
ay [er(O)u(l) + ca(O)v(l)] + B [L(O)u(l) + c1(O)u' (€) + h(£)v(l) + ca(O)V' ()] = 0,
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po upravé s vyuzitim (A.2)
c1(0) (cou(0) + Bou’(0)) + ¢2(0) (v (0) + Bov'(0)) = 0,
1 () (eru(l) + pra’(€)) + co(0) (arv(f) + B1v'(6)) = 0;
kazda z funkci spliiuje jednu okrajovou podminku, tedy
2(0) (agu(0) + Bov’(0)) = 0,
c1(6) (au(l) + pru'()) = 0,

takze
Cl(f) = 0, 62(0) = 0. (A4)

e Reseni tlohy je
Oznacime-li

lze TeSeni zapsat

A.2.3 Greenova funkce

Funkci G : [0, 4] x [0,¢] — R nazveme Greenovou funkci homogenni okrajové ulohy

Ly(x) = —(p(a)y () +a(x)y(@) = 0, =€ (0,0),
agy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(l) + Bry'(6).
kde p(x) > 0 pro x € [0,1], jestlize
(i) G je spojitd pro x € [0, £] x [0, 4],
(ii) G je symetrickd, tj. G(z,&) = G(&, x),
(iii) pro kazdé £ € [0, 4] ma funkce G(-, &) spojité derivace druhého Fadu,
)

(iv) pro kazdé £ € [0,¢] je funkce G(-,&) FeSenim uvazované okrajové tlohy,

: . __r
(V) mlirg—i- GI(Iag) - mlirgi GI(Iag) - p(g) pro g € (Ové)

Plati: M4-li uvazovana homogenni okrajova tiloha jen trivialni feseni y = 0 a jsou-li p € C1(0,¢), g € C2(0, /),
existuje pravé jedna jeji Greenova funkce. Nehomogenni okrajova tloha

Ly(z) = —(p@)y (2)) +q@)y@) = f@), =€(0,0),
apy(0) + Boy’(0) = 0 = aqy(l) + By’ (¢).
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ma pak jediné feSeni tvaru

= /éf(é“)G z

D.: I. Kiguradze: Okrajové tlohy pro systémy linearnich obycejnych diferencialnich rovnic, MU Brno 1997,
str. 82. Dikaz je proveden pro mnohem obecnéjsi situaci. [J

A.2.4 Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Ly(z) = —(p(2)y (2)) +q(x)y(z) = f(z), = €(0,0),
aoy(0) + Boy'(0) = wo,  ary(l) +Luy'(€) = 1.

Jestlize funkce w = w(x) splituje okrajové podminky

aow(0) + Sow'(0) = o, arw(l) + frw' () = n

a funkce u = u(x) je feSenim tulohy

s homogennimi okrajovymi podminkami

apu(0) + Bou/(0) = 0 = aqu(l) + B’ (¢),

pak funkce
y(@) = u(@) +w(z)

je TeSenim uvazované tlohy.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodussim tvaru, napriklad polynom.

Cviceni
Reste okrajové ulohy

2
1) —y" — —y’ =0, z € (0,1); y(1) = yo, y je omezena pro x — 0.
2) — (2%y )—0 z € (1,00); y ()—yo,mli_)r{.loy(x)zo.
3) —(zy') =0, x € (1,00); y(1) = yo, ¥ je omezena pro x — oo.
4) —zy’ — y—O x€(12) y(1) =1, y(2) =0.

Y1,
5) —2%y” —xy’ + k*y =0, x € (0,0); y(¢) =1, y je omezend pro x — 0 ; k je parametr.
6) —xy" —y' = —x, x € (0,0); y(0) = y() = 0
7) y”—sinx xz € (0,2m); ¥'(0) =/ (2m) =
NaJdete vlastni funkce okraJovych iloh a vlastm Cisla pfislusnych operatori
8) —v" = Av, xz € (0,0); v'(0) =2'(¢)
9) —v” =X, z € R; v(z) =v(z+ 2m).
10) —v" + quv = Av, = € (0,£); v'(0) =0, v(¢) = 0; ¢ je parametr.
Reste okrajové tilohy
11) —y" — w?y = f(z), z € (0,£); y(0) = y({) = 0; w je parametr.

12) —y" -3y = =5, @ € (0,7); y(0) = y(r) = 0.
13) Najdéte Greenovu funkei ulohy —y” +y =0, y(0) = y(1) = 0.

. n2—Inzx z\ Ik PN P
Vislediey: 1) y(@) = uo 2) y(e) = % 3) y(@) = o 4) y(x) = 11" FF 5) y(a) = (£)"™ 6) nemé feseni
7) y(z) =sinz — x4+ C, C je libovolna konstanta 8) A, = (%F)7, v,(z) = cos Yz, n=0,1,2,... 9) A, =n?,

2
vp(x) = Cp cosnz+ Dy, sinnz, Cy,, D, jsou libovolné konstanty, Cy # 0,n =0,1,2,... 10) A\, = ¢+ (%) ,
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vp(x) = cos

B je libovolna konstanta;

(2n+1)

zlff

12) y(z) =

o0

pIY:

S—x. 11) y(z) = Bsin kx s ff sin A7

SlIl w —

sinkx
(k2=3) —

wsin wl

% (cos\/gx — cotg\/gﬂ' sin\/gzzz)

100

+3(z—m) 13) G(x,§) = {shmzﬁ(11—£)7

L

T(¢—a)dipro L =keNa Jf({)sin%”{dg =0,

z)d¢ — snwr ff sinw(é —z)dé =20 [ f(&) Y TEENM T q¢ pro 2L ¢ N
] -

sh(l—z)sh¢ OS&SxS 1

] , 0<r<é<Ll



Priloha B

Specialni funkce

B.1 Legendreovy polynomy
B.1.1 Definice

Legendretv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé = € R definovan vztahem

1 4, "
Pa(@) = gopgm@ — 1"
Zejména
Py(z) =1 Py(z) = 3(32% — 1) Py(z) = (352 — 3022 + 3)
Pi(z) ==z P3(z) = 1(52% — 3x) P5(x) = 1(632° — 702* + 152)
Ponévadz

_ k £2(n—k) " p2n—2k _ ( 2n—2k
D S ) D S D e s

k=0 =0
plati
dr & (—1)k 2n—2k
Pu(z) = 5= Y oz
(@) = g Kn— k)"
k=0
Tedy pro m € N je
gn (o Pt 2 (1) — 28)
P. m = 4m—2k = mehet =
2 dz2m kzzo 22mEl(2m — k)!x dg?m—1 kgo 22mEl(2m — k)! !
m—1 2m—1
o am (—=1)*(4m — 2k)x4m—2k—1 _
dgp2m—1 22mEl(2m — k)!
k=0
@ PO (—1)R(Am — 2k)(Am — 2k — 1) 4 oo —
= gem-2 22k (2m — k)! N
k=0
@ 2m—1 (=1)F(4m — 2k)! LAm—2k=2 _ —
= e P 22mEl(2m — k)!(4m — 2k — 2)! = =
B i (=1)F(4m — 2k)! L2(m—k)
—~ 22mkl(2m — k)!(2m — 2k)! 7
analogicky
m—1
(—1)*(4m — 2k — 2)! 2(m—k)—1
Pyt = " ’
2m—1 Z 22m—1k!(2m_k_1)!(2m—2k—1)!x

k=0
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souhrnné

[

w[3

] (—=1)*(2n — 2k)!

P =2 5akitn = W)itn = 2.

a2k (B.1)

k=0

B.1.2 Rekurentni vztahy pro Legendreovy polynomy

Pomoci (B.1) 1ze odvodit:

2n+1 n
Poii(z) = 1 xPp(z) — n—l—lP" 1(x), n=1,2,... (B.2)
n

B.1.3 Véta
Legendretv polynom P, je pro kazdé n € NU {0} Fesenim diferencidlni rovnice

(1—2%)y" () — 22y (z) + n(n+ Dy(z) = 0 (B.4)
s podminkou y(1) = 1.

D.: Pron =0 je tvrzeni ziejmé. Necht tedy n > 0.

2zn(x? — 1)" 1
2 -
. '(x — 1) Pak n/(z) = T

tuto rovnost (n + 1)-kréat (s vyuzitim Leibnizovy formule):

Polozme n(x) = , takze (22 — 1)1/ (x) = 2onn(z). Derivujme

(@ = D) + (n+ 2D @) + Doy ) = g (a0 @) + (04 V(@)
(@ = D) (@) + 209D (&)~ + Dy @) = 0,

a ponévadz n(™ (z) = P,(z), vidime, ze P,(z) je feSenim uvedené rovnice.

Pfimym vypoctem ovéiime, ze Py(1) = P;(1) = 1. Odtud a z rekurentni formule (B.2) tplnou indukei
plyne, ze P, (1) =1 pro kazdé n e NU {0}. O

Rovnici z tvrzeni véty lze také zapsat ve tvaru

(1 =22y (2)) +n(n+ y(z) = 0. (B.5)

B.1.4 Véta (Orthogonalita Legendreovych polynomii)
Pro Legendreovy polynomy plati
1 0, m #n,
/Pn(x)Pm (x)dz = 9
-1 2n+1’

D.: Budte n,m € NU{0}. Rovnici (B.5) jednou napiseme pro y(z) = P,,(z) a vyndsobime P, (z), podruhé ji
napiseme pro y(x) = P,(z) a vyndsobime P,,(x):

m =n.

(1 = 2?) P, (2)) Pu(z) +m(m + 1) Py(z)Pu(z) = 0,
(1 = 2?)PL(2)) Pu(x) + n(n + 1)Py(z)Pp(z) = 0.
Tyto rovnice odecteme, upravime a zintegrujeme v mezich od —1 do 1. Dostaneme
(1 = 2*)PL(2)) Pu(z) = (1 — 2®)PL(2)) Pu(a) + (m(m + 1) = n(n + 1)) Py(2)Pn(z) = 0,
((1=22) (P (@) Pa(@) = Pu(@)Pi(@))) + (m = n)(m +n+ D)Pu(2)Pu() = 0,
1
[(1 — ;52)(P7’n(:v)Pn(:v) — Pm(x)Pé(x))]il +(m—-—n)(m+n+1 /Pn dr = 0,
—1

102



a ponévadz prvni sc¢itanec se rovna nule, plati pro m # n
1
/Pn(a:)Pm(:zr)d:c = 0.
-1

1
Pro vipocet |P,|> = [ (P.(x))?dz pouZijeme n-krat metodu per partes. Pro zjednoduseni zépisu ozna-
1

¢ime Q(x) = (2% — 1) a uvédomime si, Ze 1 a —1 jsou 2n-nésobné koteny polynomu Q.

S (273”1)2 / QMY (@)Q" V(x)de = - = (-1)" (2§n!)2 _/11 QP (2)Q(x)dz

2 1 1
_ (1) <ﬁ> /(Qn)!(xQ—l)"da: _ (_1)"%/@“)”@_1)”@

-1

Pro vypodet integralu [ (z + 1)"(z — 1)"dx opét pouzijeme n-krat metodu per partes:
-1

d =
n+1 n+1 .

/l(xﬂ)n(w_l)ndx - {(Hl)nw]ll —/ln(:v+1)"1w

1

_ n n—1 _ n+1 _
= n+1/(w+1) (x —1)" " da

—1

1

n [(x+1)n1(a:—1)"+2rl n—1

_ 1 n—2 -1 n+2d —
n+1 n+2 _ n+2/(x+ ) (2 ) .
-1
(- 1) (n-1)-1 1
n(n — nn—1)---
— 1n72 _1n+2d - .. = _1n/ _12nd —
(n+1)(n+2)/(x+ @ =) de (n+1)(n+2)...(2n)( )" [ (e = 1)Tde
-1 -1
PR NG iy N 1) RO o) RO ) il
 (2n)! 2n+1 . (2n) 2n+1 (2n)!(2n + 1)
Celkem tedy
1
2. n (2n)! a (n)222ntl 9
/(P"(I)) = e Y 2@ T et
21
O
B.1.5 Véta
Legendreovy polynomy P, jsou vlastnimi funkcemi homogenni okrajové tlohy
-(1- J:Q)y’(:zr))/ = \y(x), y(x) je omezend pro x — 1 — a proxz — —1+ (B.6)

prislusné k vlastnim ¢islim A = n(n+1), n =0,1,2,.... Jind vlastni ¢isla tato Gloha nema.
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D.: Reseni rovnice budeme hledat Frobeniovou metodou (tj. budeme feseni piedpokladat ve tvaru mocninné

fady). Mame
(oo}
x) = Z anx",
n=0

= Z napz" ! = Z(n + Dapt12™,
n=1 n=0
(1 -2y (z) = Z(n + Dapiz™ — Z(n + Dap12" ™2 =
n=0 n=0
Z n+ Dapp12” Z(n —Dap—12" = a1 + 2a2z + Z ((n + Dapy1 — (n— l)an,l)x",
n=0 n=2 n=2
-(1- xQ)y/(a:))/ = —2a9 — Z n((n+1ant1 — (n— Dap_1)a" " =
n=2
= —2ay9 — Z(n +1)(nan — (n+ 2)an42)a" = Z(n +1)(nan, — (n + 2)an42)z"
n=1 n=0
Tedy
Z(n +1) (nan —(n+2) an+2 Z Aapz™.
n=0

Odtud plyne Aa, = (n + )na, — (n + 1)(n + 2)a,12, takze

nn+1)— A

n+)n+2)™ (8.1

Ap+42 =

Fundamentalni systém feSeni rovnice (B.6) bude ddn mocninnou fadous ag = 1a a; = 0 a fadous ag =0

aa; =1, tedy
0 2k+1)(2k +2) — A
= b2kt kde bp =1, b = ( b
yl(iﬂ) kzz:o kL , € 0o y Ok+1 (2k+2)(2k+3) ks
0 2k(2k+1) — A
= 2k kd =1 =— .
Y2 () kZ::() Rt e co , Ckal Ok D2k T 2) Cr

Pokud A = n(n+1) pro néjaké n € NU{0}, je pravé jedna z funkei y;, y2 polynomem, druhd je vyjadiena
nekonecnou fadou. Pokud A # n(n+1) pro vSechna n € NU{0}, jsou obé funkce y1, yo2 ddny nekoneénymi
fadami. VysSetfime konvergenci téchto fad. Ponévadz

i b2 3| 2 lim (2k+1)(2k+2)— |
k—oo bk$2k+1 o k— o0 (Qk —+ 2)(2]{3 + 3) ’
lim Chpr 2] 22 Tim 2k2E+1) =X |
koo | cpx?k | T ke |2+ 1)(2k+2)| 7

fady konverguji absolutné a stejnomérné pro |z| < 1 podle limitniho podilového kriteria a diverguji pro
|z > 1.

Dale plati

lim y; (v Zbk, llm y1(x Zbk, zlgllflJr Ya(z) = llm y1(x ch

r—14 —1-— —1—
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Ponevadz cleny posloupnosti {by } a {ci } od jistého indexu neméni znaménko, 1ze k vySetfovani konvergence

fad Z br, Z cx, pouzit Gaussovo kriterium'. Jest

k=0 k=0
b (2k + 2)(2k + 3) 1 1 (A=2)(k+1)
= =1+-+— ,
by (2k+1)(2k+2) — A ko k2 (2k+1)(2k+2)— A\
a  (k+1)(2k+2) Lol r Ak(k+ 1)
cey1 2k(2k+1) =X ko k22k(2k+1)— )\’

takze obé fady diverguji. Libovolna linearni kombinace ay; + Syo funkci y1, y2 s koeficienty takovymi, ze
la| 4+ |8] > 0 je tedy v prislusném jednostranném okoli alesponi jednoho z bodt 1, —1 neohranicena.

Jedind vlastni ¢isla uvazované tlohy tedy jsou A = n(n + 1) pro n € NU {0} a prislusné vlastni funkce
jsou polynomy. [

B.1.6 Pridruzené funkce k Legendreovym polynomum

vo. v s m . 7 . 4 . .
Pridruzené funkce P,E ] jsou definovany jako feSeni rovnice

(1—a2)2" — 222" + (n(n +1) - =& ) 2 =0, (B.8)

1—22

% ((1 —xQ)%) + <n(n+ 1) - %) z=0,

ktera jsou ohranic¢ena na intervalu (—1,1).
V této rovnici zavedeme novou nezndmou funkei Y vztahem

neboli

m

=(1-2%)2Y(x).

Pak m
- )Y + (1= )Y = (1) (- )Y mal)
((1—962)2')/ (1-2*)7% (1-2°)Y —m:CY))/:
=-mz(l—2?)7 " (1 -2°)Y —maY) + (1 -2°)% (1 —2°)Y" — 22" —maY’ —mY) =
= (1) E (L2~ 20m 4 D1~ )Y 4 (m?? (1 - 2)Y).

Tyto vyrazy dosadime do rovnice (B.8) a postupné upravujeme,

(1+22)2 71 [(1—2?)?Y" —2(m+ Dz(l — 2?)Y' + (m*2? —m(1l — 2?)) Y + n(n+1)(1 +2°)Y —m?Y] =0
(1—2*)?Y" —2(m+ z(1 — 2*)Y' + (m*z> —m(1l — 2*) + n(n+1)(1 — 2*) —m*) Y = 0.

Rovnice (B.8) se tedy transformuje na rovnici

(1-2?)Y" —2(m+ 1)zY’ + (n(n+1) —m(m+1))Y = 0. (B.9)
I Gaussovo kriterium konvergence fady > a, s nezapornymi cleny:
n=0
Necht existuje € > 0 a ohranicena posloupnost {©,}52 ; takové ze =+ B + 1—®n.
an41 n  nlte

oo
Je-li A > 1, pak fada Y ay, konverguje.

n=1

o0
Je-li A < 1, pak fada ) ay diverguje.

OO
Je-liA=1ap>1, pak fada Y ay, konverguje.

n=1

oo
Je-lix=1apu <1, pak fada > an diverguje.

n=1
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Nyni budeme postupné derivovat levou stranu Legendreovy rovnice (B.4):

d
— (1 =-2>)y" - 22y +n(n+1 =(1—2)y" — 22y — 22y — 2y + n(n+ 1)y =
1 Y Y Y Y Y Y Y Y
T
= (1—a)y" —dzy” + (n(n +1) - 2)y,

d
o (1= 2)y" —dzy” + (n(n+1) = 2)y'] = (1 —2?)y"" =232y + (n(n+1) —2-3)y"
T

atd. Obecné pro prirozené ¢islo k£ dostaneme

dk

e [(1—2?)y"” — 22y’ +n(n+1)y] = (1 - 22y —2(k 4+ Dy 4 (n(n+1) — k(k + 1))y(k);

tento vysledek lze ovéfit tplnou indukei. Derivujeme-li tedy m-krat Legendreovu rovnici (B.4), dostaneme
(1 =2y —2(m + Day ™ + (n(n+ 1) — m(m + 1))y™ = 0.

Porovnanim s rovnici (B.9) vidime, Ze feSeni Y rovnice (B.9) je m-kréat zderivované feseni Legendreovy rovnice
(B.4), tj.
dm
dax™

kde P,(x) je Legendretv polynom stupné n. P¥idruzené funkce jsou tedy dény vyrazem

Y (x) P (),

m d™
[m] — (1 - 22)5 —
PM(a) = (1= a%) % T—Pu(a).

Plati véta analogicka k vété B.1.5: Rovnice

2
2\ I / m _
(1-2%)z —2$Z+<)\—m>2—0

m4 FeSeni ohranicené v intervalu (—1,1) pravé tehdy, kdyz A = n(n + 1) pro néjaké n = 0,1,2,.... Tato feSeni
jsou pridruzené funkce P,[lm].

B.2 Cebysevovy-Laguerreovy polynomy
B.2.1 Definice

Cebyseviiv-Laguerreiv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé o > 0 definovdn vztahem

xT dn Cron
Ly(z) = %@(e a”).

Zejména
Lo(z) =1 Ly(z) =12 -2z +1 Ly(z) = 572* — 223 + 327 — 4o + 1
Li(z)=—az+1 Ls(z) = —ta® + 222 -3z + 1 Ls(z) = —gga® + ot — 323 + 5a? — 5w + 1

B.2.2 Explicitni vyjadieni CebySevova-Laguerreova polynomu

3
Necht L, (z) = 3 anpa®. S vyuzitim Leibnizovy formule dostaneme
k=0

e’ <~ (n\ dF _ drR e’ <~ (n RN 1 - w () oF

k=0




Odtud dostaneme

n
An(kt1) k! (k—l—l) B Elnlk!(n — k)! k—n
ane  (k+1)! (n  (k+ D+ D (n—k—1)  (k+1)2’
k
tedy
k—mn

n
Ap(k+1) = mank, k=0,1,2,...,n—1, Gno = (0) = 1.

B.2.3 Rekurentni vztahy pro CebysSevovy-Laguerreovy polynomy
S vyuzitim (B.10) dostaneme

nLn(z) = zn:(_nk (Z) %xk +n,

k=1
e = a0t (3) et = S0t () et

tedy

nLn(z) — Ll (z) = n+zn:(—1)k <Z> (k_ll)! (%_1) 2* = n+"§(_1)k (Z) n];kxk -

k=1 k=1

n—1 n—1
_ ok (n\n—k . VL n—k ;.
= 2.1 (k) s O T =

k=0 k=0

n—1

1) 2F
”kzo( T ey LA )

Odtud dostaneme vyjadieni derivace CebySevova-Laguerreova polynomu pomoci tohoto polynomu a polynomu
nizsiho stupné:

L' (z) = g(Ln(x) — Lo (). (B.11)
S vyuzitim (B.10) také dostaneme
n—1 k—1 n—1
L) — I () — k() [(n-—1 T iy L _
B sy (n—1)! n k=1 , at B
- ;(_ )kk!(n—k—l)! [n—k a 1] (k—1)! +(=1) (n—1)
n—1
B (n—1)! k-1 , att B
= ;(‘N R T
= n—1)"! 2F s n—1)\ z*
- Yy - a0 () = e
Mame tedy dalsi rekurentni formuli
L (z)— L, () + Lp—1(z) = 0. (B.12)

Z formuli (B.11) a (B.12) dostaneme

8|3

(Ln(@) = Ln-a(2)) = Ly (2) = Lo-a(2),
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tedy
x x
L@) = (1= ) Looi@) + - L (a), (B.13)
coz je formule pro vypocet CebySevova-Laguerreova polynomu pomoci Cebysevova-Laguerreova polynomu stup-

né nizsiho a jeho derivace. NapiSeme-li tuto formuli pro n+ 1 misto pro n a za L/, dosadime z (B.11), dostaneme

T
n+1

T n
n+lx

Loyi(z) = (1- )Ln(z) + (Ln(z) = Ly—1(2)).

Tuto rovnici upravime na tvar
(n+1)Lpt1(z) = Cn+1—2)Ly(z) —nl,_1(z).
Tento vzorec lze pouzit k postupnému vypocétu CebySevovych-Laguerreovych polynomt z prvnich dvou

Lo(z) =1, Li(x)=1-ux.

B.2.4 Diferencialni rovnice pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy

Derivovanim rovnice (B.11) dostaneme

Li(@) = == (La(@) = Lua(@) + = (L) = L, 4 (2) -

Do této rovnice dosadime z (B.12) za vyraz L! (x) — L! _,(x) a upravime:

zLl(x) = —g(Ln(:C) — Lyp—1(2)) = nLy—1(z),
zL"(z) = _gLn(:p) n (g - n) Ln1(z).

Za vyraz Ly _1(x) v posledni rovnici dosadime z (B.11) a dostaneme

n(l —x)

L// :—ELn
PLi() = S L)+ e

(-FL4@) + La(@))

po Upravé
xL!(z) = (x = 1)L, (x) —nL,(z).

To znamend, ze Cebysevovy-Laguerreovy polynomy L, jsou fesenim diferencidlni rovnice
zy’(x) + (1 - )y (x) + ny(z) = 0,

nebo v samoadjungovaném tvaru
(a:e_””y’)/ +ne Ty =0.

Cebysevovy-Laguerreovy polynomy jsou feSenim této rovnice s okrajovymi podminkami

y(0) =1, lim e “y(z) = 0.

Tr—r00

B.2.5 Véta (Orthonormalita CebySevovych-Laguerrovych polynomii)

Pro CebySevovy-Laguerreovy polynomy plati

/Lm(a:)Ln(x)e*xdx - {1’ men
0
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D.: Pro kazdé 0 <[ < n plati

ar! —x,.n dr S (_1)k k+n S (_1)k k+l1
e pere (e™a™) = T A o= Z o (k+n)k+n—1)---(k+1+ 12" =
k=0 k=0
_ i (—=1)* (k + ”)!Ik+l
| | ’
= K (k+1)
takze
B
n—l1
také plati ey (e7*a™) = P(x)e™ ", kde P(z) je néjaky polynom, takze
x
. ==t
zlgr;oLm(x)W (e™®2™) =0 (B.15)
pro kazdé m € N.
Necht pro urcitost je m < n. Uvazujme integral
J 7L (#)Lu(2)e"d 1713 () (e ") d
= m(2) Ly (x r = — m(T)— z") dx.
n! dam
0 0
K jeho vypoctu pouzijeme m krat metodu per partes a vztahy (B.14), (B.15):
J = ~ [Lm(:v)—dxnl (e " )]O _/L;”(x)—dxnfl (e™z")dax | =
0
1 ant —x,.n (_1)m r dm damm -z, n
= ;n(x)dxn_l (e a™)dz = -+ = ~ /dw—mLm(x)dxn_m (e™®2") du.
0 0

S vyuzitim B.2.2 dostaneme

J = (_1!)m 7(_1)m (m) m! o (e™"a")dx = L (e™"2") dw.

n m! m dgn—m n! | dgn—m

Je-li m = n, pak podle B.4.2 je

I
|

£
I

N

n! n!

. 1 1
J:H/e a"de = —T(n+1)
0

Jeli m < n, pak podle (B.14) a (B.14) je

O

7 véty plyne, Ze funkce
Un(z) = e 2L,(z), n=0,1,2,...

tvoif ortonormalni posloupnost v prostoru £2(0, 00).
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B.2.6 Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy

Zobecnény Cebyseviiv-Laguerretiv polynom stupné n € NU {0} je pro vSechna redlnd z > 0 a s > —1 definovén

vztahem
S e’ —s d” —x,n+s
Q5 (x) = 7 @(e "ty
Tyto polynomy jsou fesenim diferencidlni rovnice
wy"(z) + (s + 1 = 2)y'(2) + ny(z) =0,

nebo v samoadjungovaném tvaru
— / —
($S+1e xy/) T ne xxsy:()

Zobecnéné Cebysevovy-Laguerreovy polynomy spliiuji rekurentni formule

(n+1D)Q () = 2n+s+1-2)Q(x) = (n+5)Q;_1(7)

Q) =+ (1Q3) ~ (0 + )@ (@)
Q@) - Qi) = @a),

d S S
aQn(I) = _Qntll(x)
a rovnici
— < m=n
[ @ @ai@esa - ! ;
0 0, m#£n

o0
piitom I'(n + s + 1) = [ e~ t""*d¢, sr. B.4. Z posledni rovnice plyne, ze funkce
0

n!

o° — 8/2,4—1/2

Q) (x), n=0,1,2,...

n
tvoif ortonormalni posloupnost v prostoru £2(0, 00).

Reseni rovnice zy”(z) + (s + 1 —z)y'(z) + \y(z) = 0 v oboru polynomi

Reseni hleddme ve tvaru polynomu
o0
y(r) = Qx) = quk, qgr =0 prok>n
k=0

zatim neurceného stupné n. Pak je

Q'(z) = Z = Z(k + Dz, 2Q'(z) = Z kqra®,
k=1 k=0 k=1
Q"(x) =Y k(k—ara* 2, 2Q"(x) = Y k(k = Dapa™ = k(k + 1)gpaa”.
k=2 k=2 k=1
Po dosazeni do rovnice dostaneme
> (k(k+ Dgrsr + (s + 1) (k + Daerr — kax + Age) 2" + (s + 1)g1 + Ago = 0
k=1
a odtud \ k— X
— _ aw, k=1,2,...

D= T T ks + 1)

Rovnice mé tedy TeSeni v oboru polynomu pouze pro A = n € {0,1,2,...}. Tento polynom je stupné n a je
urcen jednoznacné az na aditivni konstantu qq.
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B.3 Cebysevovy-Hermiteovy polynomy
B.3.1 Definice

Cebyseviv-Hermitetv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé x € R definovén vztahem

2 d” 2
Hy(z) =(-1)"e" —e " .
() = (1)’ T
Zejména,
Hy(z) =1 Hy(z) = 422 — 2 Hy(z) = 162 — 4822 + 12
Hy(x) =2z Hj(x) = 823 — 127 Hs(x) = 322° — 1602> + 120z

B.3.2 Rekurentni vztahy pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim Leibnizovy formule pro vypocet vyssi derivace soucinu funkci dostaneme pro kazdé n > 1

Ho(z) = (-1)"+e™ d(zl:l e = (—1)"+1e””2(f77; (—Qxe_:”2) - 2(—1)"&2(;% (xe—wz) -
n k n—k n 1
e () e e~ s (i s (2) ] -
_ zx(—l)"eﬁ%e# on(—1)n e di:le# 9. (e) — 2nH,s(a),
tedy
Hp1(z) — 22H,(z) + 2nH,_1(x) =0. (B.16)

Této rovnice lze vyuzit k postupnému vypoétu Cebysevovych-Hermiteovych polynomii pomoci prvnich dvou.
Dale plati

dn dn dn+1
12@6712 = 2,@(—1)”612@6712 — (—1)”"'1612 —a?

d n
@) = L[ ume e
= 2zH,(z) — Hyq1(x).

Odtud s vyuzitim (B.16) dostaneme
H(z) = 2nH, 1(z), (B.17)

tj. vyjadfeni derivace polynomu H,, pomoci polynomu nizsiho stupné.

B.3.3 Diferencialni rovnice pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim vztahi (B.17) a (B.16) dostaneme
H!(z) = (2nH,—1(z)) = (20Hn(x) — Hop1(z)) = 2H,(x) + 2¢H),(z) — Hj) 1 () =
= 2H,(z) +2zH] (z) —2(n + 1)H,(x) = 2zH/(z) — 2nH, ().
Pro kazdé n € NU {0} je tedy CebySevtiv-Hermitetiv polynom H,,(x) feSenim diferencialni rovnice
y'(z) — 2zy'(z) + 2ny(z) = 0, (B.18)

nebo v samoadjungovaném tvaru
!
(e_w2y') +2ne "y = 0.
Poznamenejme jesté, ze Cebyseviiv-Hermitefiv polynom je fesenim rovnice (B.18) s okrajovymi podminkami
12

lim e ™ y(z) = lim efzzy(:zr) = 0.

Tr—r—00 Tr— 00
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B.3.4 Véta (Orthogonalita CebySevovych-Hermiteovych polynomii)

Pro CebySevovy-Hermiteovy polynomy plati
T 2 -
/ Hm(:v)Hn(:v)e_mzdx = { nhym, n=m .

D.: Pro urcitost budeme predpokladat, ze m < n. Ozna¢me

X

Pro vypocet tohoto integralu pouzijeme m krét metodu per partes; ptitom vyuzijeme (B.17) a skute¢nost,
ze pro libovolny polynom P plati

lim e_I2P(x) = lim e_””2P(x) = 0.

Tr—r— 00 xTr—r 00
n 21 T dr—t _z2
J = (-1 [Hm(x)e LOO_ / (@) e da | =
7 dqrt 2 7 dn—2 2
= (-1)"2m / Hm—l(x)d ——e T dr = (—=1)""22m2(m — 1) / Hm_z(x)d —e U dz =
s dn—m
= = (=1)""™2™m! e dx
yrretml [
Je-li m < n, pak
n—maeom ' dn ol —(E2 -
J = (—1) 2 m: dxn p— 16 . = 07
je-li m = n, pak podle (B.21) je
J = 2"n! / e dr = 2"nl/7.
O
7 véty plyne, Ze funkce
—x2%/2
Yn = —— Hy(z), n=01,2,...

V2rn!l/T

tvofi ortonormalni posloupnost v prostoru £2(—oc, c0).

B.3.5 Rekurentni vztahy pro koeficienty CebySevovych-Hermiteovych polynomi

(o]
Hled4dme feseni rovnice (B.18) ve tvaru mocninné fady y(z) = > anrz®.

Plati
2ny(z) = Z 2nanpz”
k=0
2xy’ () = 2172/@@%;01671 = ZZkankxk,
k=0 k=0
y//(x) — Z k(k _ 1)ank$k72 _ Z k(k _ 1)ank$k72 Z k + 2 k + 1 an(k+2)x .
k=0 k=2 k=0
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Po dosazeni do rovnice (B.18) dostaneme

Z [(k +2)(k + 1)anre) — 2kank + 2nan] 2* = 0,
k=0
a tedy
a = Ma n=20,1,2 n—2
n(k+2) — (k+2)(l€+1) nk s — Yy L4y .

B.4 Funkce I
B.4.1 Poznamky

o0
1. Nevlastni integral [ e~ 't~ 1dt absolutné konverguje pro kazdé = > 0.
0

1
D.: Jeliz > 1, integral [ e ¢®~'dt neni nevlastni.
0

Je-li z < 1, vezmeme § € (0,2). Pak lim t!7°|e"%*~!| = lim e "*~% = 0 a podle limitniho
t—0+ t—0+

srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly druhého druhu a vzhledem k tomu, Ze nevlastni integrél

1 1
J t~*dt konverguje pro k < 1, také nevlastni integrél [ |e~*t*~!|d¢ konverguje.
0 0

Dale je
1 1 1)1 1
lim ((z+1)Int —t) = lim ((w—i—l)ln———):— lim m:_oq
t—o00 T—0+ T T T—0+ T
nebot podle de 'Hospitalova pravidla plati
. . InT . 1 .
lim 7ln7 = lim —— = lim & =— lim 7 =0,
T—0+ T—04 = T—0+4 —= T—0+
takze podle véty o limité slozené funkce dostaneme
lim ¢? }efttxfl} = lim e 4"t = lim @ttt — 0 < o0,
t—o0 t—o00 t—o0
o0

Podle limitniho srovnavaciho kriteria pro nevlastni integraly prvniho druhu a z toho, ze f ) kon-
. 1

verguje, nyni dostdvame, Ze také integral [ |e~'¢*~!| dt konverguje. [J
1

2. Pro z > 0 polozme

I'(z) = /e*ttz’ldt. (B.19)
0
Pro kazdé = > 0 a kazdé n € NU {0} pak plati
r 1
T(z) = (w+nt+l) (B.20)
x(x+1)---(xr+n)
D.: Uplnou indukei:
Integraci ,,per partes dostaneme I'(z+1) = [ e 't"dt = —[e "]~ +z [ e 't*~1dt = 2T (z), takze
0 0

(B.20) plati pro n = 0.

Podobné I'(z + n+2) = [e ltetnfldt = — [e-{grtntl]
0
=(x4+n+1)I(x+n+1), coz je indukéni krok. OJ

o0

o0
o F@+n+1) g e~ itTtndt =
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Podle (B.19) je

Z (B.20) nyni pro kazdé n € NU {0} plyne

~ I'n+2)  T(n+2)
S 1-2---(n41)  (n+1)

1=T(1) ti. T(n+2) = (n+ 1),

tedy pro kazdé n € N je I'(n) = (n — 1)!.

B.4.2 Definice

Funkce T' je pro kazdé x > 0 definovéna vztahem (B.19), pro x < 0, = ¢ Z je funkce I' definovana vztahem
(B.20), kde za n vezmeme [—z| = —[z] — 1, t.].

DomI =R\ {0,-1,-2,...}.

B.4.3 Véta
1. Pro kazdé x € DomT plati

Pz +1)=2l(z) neboli TI'(z)=(x—1)I'(zx—-1)

a pro kazdé n € N plati
Fz)=(x—-1)(x—-2) - (z—n)'(x—n).

2. Pro kazdé x € R\ Z plati

T
I'o)lrl—2o) = .
(@)T( 2 sinmx
D.:
) . : . Flz+1)
1. Pro x > 0 byl prvni vztah dokézan v B.4.1.2, pro x € (—1,0) je podle definice I'(z) = ——=, coz
x
je prvni vztah a pro z < —1 je
L(z — [z]) Pz+1-[z+1])
zI'(z) =2 = =I'(z+1),
(@) zle+1l)--(z—[z]-1) (z+1)(z+2)--(z+1—-[z+1]-1) ( )
coz je opét prvni vztah. Ten druhy z ného plyne indukci.
2. Necht = € (0,1). Pak
Mx)(1—=z) = /efttzfldt/efssﬂ”ds = // e~ (o) T =1 qsdt
0 0 [0,00) % [0,00)
o, t . u uv . . T ,
Polozime v = s+t, v=—,nebolis = ——, t = . Podle véty o transformaci dvojného integralu
s v+1 v+1
dostaneme
i v+ 1\ w \v+1 U
I'(x)l(1 - = - du | ds =
(@)1 =) / /e < u > <’U+1> w  (v+41)2 wes
0o \o
® ® r—1 ® x—1
:/e_“du/U dv*/v dv
v+1 v+1
0 0



Podle zndmého vzorce z teorie integralu [Jarnik, 12, str. 277-281] je

Necht > 1. Pak podle 1. je I'(z) = (z — 1)(x — 2) -+ (z — [2])T(z — [z]). 1 — & < 0, takze podle

definice

(1 —x+ [x]) (- — 2 4 [2])

Nl-2z) = =

A-2)2-2)(x]—2) (@-D-2)(z-[a])’

x — [z] € (0,1), takZe podle jiz dokdzaného je

ST — ) = (—DET (e — (] — 2+ (2]} = (—p)e T
M@M-2) = (VP - B - o+l = (DT
— (=1 il — (=1 i
(=1) sin 7 cos w[x] — cos wx sin 7[x] (=1)
Necht = < 0. Pak podle definice je I'(z) = e 1§‘(sz[517_])[$] ) a podle 1. je

(Dl sinre

sinwz

l-z)=—2(—z—1)- (—2+1+[)I(1-z+[z]) = (-)Flz(z+1)-- (2 - [z] - )T (1 — z + [z]).

Opét = — [z] € (0,1) a podle jiz dokdzaného
T

L@l -2) = ()@ - @)I1 —a+[z]) = (-1

sin(z — [z])

(]
Znéme-li I'(z) pro = € [3,1], 1ze podle B.4.3 vypo¢itat I'(x) pro jakékoliv € DomT'. Jiz vime, ze I'(1) = 1.
Polozime-li v B.4.3.2 z = %, dostaneme
2
1 1
(F (—)) = = — 7 neboli T (—) - V7.
2 sin 5 2
Odtud také plyne

1 1 1. /1
/e*zzdx = —/e*tt*%dt = —/e*tt%*dt _ e (L) v
2 2 27 \2 2

0 0 0

Podle vét z teorie integralt zavislych na parametrech plati

7 F ot et
lim I'(z) = lim /e_ttm_ldt = [ Sar = oo, nebof lim —
z—0+ z—0+ t t—0+ h t—0+
0 0
¢ r 1
lim I'(z) = lim I+1) =TI(1) lim — = —0.
x—0— x—0— €T x—0— 1

B.4.4 Logaritmicka derivace funkce I

_d ~ I(x)
Omezime se na Dom v = (0, 00).
Podle B.4.3 plati
Pl+1) = —+1(x)
P(x) = w(:v—n)—i—zxik proneN, n<x
k—

n—1 11

Y(x+n) = P(x) Zx+k pron € N
k=0

= limet=1>0,

(B.21)

(B.22)



Tyto vztahy lze vyuzit pro vypocet hodnot funkce ¢, zname-li ¢(z) pro z € [3,1].
Podle vét z teorie integralt zavislych na parametrech plati pro x > 0

d oo oo
"(z) = —/efttxfldt = /efttxfllntdt. (B.23)
dx
0 0
Polozime v = —I"(1) = — [e 'Intdt = 0.5772157--- (Eulerova konstanta). Dosadime-li v (B.22) 1 za x,
0

dostaneme

Plati (tzv. Frullaniho integral)

T o6 — et
Int = /%dg. (B.24)
0
Dosadime do (B.23) a dostaneme
F/(:zr) _ /efttxfl /%dg dt = /E eff/efttzfldt—/e’t(f"'l)tx*ldt d¢ =
0 0 0 0 0
OOl (o]
— /E e*fr(x)_/e*“f“)ﬂ*ldt de.
0 0

Ve vnitinim integralu zavedeme substituci u = ¢(¢ + 1) a dostaneme

o0

o o0 r—1
du 1 1
—t(f-l-l)tac—ldt _ / —u ( u ) _ / =14y = r
/e “\evt) e T @y M T G
0 0 0

takze

Eaaa i
—
o)
e
+
—
SN~—
S~—
jol
Iy
|

w0 [ [aery )

COZ znamena, ze

et [ de
vie) = /e 0/5<£+1>w

Ve druhém integralu zavedeme substituci &€ + 1 = e’:

(v = [wte = [
gg+1 —1etr 1—e
0 0 0

a v prvnim pfeznacime integracni proménnou. Dostaneme

b(x) = 7(‘3’; - %) dt. (B.25)

Zejména pro z = 1 dostaneme




Odecteme-li posledni dvé rovnice, dostaneme
F ot t
et —e ¥
-7+ / de.

(B.26)

Zavedeme substituci = e™%:
1
1— ,'7171
v@) = v [,
L—=n

Bud s € (0, 1) libovolné ¢islo. Funkce 7 — 1 —n* je na intervalu [0, s] spojité, takze podle prvni Weierstrassovy

véty je na tomto intervalu ohranic¢end. Existuje tedy konstanta ¢ > 0 takova, ze
xT n

" =" = 0" - "] < she

o0

pro kazdé n > 1 a kazdé n € [0, s]. Geometrickd fada >  cs™ konverguje. Podle Weierstrassova kriteria tedy
n=-+

fada

o0 (o]
Z (nn _ 7,In+x71) - 1_ nxfl + Z (nn _ 7,In+x71)
n=1

n=0
konverguje absolutné a stejnomérné na intervalu [0, s]. Odtud plyne, Ze néasledujici vypocet je korektni

s L et s IS 5 o
= {0 o =[S -
n=0 0 n=0
s n+1 n+x
> 5 ) (B.27)

/ 1-n
0
Z/ ) ay = Zo(nﬂ‘nﬂ

0

Pfitom posledni fada konverguje stejnomérné na intervalu [0, s|; vzhledem k tomu, Ze s bylo libovolné ¢islo

z intervalu (0, 1), tato fada konverguje lokdlné stejnomérné na intervalu [0, 1). Rada

—\n+l n+x _n:O(n—Fl)(n—l—x)
konverguje podle Cauchyova-Maclaurinova Kriteria. Z B.27 nyni plyne
1
1— r—1 St n+1 n+x oo n+1 n+x 0 1 1
/Ldn: lim o B = lim (2 _ 7 :Z _ .
1—1n9 s=1- L n+l n+x — 51 n+1l n+x o n+1l n+x
(B.28)

0
Odtud a z B.26 dostavame vyjadieni logaritmické derivace funkce I' ve tvaru
1 1 )

vz) = _7+Z(n—|—1 Cn+tu

=0

B.4.5 Rozvoj funkce I' ve Weierstrasstuv nekonec¢ny soudin

Podle (B.28) je
d 1
a I = _7+Z<n+1 n+t)'

Integrujeme-li tuto rovnost podle ¢t v mezich od 1 do = 4 1, dostaneme

= —W:C—i-g(%—ln(l—i—%)) .

InT(z+1) =

= e'Y””He n(1—|— )

Odtud dostaneme

I‘(x-i-l

3|i~2

F(z+1) = e '””Hen
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B.4.6 Asymptotické vyjadieni funkce I

Z (B.25) s vyuzitim (B.24) dostaneme

—t —t€
SR at =
t et —1

Tet_ete 17T 111 L, 1
[T gy e tar— [ (=— = —teqr —1 ——/ R —téqy .
/ t +2/e /(2 t+et—1>e ne+ i Te—1)°

0 0 0

Zintegrujeme tuto rovnost podle £ v mezich od 1 do x:

o0 1 et _ o—tw
InT(z+1)—InT(2) = zlne—z+1+ = 11195 ot 1 t dt.
0

1 1 1
Pii oznaceni f(t) = <_ - -

1
5 ) — as vywitim I'(x + 1) = aT'(z), I'(2) = 1 mame

Inl(z) = (w— 1) Ing—z+1- /f(t)e_tdt+/f(t)e_t””dt. (B.29)
0 0
Oznacme
I = [ fetdt, J = [ ft)e¥2dt, w(z) = [ f(t)e '=dt.
Jow o] z
Plati

11— (et/? —t/2 T o—t)2

1, (e"2+1)\ e dt:/ e 1 %,

t el —1 t t et—1/ t
0
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takze (pfi vypoctu vyuzijeme (B.24))

11 N 1 . e t/? 1\ dt
—_—— — e —_— —_— =
2 t et-—1 t et—1) t

J =

2t2 t
et Lamt/2) 4 _ (ot —t/2
— ( e+ 2¢ ) (6 € )dt 4 lln -
t2
d et —et/2 1 —t _ ,—t/27° 1
- [ L Z° g —Zm2 = | —° — "2 =
dt t 2 t 0

e t—et/2 1 . 1 11
= — —_ = = ——e /2 —t —_ = = - — —
%E)I(l) " In2 %E)r(l)( e + ) 211(12 > 211(12
Polozime-li v (B.29) z = 1, dostaneme
1
hl\/% = 5 -1 + J,
coz spolu s predchozim vysledkem da
1 1 1 1 1
I = —-——Inn+-—-In2 = 1—-1In27.
2 2 2 2 2
Dosadime do (B.29) a dostaneme
1 1
InT(z) = T -3 1n:v—x+§1n27r+w(:v).
Funkce f je na intervalu (0, 00) klesajici, tlim f&)=0a
— 00
) tet —t —2et +2 4+ 2t et tet —2et 41
lim f(¢t) = lim = lim =
=0+ t—0+ 2t2 (et — 1) t—0+ 4t (et — 1) + 2¢2e?
—el + el +te! el +tef 1

— i -
50+ (814t + 4+ 8t+22)et 12

i
1504 (4+ Ab)el + (4t + 22) e — 4

COZ znamena, ze

r T 17 1 1

_ —tx < —tx < = —tx - _ —tz]%° _

|w ()] /f(t)e dt| < /|f(t)|e dt < 5 [eTdt o [e7™], o
0 0 0
z ¢ehoz plyne, ze lim w(z) = 0, takze pro velkd x lze psat
Tr—r0o0
1 1 . 1
InT(z) ~ (z— B Inz —z+ B In27, neboli [(z) =~ V2mra® 2e ", (B.30)
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Odtud dostaneme

a ponévadz

lze psat

pro velkd n (Stirlingova formule).

B.5 Besselovy funkce
B.5.1 Definice

Obycejné linedrni homogenni rovnice druhého radu
2%y (@) + 2y (2) + (2" — v*)y(z) = 0, (B.31)

kde v € R, z € (0,00) se nazyva Besselova rovnice fadu v.

Rovnici (B.31) lze ekvivalentné zapsat
2oy (1) + (2 = P)y(2) = 0.

B.5.2 ResSeni rovnice (B.31) Frobeniovou metodou

Hleddme néjaké feseni rovnice (B.31). Budeme predpoklddat, Ze je tvaru
y(r) = apr” +arz®tt +agr” 4 = Zakx (B.32)

kde o € R je tzv. charakteristicky soucinitel, jehoz hodnotu urcime pozdéji. Pak je

o]
22y = apo(c—1)2° + ai(oc+ Dot + S ap(o+k)(o+k—1)z7tF,

o

xy'(x) = apoz’ + ai(c+ 1)zt 4+ Y ap(o+k)zo Tk,
ko:02

22y(xr) = S ap_gtk
kO:02

—v2y(z) = —v2ag2® — Viapxott  + Y (—vPag)zo R

k=2

Tedy

ap(0? —v*)2% +ay(0? +20 +1 — 1)z + Z (ak(02 + 20k +k* — %) + ap_2) z°tF = 0,

k=2
takze (B.32) je formalnim feSenim Besselovy rovnice (B.31) pokud plati rovnosti
ap(c® —=v?) = 0
a0 +20+1-2v%) = 0
ap(0® + 20k + k> =) +apro = 0, k=2,3,...

Prvni z téchto rovnosti je splnéna, pokud o a v vyhovuji tzv. charakteristické rovnici

o2 =1 =0, tj.o = +v. (B.33)
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Polozime ¢ = v a dosadime do zbyvajicich rovnosti. Dostaneme

a2v+1) = 0 (B.34)
ar2v+k)k = ap—2, k=2,3,.... (B.35)

Rovnost (B.34) a rovnosti (B.35) s lichymi indexy k, tj. kK = 2m + 1 pro vhodné m € N, jsou zfejmé splnény,
pokud agy+1 =0, m=0,1,2,....

Najdeme podminky, za jakych jsou splnény rovnosti (B.35) se sudymi indexy k. Pokud 2v + k # 0 pro
k=2,4,6,...,2m, pak

_ a2(m—2)
w = %2m-y  2Z2(m-(m—1+v) a2(m—2) L
T T 2m(m+y) 22m(m +v) S 2dmm—-1D)(m+v)(m—-1+v)
(=1D)™aq (=D)™aeT(1+v)

B 2mm(m —1)---1-(m+v)(m—1+v)---(1+v) 22mml(m+v)(m—14+v)---Q+)T(1+v)
B (=1)"aol'(1+v)
2T (m 4+ D)I(m+ v+ 1)

Tento vypocet naznacuje, ze 1ze volit

1 (=™
T2+l T e wT(mt DD(mt v+ 1)

ao

Pokud 2v + k = 0 pro néjaké k = 2my, pak 2v + k je celé zdporné ¢islo pro vSechna k = 2,4,6,...,2(m; — 1) a
2v + k > 0 pro vSechna k = 2(m; + 1),2(mq + 2),.... Tedy 1 +v,2+ v,...,m1 + v nejsou v definiénim oboru
funkce I'amy + v+ 1,m; + v+ 2,... v ném jsou. V takovém pripadeé lze volit

_ (=™
22T (m + D(m + v + 1)

ag =az =+ =dg(m,—1) =0, azm pro m > mj.

Snadno ovéfime, ze p¥i uvedené volbé budou rovnosti (B.35) splnény pro kazdy sudy index k.
Formalni feSeni rovnice (B.31) je tedy tvaru

oo

2k+v
“’) : (B.36)

1
y(@) = ,;f_l)kﬂk + 1k +v+1) (5

kde
ko — 05 I/Q(—O0,0]QZ,
0 —v, vE (—o0,0NZ.

Abychom ovérili, Ze se jednd o feSeni, je potfeba ukazat, ze tato fada konverguje pro kazdé = > 0. Pro polomér
konvergence  mocninné rady

2k

= 1
>V G T T D

podle Cauchyovy-Hadamardovy véty a s vyuzitim (B.30) plati

1 limsup *¢ ! =
T P A ek DDk +v+1)

_ 2 lim 2f L
© 2kooo \[ 27(k + 1)RFH/2(Kk 4 v 4 1)ktr+l/2e—2k+r—1

:0,

takze tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro kazdé x € R. Rada (B.36) tedy konverguje absolutné a
stejnomérné pro kazdé x > 0. (Pro x = 0 nemusi byt y(x) = 2¥.S(x) vibec definovéana.)
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B.5.3 Definice

Funkce

oo

Jy(x) _ £)2k+v

1
Z(_l)kr(k + )0k +v+1) (2

k=0

se nazyva Besselova funkce pruniho druhu fddu v. Je-li pro néjaké k € NU {0} ¢islo k+ v + 1 celé nekladné (tj.
k+v+1¢DomT), klademe k-ty ¢len uvazované fady roven 0.

Oznacme

[eS) 1 x\ 2k
uy(x) = kzz()(—l)kr(k+1)r(k+u+l) (5)

Pak je J,(x) = (E)Uul,(x)

B.5.4 Poznamka

1

D.: Prvni vzorec plyne z toho, ze I'(1) = 1.
/ _ - 2k x\2k-1 s k z\2%h-1
w(@) = kZ:O(_l)k oT(k + )I(k + v+ 1) (E) - ;(_1)kr(k FOC(k+v+1) (E) -
> 1 N 2k—1
- ;(_l)kl“(k)l“(k+u+ 1) (E) '

(Posledni rovnost plyne z faktu, ze I'(k + 1) = kI'(k).) O

B.5.5 Vlastnosti Besselovy funkce prvniho druhu
1. Funkce J,(z) je spojita na (0, 00).
D.: Plyne z toho, Ze u, (z) jakoZto soucet mocninné fady je funkce spojita. OJ
1, v=20
2. IE&_J”(@: 0, v > 0neborveZ\ {0} .
co(—1)M | v e (—00,0)\ Z

D.: Plyne bezprostiedné z B.5.4. [

3. Pron € N plati J_,,(z) = (—1)"J,(z) pro vSechna z € (0, 00).

) = (_1)k T\ 2k—n & (_1)k+n T\ 2k+n B N
D: Jonlw) = ,;n T(k+1)T(k—n+1) (5) TS T(k+n+1DI(k+1) (5) = (ZU"n(z).

! /!

4. (270 (2)) = =z " pa(@), (2¥Ju(2)) =a"Jp_1(x).
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D.: Plati:

(2" (@) = (TU 2(_1) kF(k+1>rzk+v+1> (%)%) )
_ g ki:o(_l)k2l—‘(k+1)1%](€k+y+l) (g)%_l N
_ 2u§(_1)’“ (k+1)r(k+v+1) (;)%_1 N
_ z_ugé—nk T (k1+y+1> (5" -
= T”%g(_l)kﬂr(m1)F§k+V+2> (g)% -
- _Qyzi(_l)kr(ml)ﬂlkwﬁ) (%)%H )
= —& (%)Ug(_l)kr(m 1)rzk+u+2) (%)%H -

—

_y = 1 2k+v+1
- kZ:O(_ )kr(k:+1)1“(k:+ v+1)+1) (E)

Druhy vztah lze dokazat analogicky. [J

2v 1
Cvae) = — (@) = (@), (@) = F(Jal) = Do ().
Prvni formule (rekurentni vzorec) umoznuje vypocitat J,+1(z) ze znalosti J, (x) a J,_1(z); druhd formule
je vzorec pro derivaci Besselovy funkce prvniho druhu.

D.: Prvni formuli z 4. vynasobime z", druhou ™" a rozepiSeme derivaci souc¢inu. Tim dostaneme
U 4 ! v
J(@) = —Ju(2) = —doni(2), Jy@)+—Ju(2) = Jua(2).
Odectenim téchto rovnic dostaneme prvni formuli, se¢tenim druhou. [

. Plati

Jole) = Zf(k—i-l)I‘(k—f—l ( ) Z

0 _1\k 2k+1 T x\ 2k
Jl(x)_zr(k+(1)lr)(k+2)( ) ) 752 k+1 ( ) '

D.: Ponévadz podle B.4.3 je pro kazdé k € NU {0}

) - () (- (2R - e

2%)! 2%)!
- (Z(k)!?Zkﬁ B 15:!22)kﬁ’
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E)! 2k)!
gkﬁ: (222 V7 a tedy

2
kde (2k)!! = 2k(2k — 2)(2k — 4) - -+ 2, tak plati T'(k + 1)I' (k+ %) = k!](d2

00 1 2N 2k—1/2 2 = 22k N2k
T2 = Z(_l)kr(k + 1T (k+3) (3) B \/;,;,(_l)k(%)! () -

k=0
[2 & z2k [ 2
= /= —1)k =4/ = .
T kZ:o( ) (2K)! e

Rekurentni formule uvedené v 5 spolu s vyjadienim funkei Jo, J1, J-pn, J_1/2, J1/2 uvedenymi v 6, 3 a 7
umoznuji vypocitat Besselovy funkce 1. druhu libovolného celoc¢iselného a polociselného fadu.

Druhy vztah se dokaze analogicky. [

B.5.6 Véta (Nulové body Besselovych funkci celo¢iselného Fadu)

Funkce J,, n =0,1,2,... ma jednoduché nulové body x,1, xn2, Tns, ... takové, ze
0<xp1 <Tpo < Tpz <---, lim x, =00
k—o0
a posloupnost {z,; } ,—, nema hromadné body. Funkce J,,, n = 1,2, ... ma navic n-nasobny nulovy bod 2,0 = 0.

D.: Viz napt. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
kap. XV. O

B.5.7 Véta (Orthogonalita Besselovych funkci celo¢iselného Fadu)

Besselovy funkce J,, n =0,1,2,... splnuji pro kazdé a > 0 a vSechna k,[ € N rovnost

fon (226) o (2 -
0

kde z,i (resp. xn;) je k-ty (resp. I-t¥) jednoduchy nulovy bod funkce .J,.

0, k1

La2(Jnir(zar))®, k=1

Tnl

D.: Polozme f(£) = Jy, (“%“g) 9(€) = Jn (75). Pak

S () u (5o,

Ponévadz J,, je feSenim Besselovy rovnice (B.31), plati
O (s () (b (k) - (25" ) (220 -

- _giz <§%§) + ((%5)2 —n2) f(§)> ,

2 Top\2 N2
O 1O ()

tedy

Analogicky dostaneme

2 T \2 n?
e () ) o=

Prvni rovnost vynésobime £g, druhou vynasobime £ f a odeCteme je:

a [0

€ — fa") + (of — fd) +Efg (("”"’“ ) - (@)2> _o.
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Po upraveé

2 _
§(gf”+g’f’—g’f’—fg”)+(gf’—fg’)+§fgW =0,
22 g2

d (€l - 1g)) = Tt ——Efg.

¢
Integraci posledni rovnosti v mezich od 0 do a dostaneme
T — ok /
a(gl0)f (@) fa)g'(@) = T [ efe)gepac

Ponévadz f(a) = J, (a%ka) =0ag(a)=J, (x—na> = 0, plati

o_w/ag (Z2e) g (Z2te) a,
0

takze pro k # [ je dokazovana rovnost splnéna.

Ponévadz J,, spliiuje Besselovu rovnici (B.31), plati pro kazdé = > 0 rovnost
22T, (z) = n?J,(2) — aJ) (z) — 22T/ ().

Integraci per partes s vyuzitim této rovnosti dostaneme

2
= S (@)’ ~ o (@)’ + 5 () = 5 (<Jn<x>>2 + (1)) = F (@)’
Podle B.5.5.5 je (Jn(:v))2 + (J,’l(:v))2 = (Jn(gc))2 + (Jn—1(z) — Jn+1(:v))2 a tento vyraz je podle B.5.5.2
pro x z pravého okoli nuly ohraniceny. To znamena, ze

2

lim 2 [(Jn(x))z + (J,g(x))z] ~0.

z—0+ 2
Dale podle B.5.5.2 je také

Plati tedy
Ink o a_2 wnkx T 2 T =
/5 ds—xiko/ ) do =
a2 xQ n2 CL2
= [ (o) + ())?) ~ 5 (o] = 5 ()

Podle B.5.5.4 je
—z " Jnp1(z) = (27" n(2) = —WJn(x) +z " (x),
takze J! (Xnr) = —Jnt1(2nk). Celkem tedy

2
xnk 2
/ [ | e = & (nrala))”
coz je dokazovana rovnost pro k = [. [J
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B.5.8 Véta

Necht v € Z a v je feSenim Besselovy rovnice (B.31) linedrné nezavislé na J,,. Pak | lim v(x)

x—0+

D.: Oznac¢me
Ju(x) wv(x)
Jy(x) v'(z)

wronskidn funkci J,,, v. S vyuzitim faktu, Ze J, a v jsou feSenim rovnice (B.31) dostaneme

W =W(x)=W(x;J,,v) = = J,(2)v () — J,(x)v(2)

d d
d_W =4 (J' = Jw) =T + 0" = Tv—J =" —J)v=
x x
(v? —2®)v — v W2 —a®)J, —xJ, 1
=J, — L' =—(J,v—J
2 v 2 T (S v
W
Wronskian W tedy spliiuje diferencialni rovnici W/ = ——, coZz znamen4, Ze
x
C
W(z)=—,
() = =

kde C je né&jakd nenulova konstanta (nebot funkce J,, v jsou nezévislé). Déle plati

d fv\ JI—-oJ, W C
dz \J, ) J2 Jz o xJ?
Bud a > 0 libovolnd konstanta. Integraci posledni rovnosti v mezich od = do o dostaneme

[e3

v(@) d¢
7 C/ahmf’

x

kde D = v(@) je konstanta. Odtud plyne, Ze pro kazdé x € (0, a) plati
a

a tedy

z—0+ z—0+ z—0+ 5(

(1+¢)?2 v=0
€2, veZ\ {0}
d > 0 takové, ze pro vSechna & € (0,9) je (J,,(S))2 < n. Odtud plyne, ze pro z € (0, ) plati

Bud & > 0 libovolné. Polozme n = {

« ) e ) « (e
d¢ d¢ de¢ 1 [d¢ de¢ 1. 6
—= ———+ | ———=>- | 2+ | ———==-Inh—+
!5(@(&))2 I/s(us)f !s(uo)z n!€ !s(a(@f now 5/5(
tedy
. d d 1 . )
i [ o2 cer tam e =
Je(19)" L €(9) v

Odtud vzhledem k B.5.5.2 a (B.37) dale plyne, ze pro v =0 je

Il_l}r(I)l_i_ v(z) = (—sgnC) oo

126

T ()

= Q.

, 1
=W
) X

(B.37)

Pak n > 0 a podle B.5.5.2 k nému existuje



a pro v € Z\ {0} podle de 'Hospitalova pravidla a podle B.5.5.5 je

e :
«@ 2 - 2
lir(r)1+v(:v) =-C lir(r)1+ Ju(x)/# =-C 1ir(r)1 - 5(‘];(5)) =—C 1iI(I)l :C(%EQC;) -
z— T ) f(Jy(f)) v RSV
Ju (@) (J.(2))?
= —CJ;I& zJ, —Czlg& w(Jy-1(x) = Joga(z))

Podle B.5.5.2 je funkce x — J,_1(x) — J,41 v pravém okoli nuly ohranic¢ena a tedy 1ir61+v(:v) =o0.
T—r

B.5.9 Véta
Je-li v € 7Z, jsou Besselovy funkce prvniho druhu J, a J_, feSenim rovnice (B.31) a jsou linedrné nezavislé.

D.: Funkce J,, J_, byly v B.5.2 nalezeny jako feSeni rovnice (B.31). Staci tedy ovéfit tvrzeni o nezévislosti.
Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat, ze v > 0.
Wronskian funkci J,, J_, je

2
NN
53

N—
=
AN

N TN
53
SN—

W(Ia‘]I/aJ*I/) - ‘

(5) w0 (5)"t0) = ()" (5) ) -
= (5) w0 (55w (5) ) -

N
<
AN
—
8
S~—
N
~~
N8

Podle B.5.4 pro v ¢ Z plati ' 1i1(r)1+ W(x,J,,J-,)| = 0o, coz znamend, %e pro néjaké x > 0 je
r—r

Wz, J,,J-,) # 0 a tedy podle zndmé véty z teorie linedrnich homogennich oby¢ejnych diferencialnich
rovnic funkce J,,, J_, tvofi fundamentalni systém FeSeni rovnice (B.31). O

Pro v ¢ Z tedy Besselovy funkce prvniho druhu J, a J_,, tvoil fundamentalni systém FeSeni rovnice (B.31).
V ptipadé v € Z mame pouze jedno bazové feseni (sr. B.5.5.3).

B.5.10 Definice

Funkce Y, definovand pro kazdé v € R a kazdé x € (0, 00) vztahem

Je(x) cosmr — J_¢(x)

Y, =1
(z) ggl?/ sin &

se nazyva Besselova funkce druhého druhu tddu v. (N&kdy také Neumannova funkce.)

Pokud v € Z, je jmenovatel zlomku za limitou nenulovy a tedy pro v ¢ Z lze psét

Jy(x) cosmv — J_, () .

sin v

Y. (z) =

Je-li v = n € Z, jsou Citatel i jmenovatel zlomku za limitou nulové a limitu 1ze tedy vypocitat podle de 'Hospital-

ova pravidla:
v = 2 (|2no) - (o) U_n) .
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B.5.11 Véta

Funkce Y, je feSenim rovnice (B.31) pro libovolné v € R. Pro wronskian funkci J, a Y, plati W(z, J,,Y,) = —
T
(Funkce J, a Y, tedy tvoii fundamentalni systém FeSeni rovnice (B.31).)

D.: Viz napt. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge University Press, 1922,
str. 58-76. [J

B.5.12 Poznamka

Besselovy funkce druhého druhu spliuji stejné vztahy, jako funkce prvniho druhu:

(xf”Y,,(x))/ = —az Y, 1(x),
(w”YV(x))/ = 2"V, 1(x),
V(@) = @)~ Yors(a),
V@) = 3 (ei@) = Yo ()
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Priloha C

Distribuce

C.1.1 Zakladni pojmy

Necht ¢ : R® — R je funkce n proménnych definovana na celém prostoru R™. Nosi¢ funkce ¢ definujeme jako
uzavér mnoziny {x € R™ : ¢(x) # 0} a znacime ho Supp ¢.

Symbolem D ozna¢ime mnozinu funkci definovanych na R"™, které zde jsou t¥idy C°° (maji spojité vSechny
parcidlni derivace libovolného ¥4du) a jejichz nosi¢ je kompaktni mnozina.

Na mnoziné D definujeme metriku p vztahem

i tizttin

oxr oz - iy
Mnozinu D s touto metrikou nazyvame prostor testovacich funkci, jeho prvky nazyvame testovaci funkce.

Zobrazeni T : D — R, pro které plati

T(p+v) = T +T(), T(w) = cT(p), ceR

nazyvame linedrni funkciondl na prostoru testovacich funkci. Obraz funkce ¢ pii zobrazeni T' budeme znacit

T(p), T ¢, Te.

Mnozinu vSech linedrnich funkcionaltt D — R nazyvame prostor dudlni k D a znacime ji D'.

D) = sup{\ (ol@) - p(@)| : = B™, <i17i2,...,¢n)e<Nu{0})"}.

C.1.2 Definice

Spojity linearni funkcional na prostoru testovacich funkci se nazyva distribuce.
Podrobnéji: Zobrazeni T : D — R nazveme distribuce, jestlize
Vo, eD)  Tlp+y)=Te+ Ty,
(Vo € D) (Ve € R) T(ep) =Ty,
(M{en} € D) (Yo € D) ©n, — @ v prostoru (D, p) = T, — Ty v R s pfirozenou metrikou.

C.1.3 Priklady distribuci

1. Necht f: R™ — R je funkce takovd, ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C R™ existuje kone¢ny integral
J f(z)dzx (tzv. lokdiné integrabilni funkce). Definujme Ty € D’ vztahem
K

Tre = /f(fv)so(w)dw-
P

Ty budeme také znaéit ( f | ¢ ), nebo podrobnégji ( f(z) | p(x) ).

Distribuce T € D’ takov4, Ze existuje lokalné integrabilni funkce f pro niz Ty = < f | ® > pro vSechny
@ € D, se nazyva reqularni distribuce. Distribuce, kterd neni regularni, se nekdy nazyva singuldrni.
Kazdou funkci ¢ € D lze povaZzovat za regularni distribuci. Tedy D C D’. Proto se distribuce nékdy
nazyvaji zobecnéné funkce.
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2. Diracova distribuce ¢ ptifadi kazdé testovaci funkci ¢ € D hodnotu ¢(0). Diracova distribuce neni regu-
larni. Presto se pouziva zapis

(51¢) = (5@) | ¢@) ) = [i@)p@de = w0,

C.1.4 Nosi¢ distribuce

Rekneme, e distribuce 7' € D’ je na mnoziné Q C R” nulovd, jestlize T = 0 pro kazdou testovaci funkci ¢ € D
takovou, ze Supp ¢ C .

Nosic¢ distribuce T je nejmensi (vzhledem k mnozinové inklusi) uzaviend mnozina takova, ze na jejim komple-
mentu je T nulova.

C.1.5 Zakladni operace v prostoru distribuci

e Soucet distribuci T', S € D"
T + S € D' je distribuce, pro niz plati
(T+ S)p = To+ Sp
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.
e Niésobeni distribuce T' € D’ funkei a : R® — R t¥idy C°:
Je-li ¢ € D testovaci funkce, pak ¢ méa kompaktni nosi¢. To znamenad, ze také funkce ap méa kompaktni
nosic, tedy ap € D.
aT € D' je distribuce, pro niz plati
(@T)p = T(ap)
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.
e Translace (posunuti) distribuce 7' € D o vektor i € R™:
Je-li ¢ € D, pak funkce ¢; definovand vztahem o5 (x) = ¢(x + h) ma kompaktni nosi¢, je tedy také

testovaci funkci.
Translace distribuce 7' € D’ o h je distribuce 7; T € D', pro niz plati

(:T) ¢ = Tyj

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.
Pro regularni distribuci uréenou funkci f plati

(7 Tr) e = /f(cc) (x + h)d /f:c— da .
i

Necht 2o = 0 + h. Translace Diracovy distribuce o vektor E, je distribuce §(x — x¢), pro niz plati

(S -=0) | p@) ) = (3@ | p@+h) ) = (o)

pro kazdou ¢ € D. Tato distribuce se nazyva Diracova distribuce soustredénd v bodé xy.

C.1.6 Derivovani distribuci

Necht f je diferencovatelna (a tedy lokalné integrabilni) funkce, ¢ € D. Pak plati

/(;9;1{1( Jp(x)de = 777 /Oog—gl(cc)(p(w)dxl dzy...dz,yda, =
e —00—00  —00 \—oo
- [ [ ] (e [ oo an s -
- / 70 7f x)dridesy ... de, dz, = _/f( )gfl( )z,
e o J
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ponévadz Supp(fy) je kompaktni.
Jako zobecnéni této tvahy definujeme:

0
Parcidlni derivace podle pruni proménné distribuce T € D’ je distribuce 8—T’ pro niz plati
€1
0 dp
T - 7=
((91'1 ) v (8951)

ozt in o . girtiztin
( _ T) 0 = (_1)Z1+12+~~~ZnT< _ (P> .

oxr ozl - iy Ozt ozl - Oxly
Kazda distribuce méa derivace libovolného radu.
Kazda lokalné integrabilni funkce f urcuje regularni distribuci. Tato distribuce ma derivaci libovolného fadu.

V tomto smyslu lze Fici, ze kazda lokalné integrabilni funkce f ma derivaci libovolného fadu. Tato distribuce
vsak obecné neni funkci ale distribuci. Nazyvame ji distributioni derivaci funkce f.

pro kazdou ¢ € D.
Obecné

C.1.7 Heavisidova skokova funkce (distribuce)

Funkce H : R — R definované vztahem
1, >0

Hz) = {0 z<0

je lokalné integrabilni. Urcuje tedy regularni distribuci, pro niz plati
(Hly¢) = /H(w)go(:v)dx = /go(:v)dx.
—0o0 0
Dale plati
(W) = ~(H]¢) = - [Fas = ~ bl = o0) = (5] 5).
0

tedy distributivni derivaci funkce H je Diracova distribuce (soustfedénéd v bodé 0).
Obecné: Funkce H : R” — R definovana vztahem

1 >0,20>0,...70, >0
H(w1,22,...,0n) =14 _ fC.l— 2 20,00 xn 2>
0, jinak
uréuje regularni distribuci:
(H|p) = / /.../H(m,xz,...,xn)cp(:cl,:vg,...,xn)dxld@,,,dxn _
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Ponévadz

o n on
<mﬂ\s@> = (-1 <H\m¢>:
oy e — P
-\ | (X1, T2, .., Ty )AT AT - - - ATy =
(’“)xla:vg---&vnw b2y 16842
0 0 0
00 00 e an_l .
= = o Y Y Y T daodas - - -dz, =
( ) // /|:8$28I3"'8In90($17$2, , L ) - rodxs T
0 0 0

= —(—1)n///m(ﬂ(0,z2,zg,,xn)d.IQdIngn = e =
0 0 0

: ar _
Je 8z1612---8an =0.

C.1.8 Distributivni derivace funkci jedné proménné

Nechf funkce f : R — R je tfidy C*° na kazdém z intervalt (—oco,0), (0,00) a necht kazda jeji derivace je
lokalné integrabilni. Tato funkce urcuje regularni distribuci 7%.
0 0? ok
& — lim O (z) — lim £ A n_ < k) — 2
Oznacme oy, wl_l)r(l)lJr F(x) wl_l)r(I)l_ fi(z) a T} &CT, T} 8x2T o Ty Bk T.

Pro kazdou ¢ € D plati
0

Tip = ~(J@)[¢@)) = - [ f@e@is = - [ f@p@ds - [ )@ -

0

- @@+ / P (@)e(e)dz — [f()p()]E + / F(@)ple)ds =
A 0

— Jim f@)eo) -~ Jim f@p(@)+ [ M@ -
= o) (i @)~ 1w 1) + [ Pt -

= ao<p(0)+/f’(x)so(af)dx =00 0] )+ (fle)=0(0|0)+Tre,

symbolicky
T;f =000 + Tf/ .

Obecné

k—1 o0

k o o
T = Y (-1 ot o)+ [ 0 @),

m=0 —0

Symbolicky

k—1
Tf(k) = Z O'm(s(kimil) =+ Tf(k) .

m=0
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C.1.9 Konvergence distribuci

Rekneme, Ze posloupnost distribuci {7} };=, C D’ konverguje pro k — oo k distribuci T € D' a piSeme

lim Tp =T,

k—o00

jestlize pro kazdou testovaci funkci ¢ € D je klim Tre = To (v tomto piipadé jde o konvergenci ¢iselnych
—00

posloupnosti).

Necht {7} },—; € D’ je posloupnost distribuci takova, Ze pro kazdou testovaci funkci ¢ € D existuje limita
posloupnosti &sel {T;p} .- ,. Definujme zobrazeni T : D — R piedpisem

T(p) = lim Tpe.
k— 00
Pak T je linedrni (to plyne z linearity kazdé z distribuci Ty, a z linearity operatoru limity posloupnosti) a spojité
(dtikaz napf. v: Laurent Schwartz: Théorie des distributions, Paris 1973). To znamend, ze T je distribuce.

C.1.10 JH-vytvorujici posloupnosti

Necht {fi}r—, je posloupnost lokélné integrabilnich funkei na R™ takovych, Ze klim Ty, =9, tj.
—00

li = (0
Jim ( fi | ¢ ) =(0)
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D. Pak {fi},—, se nazyva §-vytvorujici posloupnost, funkce fi se nazyvaji
impulsni funkce.
Priklady §-vytvorujicich posloupnosti:

1 1
k, |z < o k— kx|, |z| < Z
ok ke _ sinkzx
fu(z) = 5 © ; fu(z) = o
1 Qg o) . . , , v, N . o
fe(x) = ;m, kde {ax},_; je libovolna posloupnost kladnych ¢isel takova, ze klin;o a =0,

m
r, |z| < Ly
filz) = P ol < 2¢

0, 2| > ¢

Na nésledujicich obrazcich je znazornéno nékolik prvnich ¢lent nékterych §-vytvorujicich posloupnosti. S ros-
toucim k se zmensuje sila ¢ary.

Cviceni

1) Vypocitejte prvni a druhou distributivni derivaci funkece f(z) = |z|.

2) Necht H je Heavisidova funkce a polozme xy = xzH (z), x_ = —xzH(—x). Vypoditejte distributivni derivace
téchto funkei.

3) Uréete distribuci 6™ (z)

Vysledky: 1) sgnz, 26(x) 2) 2/, = H(x), 2’ = —H(—x) 3) (—1)"n!é(x)
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|z < 1/(2k)
jinak

k 1,2
fr(x) = Gy —ahe
Jr

1 k2
I(@) 7 k422 + 1
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Priloha D

Laplaceuv operator v krivocarém
souradném systému

n
0%u
A s
" Ox?’
=1 g
podrobnéji
n
82U T1,22,...,T
Au(l'l,l?,...,mn) :A117I2 _____ mnu(xl,x%...,;pn) :; ( 81712 n)
Soufadnice x1, x2, ..., x, transformujeme na soufadnice q1, qa, ..., g,. Pak je
x; = Ii(qh(p,...,qn), q = Qi(Il,Iz,...,xn),
ou . Z ou 6q7
ox; (9q7 Ox;’
= - 2—(%8%) > ai o on e
Ox? = Ox; \ 0q; Ox; = i &= 94;0q, Oz; ~ Oq; D2
n n n
0%u  dq; O 5)
- St 5 ey
aQJ 8qk axz 3xz Z

j=1k=1 j=1

proi=1,2,...,n. Tedy

n " 0%u Oq; Oqp ou 9%q;
A _ J J —_
q1,q2,-qn U ; (j Pt} 3%‘3% 0x; Ox; Z 8% 8171

Zn: aqk <Z§?gi> Zaqg (; )

jk=1 3

Specialni pripady:
Polarni souradnice v roviné

T =7rcosp, y=rsiny, r=vaz2+y3% o= arctg% + g(l —sgnx) + 2k
V tomto ptipadeé je

or x or y dy —y dy x

or /2% + 2 Ay /2% + 2 dr 22+y? Oy 22+
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VIEr? —r——
Vai+y? y? %r 2

9%r

ox? 22 492 o (22 4+ y2)3/? ay? (22 +y2)¥?
0% 2z 0% B 2y

922 :y:c2—|—y2’ oyz xa:2—|—y2’

a dale

WV (O gt (9\7 (V' iR 1 orde 0o
Ox oy) x4y ox Oy _(x2+y2)2_7°2, ox 0x  Oyoy
Pr Or__yre 1 Py Pe_

Ox? 6y2_(x2+y2)3/2_r’ ox2 oy

Laplacetv operator transformovany do polarnich soutradnic tedy je

A, u = @ ﬁ ’ + g ’ + & g% + ﬁ% + @ a_(p ’ + a_(p ’ +
PETT or2 ox Ay ordp \ Ox dx Oy Oy Op? ox Ay
ou (62r 827°) ou (82<p (9290> Q% 1 9%

+ 5. e

022 T a2

9z " oy?

T ooz g2 Op?

Tento vysledek miizeme zapsat ve tvaru

A — lg @ +i@
reth = r Or Tar 72 Op?

Cylindrické souradnice v trojrozmérném prostoru

T =rcosp, y=rsing, 2=z, r =22 + 92, gozarctgg+g(1—sgnx)+2k7r, 2=z
x
A 10 ou 1 0%u n 0%u
ozl = —— [ r— =+ —
v ror \' Or r2 0p2 022

Sférické souradnice v trojrozmérném prostoru

x =rcospcost, y=rsinpcost, z =rsind,
z

Va2 +y?+ 22

A _ 10 [ ,0u +;@+#2 cos 92
re9 U = r2 Or " or r2cos2 9 02 r2cosd OV v

r=vx2+ 92+ 22, cp:arctgg+g(1—sgnx)+2k7r, 19 = arcsin
x
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