Cviceni z Numerickych metod I - 12.tyden
Piimé metody reSeni systému linearnich rovnic

Mame systém linedarnich rovnic

a1 Q1n by X
Ax=b, A= : , b= , X =
an1 Ann bn Tp
Ty

Budeme hledat pfesné Teseni soustavy x* =

Nejznaméjsi metodou je Gaussova elimina¢ni metoda (GEM). Hlavni myslenkou je prevést zadany
systém ekvivalentnimi ipravami na redukovany problém, tj. na systém s horni trojihelnikovou matici
Rx = c. Z toho systému pomoci zpétného chodu jednoduse ziskame presné feseni x*. Zaroven pomoci
GEM muzeme ziskat rozklad matice A na soué¢in dolni a horni trojihelnikové matice.

GEM: (A|b) ~--- ~ (R]c)
Ukéazeme si nékolik modifikaci GEM:

1. GEM bez vymény radku
e neménime poradi fadku (ne vzdy je to mozné - néktery pivot muze byt nulovy a nelze
pokracovat)

e nasobky prvniho fadku odecitame od ostatnich fadki, abychom pod prvnim prvkem prvniho
fadku (hlavni prvek, pivot) ziskali nuly

e pokud mame nuly pod pivotem prvniho fadku, udélame totéz pod prvkem na diagondle
druhého fadku (pivot druhého tadku)

e postup dale opakujeme podle velikosti matice

e na konci ziskdme (R|c), kde R je horni trojihelnikovd matice

e zaroven ziskame rozklad matice A = LR, kde L je dolni trojuhelnikova matice obsahujici
multiplikatory, kterymi jsme ndsobili jednotlivé tadky

2. GEM s ¢astecnym vybérem pivota

e v prvnim sloupci najdeme nejvétsi prvek v absolutni hodnoté

e iadek s timto prvkem vyménime s prvnim fadkem a prvky pod timto pivotem vynulujeme
e v druhém sloupci (bez prvniho fadku) najdeme nejvétsi prvek v absolutni hodnoté

e iadek s timto prvkem vyménime s druhym fadkem a prvky pod timto pivotem vynulujeme
e postup dale opakujeme podle velikosti matice

e na konci ziskame (R|c), kde R je horni trojihelnikova matice

e zaroven ziskame rozklad matice PA = LR, kde L je dolni trojihelnikova matice obsahujici
multiplikatory, kterymi jsme néasobili jednotlivé tadky, a matice P je permutac¢ni matice
(ukazuje, které rfadky jsme museli vymeénit)

Véta Necht jsou hlavni minory matice A ruzné od nuly. Pak lze provést GEM bez vymény fadku,
tj. matici A lze rozlozit na sou¢in dolni a horni trojihelnikové matice.



Piiklad Reste systém linearnich rovnic

2.%1 + 6.272 — I3 = 3
2513'1 + 3.CC2 + x3 = 4
—3z1 — 629 = =3

1. GEM bez vymény radku

Pro nas systém je rozsitena matice soustavy:

2 6 -1 3
2 3 4
-3 -6 0]-3
Prvni fadek vynasobime 1 a odecteme od druhého. Prvni fddek vynasobime —% a odecCteme od
tretiho. Prvky dolni trojihelnikové matice L tedy budou oy =1 a l3; = —%. Ziskame
2 6 —-1|3
0 -3 2|1
3|3
0 3 —513

Druhy tadek vynasobime -1 a odecteme od druhého. Prvek dolni trojihelnikové matice L tedy
bude I3 = —1. Ziskame

2 6 —-1|3
0 -3 2|1
1|5
0 0 3|3
Resen{ systému rovnic tedy je
5/2
T3 = 1—/2 =
1—-2-5
To — 3 =3
3+5—-6-3 .
xr] = = —
! 2
Rozklad matice A je
1 00 2 6 —1
A=LR = 1 10 0 -3 2
3
-3 11 0 0 3
2. GEM s castecnym vybérem pivota
Zacneme se stejnou rozsifenou matici soustavy:
2 6 -1 3
2 3 1| 4
-3 -6 0]-3

7 prvniho sloupce vybereme nejvétsi ¢islo v absolutni hodnoté. To je -3 ve tfetim tadku.

0 01
Vyménime tedy tieti fadek s prvnim. To odpovidda permutaéni matici Py, = 010
100
Ziskame
-3 -6 0|-3
2 3 1| 4
2 6 —-1| 3



Prvni radek vynasobime —% a odec¢teme od druhého, resp. od tfetiho. Prvky dolni trojihelnikové

matice L tedy budou ly; = —% alsy = —%. Ziskame
-3 -6 0]-3
0 —1 1 2
0 2 -1 1

V druhém sloupci vybereme nejvétsi prvek v absolutni hodnoté (bez prvniho fadku). To je 2
ve tretim fadku. Vyménime tedy treti a druhy radek. To odpovida permutacni matici Py =

1 00
0 0 1 |.Pozor, musime vyménit i jiz ziskané prvky matice L. Ziskdme
010
-3 -6 0|-3
0o 2 —-1| 1
0o -1 1| 2
Druhy tddek vynasobime —% a odecteme od druhého. Prvek dolni trojuhelnikové matice L tedy
bude I3 = —%. Ziskame
-3 -6 0]-3
0o 2 —-1| 1
1 5
0o 0 3| 3
Reseni systému rovnic tedy je
5/2
T3 = m =
o I+5
2= 5 T
-3+6-3
1 = _—3 = —5
Celkova permutacni matice je
001
P=P,P;=|10 0
010
a rozklad matice PA tedy je
1 00 -3 —6 0
PA=[ -2 10 0 2 -1
_% -1 0 0 1
3 2 2

Dalsi modifikaci GEM by mohla byt GEM s aplnym vybérem pivota. Ukazeme si ji rovnou
pri feSeni systému linedrnich rovnic z predchoziho prikladu.
Zacéneme opét s rozsitenou matici soustavy:

2 6 -1 3
2 3 1| 4
-3 -6 0|3

Vybereme nejvétsi ¢islo v absolutni hodnoté v celé matici A. To je 6 v prvnim fadku a druhém
sloupci nebo -6 ve tfetim fadku a druhém sloupci. Muzeme si tedy vybrat a fadek s timto prvkem
presuneme na prvni fadek. My vybereme prvek v prvnim fadku a druhém sloupci, nemusime tedy
zadné radky meénit. Vynulujeme vSechny prvky ve druhém sloupci pod timto prvkem. Prvni radek
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vynasobime % a odecteme od druhého, podobné prvni fadek vynasobime -1 a odecteme od tretiho.

Ziskdme

2 6 —1/|3
10 2|2
-1 0 —=11]0

V submatici bez prvniho fadku a druhého sloupce vybereme nejvétsi prvek v absolutni hodnoté. To
jsou % v druhém tadku a tfetim sloupci. Radek s timto prvkem bychom pfesunuli na druhy tadek,
to uz opét mame. Prvky pod timto prvkem vynulujeme. Druhy fadek vynasobime —% a odecteme od

tretiho. Ziskame

2 6 —1]3
10 2|3
1 5
-3 0 0]3
Z této rozsitené matice jednoduse ziskdme feSeni soustavy
)
T
—1/3
5/24+5
pu— pu 5
ARDYE
3+5+2-5
To = T =3

Na zaveér se podivame na obecny rozklad matice A na soucin dolni a horni trojihelnikové matice
- obecny LU rozklad. Zaroven si ukdzeme, jak tento rozklad vyuzit pii feSeni soustav linearnich

rovnic.
Obecny LU rozklad ukazeme opét na predchozim piikladu soustavy linearnich rovnic. Mame

2 6 —1 3
A= 2 3 1 ab= 4
-3 —6 0 -3
Rozklad matice A si zapiSeme obecné.

2 6 —1 lll 0 0 U1 U2 U3
A= 2 3 1 = l21 122 0 0 Uo2 U223
-3 —6 0 l31 l32 l33 0 0 uss

lhun liiugs liiugs

= | launr laruig + lagugs lo1u13 + laguas

ls1urn  ls1uie + lgauen  l31u13 + l3ates + l33uss

Porovnanim jednotlivych prvka matic ziskame 9 rovnic pro 12 neznamych, feSeni tedy neni jedno-
znacné. Muzeme napiiklad predpokladat, ze na diagondale dolni trojihelnikové matice L jsou 1, tedy
{11 = log = l33 = 1. Pak dostaneme

S O N
S WD

1 00 -1
L= 1 1 0] aU= 2
3 1
-5 -1 1 3
Nyni pfistoupime k feseni soustavy Ax = b. Tu muzeme piepsat jako LUx = b. Regen{ soustavy
najdeme postupnym vyfesenim dvou soustav linedrnich rovnic s trojihelnikovymi maticemi:

Lz=Db
Ux =1z
Tedy
1 00 21 3
1 10 zo | = 4
-3 11 23 -3



Reseni této soustavy je z = . Poté tesime dalsi soustavu

Nlot — Qo

2 6 —1 1
0 -3 2 T =
0 0 3 T3
-5
Vyftesenim ziskdme konecné teseni soustavy x = 3
)

ot — QO



