Zakladni pojmy matematicke statistiky

Motivace:

Matematicka statistika jedda, ktera analyzuje a interpretuje datadevsim zadelem
ziskani pedpovdi a zlepSeni rozhodovaniriznych oborech lidské&nnosti. Ritom se
fidi principem statistické indukce, tj. na zakiamalosti o ndhodném v§tu z ugiteho
rozlozeni pravébodobnosti se snaztinit zawery o vlastnostech tohoto rozlozeni.

Ustrednim pojmem matematické statistiky je tedy pojeémadného vyéru.



Definice ndhodného vykru:

a) Neclt Xy, ..., %, jsou stochasticky nezavislé nahodnédieli, které maji viechny stejné rozlozendl)(Rekneme, ze
X1y ooy % J€ 5(. (Ciselné realizace;x..., % nahodného vydsu X, ..., X,
uspdadané do sloupcoveého vektoru odpovidaji datovémbaa zavedenému v popisné statistice.)

b) Necht’ (X1,Y1), ..., (X,Y,) jsou stochasticky nezavislé dvouraznmé nahodné vektory, které maji vSechny stejné
dvouroznirné rozlozeni k(9). Rekneme, ze (XY1), ..., (%, Y.) je

9). (Ciselné realizace (¥1), ..., (%.,yn) ndhodného vydu (X1,Y1), ..., (%, Yr)
uspdadané do matice typw® odpovidaji dvourozsmnému datovému souboru zavedenému v popisné sfjst

c) Analogicky Ize definovat p-rozénny 9).

Definice statistiky:
Libovolna funkce T = T(X ..., X,) ndhodného vydyu Xy, ..., X, (resp. T = T(X%,Y4, ..., X, YY) nahodného vyyu (X1,Yy),
..oy (X0, Y1) se nazyva (vyrova)



Definice dilezitych statistik:
a) Neclr X4, ..., X, je nahodny vyér, n> 2.

Ozname M=1%'x, ... =L Y -m) ... | S=Vs ...
n ‘= n-1 i=1
Pro libovolné, ale pewndané realnéislo x je statistikou téZ hodnota F (X) :%carc{i; X, < x}

b) Nech’ je dano = 2 stochasticky nezavislych nahodnych &yibo rozsazich > 2, ..., n> 2.
Celkovy rozsah jen = inj :
j=1

Ozna&me M, ..., M, vyb&rové pameéry a S?, ..., S° vyb&rové rozptyly jednotlivych vyéra. Neclt ¢, ..., G jsou realné
konstanty, aspojedna nenulova.
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c) Necht (X1,Y9), ..., (X, Yn) je ndhodny vyér z dvourozndrného rozlozeni o rozsahu n.
Ozna&me M, :%Zn:xi , M, :%Zn“vi vybérové pameéry, s? :nili(xi -M,)?, S, =nilzn‘,(vi - M, )? vyb&rové rozptyly.
i=1 i=1 L= L=

S proS;S, # 0
(X, =M )Y, =M,)... FR, = 1SS,
0 jinak
Pro libovolnou, ale pewnzvolenou dvojici realnychisel x,y je statistikou téz hodnota
F (X,Y) :%car({i;xi <x0OY, <y}
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Upozorreéni: Ciselné realizace statistik M%SS, S,, Ri» odpovidajigciselnym charakteristikdm n?., s, s, r» zavedenym

V popisné statistice, ale u rozptylu,&odatné odchylky, kovariance a koeficientu korelgceultiplikativni konstanta
ni_l, nikoliv % jak tomu bylo v popisné statistice. Jak uvidimedsji, uveden&iselné realizace mohou byt povazovany
zaodhady ¢iselnych realizaci nahodnych vt zavedenych v gidu pravépodobnosti.

Charakteristika Potet Matematickgq Popisna
vlastnosti pravcEpodobnosti statistika statistika
poloha E(X) =u M m
variabilita D(X) =6° s n-1,

n
variabilita JD(X) =0 S n-1

n

spol&na C(Xy, X2) =012 | Sp2 n-1
variabilita n
tésnost vztahu| R(X X;) =p R, l12
rozlozeni D(X) Fa(X) F(X)




Priklad (vypccet realizaci vybrového ptiméru, vybérového rozptylu a hodnot vglove distribéni funkce):
Desetkrat nezavisle na sobyla zn#iena jista konstanta Vysledky ngtreni byly: 2 1,8 2,1 24 19 2,1 2 1,8 22.
Tyto vysledky povaZzujeme zaselné realizace nahodného ¥ Xy, ..., X0. Vypoitéte realizaci m vyérového ptimeéru
M, realizaci § vybérového rozptylu § realizaci s vybrové snérodatné odchylky S a hodnoty Wrové distribwni funkce
Elo(X).
Reseni:
m :lix. :i(2+ 18+...+ 22) = 2065’ :ii(x. -m)’ :i(ix? - nmzj :1(22 +182 +...+ 22> ~10[206° ) = 0,0404

ng ' 10 n-1"" n-14%& ' 9
s=+/s? =,/0,0404= 0,2011

Pro usnadéni vypaitu hodnot vykrove distribéni funkce ko(x) uspdadame réreni podle velikosti:
181819222121 22 23 24.

X <18:F,(x) =0 12

2 1,0
1,8<x<19:F,(X)=—=02

128 B =5 fj
1,9<x< 2:F10(x):%: 03 06
5 e

2sx<2,1:FlO(x):E: 05 2., o

7
2,1 x<2,2:F,(x) =E= 07 o0

1,7 1,8 19 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 25

8
22<x<2,3:FE,(x)=—=08 X
10(X) e

9
2,3<x<24:FE.(xX)=—=09
10(X) o

X22,4:F,(x)=1



Priklad (vypocet realizace vy&roveho koeficientu korelace):

U 11 ndhod& vybranych aut jisté ziky bylo zji&ovano jejich sté (nahodna vetina X — v letech) a cena (ndhodna veli-
¢ina Y — v tisicich K). Vysledky:

(5, 85), (4, 103), (6, 70), (5, 82), (5, 89), (B) 96, 66), (6, 95), (2, 169), (7, 70), (7, 48).

Vypoctete a interpretujtéiselnou realizacip vybérového koeficientu korelace;R

ReSeni:

m, :%iXi :111(5+4+...+7): 528

i=1
m, :%an:yi :111(85+103+...+48): 8863

n

s’ = Y x2-nm? | =2 (57 + 42 4.+ 72 110528 ) = 202
n_l i=1 10

s :ﬁ.[zyiz - nmzzj :%)(852 +10F +...+ 48 1118863 ) = 97085

i=1

2 [inyi - ”mlsz =%(5 [B5+40103+...+ 7 [28-11[528B863) = —4089

Sip = n-1l<

o = o e =
s, 8, /2020/97085

Mezi nahodnymi vetiinami X a Y existuje silna né&jma linearni zavislostim starsi auto, tim nizsi ce




Bodové a intervalové odhady parameti a parametrickych funkci

Vychazime z ndhodného Wil Xy, ..., X, z rozloZeni L§ ), které zavisi na parametbu Mnozinu vSech fipustnych hod-
not tohoto parametru oz¥iane =. Tato mnozZina se nazyvé

Nag. je-li X4, ..., %, ndhodny vybr z rozlozeni Ng,6°), pak ¢ = (u,0?) a v tomto pipack parametricky prostdg =
(— oo,oo)x<0,oo)_

Parametrs nezname a chceme ho odhadnout pomoci daného rédwdjru (pripadré chceme odhadnoutjakou

h(3)).

parametrické funkce B() je statistika | = T(Xy, ..., X,), kterd nabyva hodnot blizkycht), & je hod-
nota parametry jakakoliv. Existuji izné metody, jak konstruovat bodové odhady {nagetoda momentci metoda ma-

ximalni wWrohodnosti, aleémi se zde zabyvat nebudeme) a takané typy bodovych odh&dOmezime se na odhady ne-
stranné, asymptoticky nestranné a konzistentni.

parametrické funkce B() rozumime interval (D, H), jehoZ meze jsou stikiyst
D = D(Xy, ..., X)), H=H(Xy, ..., X)) a ktery s dostate¢ velkou pravdpodobnosti pokryva k(), & je hodnota parametr
jakakoliv.



Typy bodovych odhadi

Nech’ Xy, ..., X, je nahodny vyér z rozlozeni L§ ), h(9) je parametricka funkce, T4,TT,, ... jsou statistiky.
a)Rekneme, Ze statistika T je parametrické funkce k(), jestlize
080=: E(T) = h(@®).
(Vyznam nestrannosti spiwa v tom, Zze odhad T nesmi parametrickou funkgi)lgystematicky nadhodnocovat ani
podhodnocovat. Neni-li tato podminka sjla, jde o vychyleny odhad.)

b)Jsou-li T;, T, nestranné odhady téZe parametrické funkeg,lifakiekneme, Ze fje nez T, jestlize
08 0=: D(Ty) < D(Ty).
c) Posloupnos{T,}”_ se nazyvé parametrické funkce i&(), jestlize

09 0=: lim E(T,) = h(9).

(Vyznam asymptotické nestrannosti &p@ v tom, Ze s rostoucim rozsahemangklesa vychyleni odhadu.)
d) Posloupnos{T,}”_ se nazyvé parametrické funkce k(), jestlize

09 0=0e >0: lim P(T, —h(8)| > ¢)=0.
n— o

(Vyznam konzistence spiva v tom, ze s rostoucim rozsahem &nfiklesa pravépodobnost, Zze odhad se bude
realizovat ,,daleko” od parametrické funkcesh()
Lze dokazat, Ze z nestrannosti odhadu vyplyva gdymptoticka nestrannost a z asymptotické neststinnglyva
konzistence, pokud posloupnost rozgtyldhadu knverguje | nule



Vlastnosti dialezitych statistik

a) Pripad jednoho nahodného wh: Nectt Xy, ..., %, je ndhodny vybr z rozloZeni se gdni hodnotow, rozptylemo® a
distribusni funkci®(x). Nech n> 2. Ozn&me M, vyb&rovy primér, S,2 vybérovy rozptyl a pro libovolné, ale pe¥dané
X OR ozname F,(x) hodnotu vyBrové distribéni funkce. Pak pro libovolné hodnoty pararietr, °a libovolné, ale
pevre dané realnéislo x plati:

E(My) = l/laz

D(M;) = %,

E(S) =0,

D(S?) = ﬁ—m, kdey, je 4. centralni moment,
n n(n-1)

E(Fa(X)) = @(x),

D(F, (x)) = O(x )L (x)]

n
Znamena to, Ze Me nestrannym odhadem S/ je nestrannym odhadesf, pro libovolné, ale pevndanéx OR je vybs-
rova distribéni funkce FR(x) nestrannym odhaded(x).

Posloupnos{m, }” je posloupnost konzistentnich odhad

{Snz}:=1 je posloupnost konzistentnich odhad,
pro libovolné, ale pevndanéx R je {F,(x)} ", posloupnost konzistentnich odfiadi(x).



b) Ptipad r> 2 stochasticky nezavislych nahodnych &g Necht' X,,,.... X, , ..., X1,..., X,, ]Je r stochasticky nezavislych
nahodnych vybri o rozsazich 1 2, ..., n> 2 z rozloZeni se igdnimi hodnotamiy, ..., a rozptylems®. Celkovy rozsah

je n:Zr“nj . Necht ¢, ..., G jsou reélné konstanty, aspedna nenulova. Pak pro libovolné hodnoty paraimeir..., yi, ac”
=1

plati:

E(ZCiMj] = 2.CH
=1 =1

E(S? =

r

Znamena to, ze linearni kombinace &dvych pfiméra ) c¢,M; je nestrannym odhadem linearni kombinatedstich hod-

I

Zr:(”j _])sz

r
not ZC,-H i avazeny pimér vybsrovych rozptyh S2=2— je nestrannym odhadem rozptylti
j=1

c) Pripad jednoho nahodného Wb z dvourozrdrného rozloZzeniNech’ (X4,Y1), ..., (%,Y,) je ndhodny vyér
z dvourozmdrného rozlozZeni s kovarianei, a koeficientem korelage Pak pro libovolné hodnoty paramets,,ap plati:

E(S2) =012
E(R:,) = p (shoda je vyhovujici pro & 30).

Znamena to, Ze vyoova kovariance S je nestrannym odhadem kovariamge avSak vybrovy koeficient korelace Rje
vychylenym odhadem koeficientu korelgce



Pojem intervalu spolehlivosti

Neclt X4, ..., X, je nahodny vyér z rozlozeni L§),
h(9) je parametricka funkce,

ao(0,1),

D = D(Xy, ..., X)), H=H(Xy, ..., X) jsou statistiky.

a) Interval (D, H) se nazyvA pro parametrickou funkci (),
jestize:oso=:P(D < h@) < H)> 1.

b) Interval (D,©) se nazyva pro parametrickou funkci la(),
jestlizeoso=:P(D < hf)) > 1.

c) Interval (o, H) se nazyvé pro parametrickou funkci la(),

jestize:oso=:P(h() < H) > 1.

Cisloa se nazyvé (zpravidlao = 0,05, méa ¢asto 0,Xi 0,01),¢islo 1 —a se nazyvé



Postup pri konstrukci intervalu spolehlivosti

a) Vyjdeme ze statistiky V, ktera je nestrannym bodowydhadem parametrické funkceph(

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, ktera vznikrensformaci statistiky V, je monotonni funkcbh(a gitom jeji
rozlozeni je znameé a nath)(nezavisi. Pomoci znamého rozlozeni pivotovéstiiayi W najdeme kvantily y,

Wi, takZe platizd 0=: P(Wy2 < W < Wig0) > 1 —a.

c) Nerovnost W, < W < wy_» prevedeme ekvivalentnimi Upravami na nerovnost DS k{ H.

d) Statistiky D, H nahradime jejiatiselnymi realizacemi d, h a ziskame tak 10&%- empiricky interval spolehlivosti, o
némz prohlasime, Ze pokryvah) s pravédpodobnosti aspol —a. (Tvrzeni, Ze (d,h) pokryva b s pravédpodobnosti
aspa 1 —o je tteba chapat takto: jestlize mnohonasobezavisle ziskame realizacg x., %, nahodného vydyu Xy, ...,
X, z rozlozeni L§) a pomoci kazdé této realizace sestrojime 10P¥d-empiricky interval spolehlivosti pro B, pak

podil patu tch intervat, které pokryvaji h§) k paitu vSech sestrojenych interuddude piblizné 1 —a.)



llustrace:Jestlize 100x nezavisle na galskuténime nahodny vy z rozloZeni se #&dni hodnotow a pokazdé sestroji-

me 95% empiricky interval spolehlivosti pugpak giblizné v 95-ti pfipadech bude lezet parametv intervalech spolehli-
vosti a asi v 5-ti ipadech interval spolehlivostinepokryje.

Volba oboustranného, levostranného, nebo pravaesthanintervaluzavisi na konkrétni situaci.

Napr. oboustrannynterval spolehlivosti pouZzije konstruktér, kteoétajima dolni i horni hranice pro skéeu délkuu né-
jaké sodastky.

Levostrannyinterval spolehlivosti pouzije vyképdrahych kow, ktery potebuje znat dolni mez pro sktitey obsah zlata

v kupovaném slitku.

Pravostrannynterval spolehlivosti pouzije chemik, ktery peltuje znat horni mez pro obsaltis®t u v analyzovaném
vzorku.



Priklad: Necht Xy, ..., X, je ndhodny vyr z rozlozeni Ng,o%), kde n> 2 a rozptyls” zndme. Sestrojte 100¢{)% interval
spolehlivosti pro neznamourstini hodnotuu.

Redeni V tomto gipads parametricka funkce l8() = p. Nestrannym odhadentstini hodnoty je vy#rovy pimér M =
%in . Protoze M je linearni kombinaci normé&hozloZenych nahodnych vél, bude mit také normalni rozlozeni se

i=1
2

stredni hodnotou E(M) 7 a rozptylem D(M) -(; . Pivotovou statistikou W bude standardizovana déahoveléina
u :% ~ N(0,).
Jn
Kvantil Wy = Uyz = -Uiwz, Wia2 = Ur2.
—. _ M - o o
90=:1-a< P('l-h-a/Z <U< l“h-Ot/Z) = F “Upqp2 <?u SUpqpp | = F{M _ﬁul—am <p<M +ﬁu1—a/2]-
Jn

Meze 100(1s)% intervalu spolehlivosti proigtdni hodnoty: pii znamém rozptylw? tedy jsou:
D=M-Zu_,, H=M+2

n ﬁul—u/Z'

Pri konstrukci jednostrannych intervagpolehlivosti se riziko néli, tedy 100(1e))% levostranny interval spolehlivosti pro
. o , . o
uje (M —ﬁul_(x ,oo} a pravostranny jé— o0, M +ﬁul‘°‘j'

Dosadime-li do vzofcpro dolni a horni medselnou realizaci m vysoveho ptmeéru M, dostaneme 100(d)% empiricky
interval spolhlivosti. Fostup si ukdZzeme na nasledujicim numerickékiguu



Priklad: 10 krat nezavisle na sébyla zn&rena jista konstania Vysledky néieni byly:

218212419212 18 23 2.2

Vysledky povaZujeme z&selné realizace nahodného b Xy, ..., X z rozloZeni Ng, ¢°), kdep nezname a® = 0,04.
Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti ppo a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

C) pravostranny.

Resenf:

Vypocéteme realizaci vydrového paémeéru: m = 2,06. Rizikar je 0,05. V tabulkach najdeme kvantilgss = 1,96 pro obou-
stranny interval spolehlivosti a kvantH 4= 1,64 pro jednostranné intervaly spolehlivosti.

ada)d=Em--% Uy, =2,06-221,06=1,94

Jn r
h:m+f_u1m,2 206+T196 2,18
n
194 <u<2,18s pravéloodobnostl aspn0,95.
adb)d=m-2 u,=206-22164=1096
yasm-mu Jio
1,96 <u s pravépodobnostl aspo0,95.
adc)h=m+Z u,=206+22164=216
) & Vo

u < 2,16 : pravéEpodobnosti aspo0,95



Sirka intervalu spolehlivosti

Neclt (d, h) je 100(-a)% empiricky interval spolehlivosti pro fif zkonstruovany pomociselnych realizaciyx..., % na-
hodného vybru Xy, ..., X, z rozlozeni L§ ).

a) Pri konstantnim riziku klesai&a h-d s rostoucim rozsahem nahodnéh@myb

b) Pti konstantnim rozsahu nahodného &b klesa ka h-d s rostoucim rizikem.

Priklad: (stanoveni minimalniho rozsahu Wb z normalniho rozloZeni)
Necht Xy, ..., X, je nahodny vy z N(u, %), kdes® zndme. Jaky musi byt minimalni rozsah &ngbn, aby &ka 100(1e)%
empirického intervalu spolehlivosti praetini hodnotu negesahlatislo A?

9 Eul_m,z. Z této podminky dostaneme, ze

ﬁul—alz) = \/ﬁ

W ~ o ~ . 0
ReSeni:PoZadujeme, aby>h —d =m +EUH/2 —(m-

2 2
> 40 ul—a/Z s - 0 w e sy s VAL s
= —A2 . Za rozsah vydru zvolime nejmensitpozenécislo vyhovujici této podmince.

Priklad: Hloubka mde se mifi pristrojem, jehoz systematicka chyba je nulova a daé@hyby ndteni maji normalni roz-

loZeni se sirodatnou odchylkos = 1 m. Kolik n&teni je nutno provést, aby se hloubka stanovilaybah nejvyse

= 0,25 m @i spolehlivosti 0,957

ReSeni Hledame rozsah vyhu tak, aby $ka 95% intervalu spolehlivosti prarstini hodnotuw negesahla 0,5 m.iRom o

4%,y " _ 401967
N 05°

zname. Z pedeslého fikladu vyplyva, zen = = 614656, Nejmensi pdet neieni je tedy 62.



Zakladni typy uspoiradani pokusi

Metody matematické statistikdasto slouzi k vyhodnocovani vyslédiokusi. Aby mohl byt
pokus spravéivyhodnocen, musi byt didnaplanovan. Uvedeme zde nejjednodussi
uspdadani pokus.

Predpokladejme ndjklad, ze sledujeme hmotnostrinistky selat teéhoz plemené piznych

vykrmnych dietach.

a) Nahodna vetiina X je pozorovana za tychz podminek. Situace je
charakterizovana jednim nahodnym #msdm X, ..., X.
Nahodr vylosujeme n selat téhoz plemene, podrobime jagedykrmné diet a zjistime

kazdého selete hmotnostrfinistek. Tim dostaneme realizaci jednoho ndhodnéhérvyb



b) Nahodna veliina X je pozorovana za dvojichanych podminek. Existuji dvwodliSna uspiadani

tohoto pokusu.

situace je charakterizovanasdva nezavislymi nahodnymi vty X,j,..., X4, a

Xyper X

142N, .
Nahodr vylosujeme ;a rp selat téhoz plemene, nahéda rozdlime na dva soubory o,a 1 jedincich, prvni podrobime

vykrmné diet ¢. 1 a druhy vykrmne digtislo 2. Tak dostaneme realizace dvou nezavislyboar@ych vykri.

situace je charakterizovana jednim nahodnynéngin (Xn, le)" oon (X o X n2)
z dvourozndrného rozlozeni. #ejdeme k rozdilovému nahodnému ¥tbZ = Xi; — X, i = 1, ..., n a tim dostaneme jedno-
duché pozorovani.
Nahodr¢ vylosujeme n vrh stejre starych selat téhoz plemen kazdého odebereme dva sourozence a néhwdipiira-
dime prvni a druhou vykrmnou dietu. Tak dostanezadizaci jednoho dvourozimého nahodného vghu, kde prvni sloz-
ka odpovida prvni digta druha slozka druhé diet
(Parove porovnavani je efektjni, protoze skutay rozdil v &innosti obou diet jeigkryvan pouze nahodnymi vlivyip
samotném krmeni a trvani, kdezto viiznych adi¢nych vioh, ktery byl losovanim znahatin je u sourozeneckého paru

selatcaste&né vyloucen.)



C) Nahodna vetiina X je pozorovana za>r3 miznych podminek. Existuji dwodliSna uspia-
dani tohoto pokusu.

situace je charakterizovana r nezavislymi nahodmjtiery X ..., Xy, az X ..., X,

Nahodr vylosujeme 1, n, ..., n selat teéhoz plemene, ndhéde rozdlime na r soubdro ny, ny, ..., np jedincich, prvni
podrobime vykrmné diék. 1, druhy vykrmné diétéislo 2 atd. az r-ty podrobime vykrmné diétslo r. Tak dostanemeae

lizace r nezavislych nahodnych &yb.

situace je charakterizovana jednim nahodnynérsiin (Xll,...,Xlr),...,(X nl,...,an) Zr-
rozmeérného rozlozeni.
Nahodr vylosujeme n vria stejreé starych selat téhoz plemen kazdého odeberasr sourozenica nahoda jim prifradime
prvni az r-tou vykrmnou dietu. Tak dostaneme realizednoho r-rozgrného ndhodného vghu, kde prvni slozka odpovi-

da prvni diet , druha slozka druhé déeatd. az r-ta slozka odpovida r-te diet



Uvod do testovani hypotéz

Motivace:Castym Gkolem statistika je na zakadht owiit predpoklady o parametrech nebo
typu rozlozeni, z ¥hoz pochazi nahodny v§h Takovemu pedpokladu séika nulova hypoté-
za. Nulova hypoteza vyjagje rejaky teoreticky pedooklad,casto skeptického razu a uzivate
musi stanovit fedem, beziphlédnuti k datovému souboru. Proti nulovée hypottzaeime alter-
nativni hypotézu, kteréika, co plati, kdyz neplati nulova hypotéza. Alsivni hypotéza je
formulovana tak, aby mohla platit jenom jedn&chto dvou hypotéz. Pravdivost alternativni
hypotézy by znamenala objeverjakych novych skut@osti, nebo zasadsi znenu

v dosavadnichiedstavach.

Nap. vyzkumnik by chil na zaklad dat pro¥iit tezi (novy objev), ze pasivni kéeni Skodi
zdravi. Jako nulovou hypotézu tedy polozi tvrzeéaipasivni koteni neskodi zdravi a proti nu-
lové hypotéze postavi alternativni, ze pasivnirkouskodi zdrauvi.

Testovanim hypotéz se mysli rozhodovaci postupy ktezalozen na daném nahodnémadryb

a s jehoz pomoci rozhodneme o zamittiutiezamitnuti nulové hypotezy.



Nulova a alternativni hypotéza

Nech’ X4, ..., X, je ndhodny vyér z rozlozeni L§), kde parametso= nezname. Neah(s) je
paramdtricka funkce a c dana realna konstanta.
a) Oboustranna alternativdvrzeni H: h(s) = ¢ se nazyvé .Proti
nulové hypotéze postavime Hiih(s) = c.
b) Levostranna alternativavrzeni H: h(s) > c se nazyvé

2 Proti jednoduché nebo slozené pravostranné nilgpétéze postavime

Hi: h(s) < c.

c) Pravostranna alternativaivrzeni H: h(s) < c se nazyvéa

2 Proti jednoduché nebo slozené levostranné nuilgpétéze postavime

Hi: h(s) > c.
rozumime rozhodovaci postup zalozeny na nahodiy@gnwy Xy, ..., X,

S jehoz pomoci zamitnendenezamitneme platnost nulové hypotezy



Chyba 1. a 2. druhu

Pii testovani H proti H; se mizeme dopustit jedné ze dvou chyh:
spaiva v tom, Ze linezamitneme ¢ave skuténosti neplati. Situacirphledr znazoiiuje

skuteEnosti plati a
tabulka:

spa&iva vt

om, Ze lzamitneme, &ve

skute&nost rozhodnuti
Ho nezamitame FHzamitame
Ho plati spravné rozhodnuti | chyba 1. druhu
Ho neplati chyba 2. druhu spravné rozhodnt

nti

Pravdpodobnost chyby 1. druhu se Zha a nazyva s&

¢i 0,01). Pravépodobnost chyby 2. druhu se #nf. Cislo 1-8 se nazyvé

(vétSinou

byvén = 0,05, méa ¢asto 0,1

a vyjaduje prav@podobnost, ze bude

Ho zamitnuta zaiedpokladu, Ze neplati. Obvykle se snazime, abyesita byla aspp0,8. Ol hodnoty,a i 1-, zavisi na
velikosti efektu, ktery se snazime detekovaim drobrgjSi efekt, tim musi byt&Si rozsah nahodného .

skut&nost rozhodnuti
zdravy nemocny
jsem zdravy | zdravy a néény | zdravy a l&eny
jsem nemocny| nemocny a n&g@y| nemocny a l&eny




Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme statistiku o = To(X4, ..., X)), kterou nazveme nMnozina vSech hodnot, jichZike testove krite-
rium nabyt, se rozpada na (znai se V) a (zn&i se W a
nazyva se tékz ). Tyto dva obory jsou odteny kritickymi hodnotami (pro danou hladinu vyznamstia je |ze

najit ve statistickych tabulkach).

Jestlizeciselna realizacg testového kritéria fpadne do kritického oboru W, pak nulovou hypotZamitame na hladén
vyznamnosti a znamena to skutee vyvraceni testované hypotézy. Jestligmtne do oboru nezamitnuti V, pak jde o
pouhé mteni, které platnost nulové hypotézy jenoifippusti.

Pravdpodobnosti chyb 1. a 2. druhu nyni zapiSeme takto:

P(To ] W/Ho platl') =qa, P(To oV /H]_ platl') :B.

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznasti a:

Ozna&me t,in (resp. tay Nejmensi (resp. nejtéi) hodnotu testového kritéria.

Kriticky obor v piipad oboustranné alternativy ma tvar

W = (tn, Ka2(M) O {Kyqo(Titma), Kde Kya(T) @ Ki2(T) jsou kvantily rozloZenti, jimz sédi testové kritérium d; je-li
nulova hypotéza pravdiva.

Kriticky obor v @ipact levostranné alternativy ma tvar:

W = (£, Ko ().

Kriticky obor v ipact pravostranné alternativy ma tvar:

W = (K (T), ) -



Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(1)% empiricky interval spolehlivosti pro parametiackfunkci h@ ). Pokryje-li tento interval hodnotu c,
pak Hy nezamitdme na hladivyznamnosti, v opa&ném gipadc Hy zamitame na hladinvyznamnosti.
Pro test K proti oboustranné alternatigestrojime oboustranny interval spolehlivosti.

i " g
\ \
}

Pro test K proti levostranné alternatissestrojime pravostranny interval spolehlivosti.

AL

Pro test K proti pravostranné alternatigestrojime levostranny interval spolehlivosti.

4



Testovani pomoci p-hodnoty

predpokladu, Ze plati (riziko planého poplachu).li#esp-hodnotas a, pak H zamitame na hladinvyznamnosti, je-li p-
hodnota >, pak H nhezamitame na hladivyznamnosti.

Zpusob vyp@tu p-hodnoty:

Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{pdty), P(To > ty)}.

Pro levostrannou alternativu p = BEty).

Pro pravostrannou alternativu p = PEly).

llustrace vyznamu p-hodnoty pro test nulové hyppmamti oboustranné, levostranné a pravostrareénaltivg:

p-hodnota p-hodnota
Ji —\ 1odn /,\p_]l;u[nnl.a
| | : - / | ?”
_ _ —— - - ;
! 0 :

t ” t

(Zvonovita Kivka reprezentuje hustotu rozloZeni, kteryniidétestove kritérium, je-li nulova hypotéza prarl)
p-hodnota vyjatlije pravépodobnost, s jakotiselné realizace;x..., % ndhodného vydyu Xy, ..., X, podporuji H, je-li
pravdiva. Statistické programové systémy poskyteijgvych vystupech p-hodnotu. Jeji viygpovyZzaluje znalost distribtni
funkce rozlozeni, kterym s&di testové kritérium o, je-li Hg pravcdva.



Doporuceny postup [¥i testovani hypotéz

1. Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypat&itom je vhodné zvolit jako alternativni hypotézu f@edpoklad,
jehoz gjeti znamena zavazné cieni a ndlo by k ému dojit jen s malym rizikem omylu.

2. Zvolime hladinu vyznamnosti Zpravidla volimex = 0,05, mé# ¢asto 0,1 nebo 0,01.
3. Najdeme vhodné testové kritérium a na zakigdtenych dat vypeéitame jeho realizaci.

4.

a) Testujeme-li pomoci kritického oboru, pak haeidme. JestliZe realizace testového kritéria pddlaritického oboru,
nulovou hypotézu zamitame na hladiyznamnostuo a @ijimame alternativni hypotézu. V afgeem gipad nulovou
hypotézu nezamitame na hlaglryznamnosti.

b) Testujeme-li pomoci intervalu spolehlivosti, wgfeme empiricky 100(1)% interval spolehlivosti pro parametrickou
funkci h(8). Pokudcislo ¢ padne do tohoto intervalu, nulovou hypotégmamitame na hladirvyznamnosti. V opa&ném
piipacdt nulovou hypotézu zamitame na hlaguyznamnostiu a @ijimame alternativni hypotézu.

c) Testujeme-li pomoci p-hodnoty, vyjieme ji a porovname ji s hladinou vyznamnastiestlize < a, pak nulovou
hypotézu zamitame na hladimyznamnosti. a @ijimame alternativni hypotézu. Je-li pu>pak nulovou hypotézu
nezamitdme na hladirvyznamnosti.

5. Na zéklad rozhodnuti, které jsme&inili o nulové hypotéze, provedemejaké konkrétni opaeni, nap. séidime
obral&ci stroj.

(Pri testovani hypotéz musime mit k dispozici odpojddaastroje, nejlépe vhodny statisticky softwademame-li ho
k dispozici, musime znatigslusné vzorce. Dale gebujeme statistické tabulky a kalkéka.)



Priklad: 10 x nezavisle na sélbyla zn¢fena jista konstanta Vysledky néfeni byly: 2 1,8 2,1 24 1,9 2,1 2 1,8 2,3
2,2. Tyto vysledky povazujeme Zselné realizace ndhodného ¥l Xy, ..., Xio Z rozlozeni Ng, 0,04). N¢jaka teaie tvrdi
Zep =1,95.

1. Oboustranna alternativa
Proti nulové hypotéze ¢4u = 1,95 postavime oboustrannou alternativu
Hi: n 2 1,95. Na hladiéivyznamnosti 0,05 testujteyidroti H; vSemi temi popsanymi zjsoby.

Reseni:
m = 1—10(2+...+ 22)= 2,06,62= 0,04, n = 10 = 0,05, ¢ = 1,95

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Pro dlohy o sedni hodnat normalniho rozlozenitpznamém rozptylu pouzivame pivotovou statistiker @";—“~ N(O, 1)

Jn
Testové kritérium tedy bude
To= MG_C a bude mit rozlozeni N(O, 1), pokud je nulova hgpa pravdiva. Vyp&tame realizaci testoveho kritéria:
Vn
to = %2]"%4,74. Stanovime kriticky obor:
N

W = (tmin’ KG/Z(T)> D<K1—G/Z(T)’tmax) = (_oo’ucx/2>D<u1—cx/2’oo) = (_oo’_ul—a/2>D<ul—cx/2’oo) = (_ool_u0975> D<U 0,975’00) =
(- e ~196) 0 (196,%0).
Protoze 1,741 W, Hy nezamitame na hladitvyznamnosti 0,05.



b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1e)% empirického intervalu spolehlivosti praesini hodnoty: pti zndAmém rozptylw? jsou:

(d, h) =(m '% Ugar2, M +% Uq/2).
V naSem pipadct dostavame:
d=2,06 % Uoors= 2,06 0—% 1,96 = 1,936,

V1
02 0.2
h=2,06+—=upg75= 2,06 +—=.1,96 = 2,184,
10 0,975 0

Protoze 1,9501(1,936; 2,184), |, nezamitame na hladivyznamnosti 0,0!



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty

ProtoZze proti nulové hypotéze stavime oboustramttemnativu, pouzijeme vzorec
p=2min{P(To < to), P(To=to)} =2 min {P(To < 1,74), P(5>1,74)} =

=2 min {®(1,74), 1 -®(1,74) } = 2 min { 0,95907, 1 — 0,95907 } = 0,08186
Jelikoz 0,08186 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitamkladig vyznamnosti 0,05.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro oboustranny test
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2. Levostranna alternativa
Proti nulové hypotéze ¢4u = 1,95 postavime levostrannou alternativu
Hi: 1 < 1,95. Na hladi&ivyznamnosti 0,05 testujteglproti Hy vSemi temi popsanymi zisoby.

Redeni:
a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Na rozdil ocoboustranné alternativy bude mit kriticky obormrtva

W = <_°°1Ua) :<_°°1Uo,05) :<_°° 1649 .
Protoze 1,741 W, Hy nezamitame na hladiivyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1s)% empirického pravostranného intervalu spolehlive® stedni hodnoty: pti znaAmém rozptyls?® jsou:
(00, h) = (o0, M +—

\/ﬁ ul—a) .

V naSem pipact dostavame: h = 2,06:%% Ug.o5 = 2,06 +. 92

2
1,645 = 2,164.
V10

Protoze 1,9501(-o0; 2,164), Hy nezamitame naadiré vyznamnosti 0,0!



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZe proti nulové hypotéze stavime levostraraitminativu, pouzijeme vzorec
p = P(Th<ty) = ®(1,74) = 0,95907.

Jelikoz 0,95907 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitdakladi’ vyznamnosti 0,05.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro levostranny test
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3. Pravostrannd alternativa
Proti nulové hypotéze ¢4u = 1,95 postavime pravostrannou alternativu
H;: 1> 1,95. Na hladi&ivyznamnosti 0,05 testujteglproti Hy vSemi temi popsanymi zisoby.

Redeni:

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.

Na rozdil ocoboustranné alternativy bude mit kriticky obormrtva

W= <u1—u ,0) = <uo|95’°°) = <1545°°)-

Protoze 1,741 W, Hy, zamitame na hladinvyznamnosti 0,05 ve pros&gh pravostranné alternativy.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1s)% empirického levostranného intervalu spolehlivpsd stedni hodnoty: pti zndAmém rozptyls? jsou:

(d,0) = (M - = Uy, ).

Jn
. , . 02 02
V nasSem pipad dostadvame: d = 2,06-= Uy o5 = 2,06 -—=.1,645 = 1,956.
bp \/E 0,95 \/E

Protoze 1,9'0 (1,956,»), Hy zamitame na hladérvyznamnosti 0,05 ve ospsch pravostranné arnativy.



c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

ProtoZe proti nulové hypotéze stavime pravostramfteonativu, pouzijeme vzorec

p=P(h>t)=1-d(1,74) =1 - 0,95907 = 0,04093.

Jelikoz 0,04093 0,05, nulovou hypotézu zamitame na hladijznamnosti 0,05 ve prosgh pravostranné alternativy.

llustrace vyznamu p-hodnoty pro pravostranny test
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