Prostorové sireni epidemie typu SIR
Epidemii typu SIR bez vitalni dynamiky popisuje systém t¥i obycejnych diferencialnich rovnic
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s pocatecnimi podminkami
S(0) =Sy, I(0)=N-Sp, R(0)=0,

kde N = S 4+ I + R je celkova velikost populace. Analyza tohoto systému (provedend napt. ve
skriptech KALAS J., POSPISIL Z. Spojité modely v biologii, MU, Brno 2001, str. 87-91.) ukazuje,

ze pokud Sy > %, pak pro fesSeni plati

lim S(7) = S0 >0, lim I(7) =0, lim R(7)=Ro =N — S >0.
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Uvazujme situaci, kdy se v prostorové homogenni populaci citlivych jedincti objevi jeden in-
fekéni. Jako konkrétni epidemii si mizeme predstavit vzteklinu v populaci lisek. Zdrava liska zije ve
svém teritoriu, v prostoru se nepremistuje. Nemocné lisky naopak v dusledkt vznikajicich konfliktt
sva teritoria opoustéji, a vyhledavaji oblasti, v nichz je mensi pravdépodobnost setkani s jedinci
nemocnymi (vzteklymi). Vzteklina je choroba letalni, nemocné lisky po néjakém ¢ase umiraji.
Necht nyni S = S(7,€), I = I(1,£), R = R(7,£) oznacuje hustotu zdravych, infekénich a
uhynulach lisek v ¢ase 7 a v misté £&. Model uvazované epidemie mizeme vyjadfit rovnicemi
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V tomto systému rovnic reakce-difiize nejprve zménime méritko vsech proménnych tak, aby vsech-
ny veli¢iny byly bezrozmérné, tj. zavedeme substituci
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Dostavame tedy systém rovnic reakce-difiize ve tvaru
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V analogii s modelem epidemie bez prostorové zavislosti oc¢ekadvame, ze vysledkem bude prostorové
homogenni populace lisSek zmensené o ty, které uhynuly béhem epidemie, tedy Ze pro feSeni systému
(1) bude platit

: Soo . . R
tlggo u(t,z) =uy = N tlggo v(t,x) =0, tlggo w(t,x) =1—u; = N

(2)



pro kazdé x € R. Budeme hledat takové feSeni systému (1), Ze v okoli mista v prostoru, v némz
se epidemie objevila je populace zredukované, ve vzdaleném misté ma populace ptivodni hustotu
a prechod mezi témito stavy putuje v prostoru zleva doprava (tj. v kladném smyslu osy z) jako
vlna rychlosti ¢. Pfesnéji feceno, budeme hledat feSeni systému (1), které splituje podminky

u(t,z) = u(0,z — ct), . lim w(t,z) =1, tlim u(t,x) = uq,
v(t,z) = v(0,z — ct), . lim v(t,2) =0, tlim v(t,z) =0, 3)
w(t,z) = w(0,x — ct), . lim w(t,z) =0, tlim w(t,z) =1—wu

pro vsechna ¢t > 0, z € R.
Zavedeme novou nezavisle proménnou z a nové funkce této proménné vztahy

z=x —ct,

U(z) =u(0,2) =u(0,z — ct), V(z)=v(0,2) =v(0,z —ct), W(z)=w(0,z)=w(0,z—ct).
Pak podle (1) plati
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aiz) =V'(2)7- = —cV'(2) = —RoU (2)V(2) = V(2) + V"(2),
_avgt(z) = W’(z)% — —W'(2) = V(2).
Dostavame tedy systém obycejnych diferencidlnich rovnic
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s podminkami

lim U(z) =1, lim U(z)=w;, lim V(z)=0, lim W(z)=0, lim W(z)=1—us, (5)
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nebot lim z(x — ct) = Foo. Dale budeme pozadovat, aby funkce V' byla v okoli co i v okoli —oo

t—+oo
monotonni. V opa¢ném piipadé by totiz funkce V' nabyvala pro velké absolutni hodnoty nezavisle
proménné z zapornych hodnot, coz neni realistické (infikovanych jedinc nemtze byt méné, nez
zadny). Na feseni systému (4) tedy klademe dalsi podminku

lim V'(z) = 0. (6)

Druhou z rovnic (4) vydélime prvni z nich. Dostaneme
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Vyjadiime posledni ¢len pravé strany této rovnosti. Ponévadz
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kterou mizeme integrovat podle U. Obdrzime
1 1,
V=-U+—=—hU--V'+A4
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kde A je integra¢ni konstanta. Jeji hodnotu uréime z podminek (5) a (6) limitnim pfechodem
z — oo v posledni rovnosti. Dostaneme 0 = —14+0— 0+ A, tedy A = 1. Nyni mtiZzeme vyjadiit V'.
Spolu s prvni z rovnic (4) dostaneme dvourozmérny autonomni systém obycejnych diferencidlnich
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Ve druhé z nich provedeme limitni pfechod z — —oco a s vyuzitim podminek (5), (6) dostaneme

1
0=c(1—u1+R—Olnu1),

tedy
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Ry = (8)
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Na pravé strané je vyraz, ktery je pro u; € (0,1) vétsi nez 1. Z tohoto pozorovani plyne, ze systém
rovnic reakce-diftize (1) mze mit FeSeni splitujici podminky (3) pouze tehdy, kdyz Ry > 1. (To je
stejnd podminka, jako podminka pro vypuknuti epidemie v prostorové homogennim pfipadé.)

Stavovy prostor systému (7) je mnozina Q = {(U,V) € R?: U >0,V >0,U +V < 1}. V této
mnoziné mé za podminky Ry > 1 systém dva stacionarni body (1,0) a (u1,0), sr. obr. 1. Aby
systém (1) mél FeSeni splitujici podminky (3), tj. aby systém (7) mél FeSeni spliiujici podminky
(5), (6), musi existovat heteroklinicka trajektorie systému (7) vychazejici ze stacionarniho bodu
(u1,0) a konéici v bodé (1,0), kterd je celd v mnoziné Q.
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Obrazek 1: Fazovy portrét a) a trajektorie b) systému (7). Nulkliny funkce U jsou usecky
1
(0,V), V e10,1], (U,0), U € [0,1], nulklina funkce V" m4 rovnici V=1-U + %U
0

Varia¢ni matice systému (7) v obecném bodé je



takze

0 Ro
J(1,0) = 1 “ .
—c <1R_0> —c
detJ(l,O):RoROR;1 =Ry—1>0, trJ(1,0)=—c<0,

tr J(1,0)% — 4det J(1,0) = ¢* — 4(Ry — 1),

c>y/4(Ro — 1) 9)

je stacionarni bod (1,0) stabilnim uzlem a v opa¢ném piipadé je stabilnim ohniskem. Pokud by
tento bod, ktery lezi na hranici stavového prostoru €2, byl ohniskem, trajektorie v jeho okoli by
opustila stavovy prostor. To neni realistické, takze nerovnost (9) je nutnou podminkou pro existenci
FeSeni systému (1) spliujictho podminky (3).

COZ znamena, ze pro
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pro uy € (0,1), coz znamend, ze J(u1,0) < 0 s stacionarni bod (u1,0) je sedlo.

Provedend analyza ukazuje, Ze v pfipadé Ry > 1 mlze mit systém rovnic reakce-diftize (1)
FeSeni ve tvaru putujici vlny. Rychlost ¢ jejiho postupu je zdola omezena nerovnosti (9). Minimélni
rychlost $ifeni modelované epidemie tedy je

c=2/Ro— 1,

nebo v piivodnich jednotkach
¢ =2/D(BN — 7).

Rychlost postupu epidemie zavisi na velikosti populace.



