MULTIVARIATNA ANALYZA 2

1. KVADRATICKE FORMY

Defini cia 1.1. Nech X1, Xo, ..., X, st nezavislé, N(0,1) rozdelené nahodné veli-
¢iny. Potom
Y =X +X2+..+X2

md rozdelenie x? (centrdlne chi kvadrdt rozdelenie s n stupriami volnosti).

Veta 1.2. Nech Y ~ x2. Y md hustotu

Dékaz. Pozri [Andél, str. 79].

Pozndmka. x? rozdelenie je $pecidlny prfpad gama rozdelenia s parametrami a, p
(a > 0,p > 0), ktoré m4 hustotu
a? —a;cxp—l
fle) =4 T
0 inde.

pre x > 0,

Oznacujeme ho I'(a, p). Plati, ze X2 je rozdelenie T’ (%, %)
(T(p) = fooo e~ tP=1dt, p > 0.)

Definicia 1.3. Nech X1, Xo, ..., X, st nezdvislé, X; ~ N(ui,1), i = 1,2,....n.
Nech A =", p? # 0. Ndhodnd veli¢ina

Y=X{+X3+..+X2
md necentrdlne x2 rozdelenie s n stupriami volnosti a koeficientom necentrality \.
Oznacujeme ho XEM.

Veta 1.4. Nech X1, Xo, ..., X, st nezavislé, X; ~ N(u;,1), i =1,2,...,n. Rozde-
lenie pravdepodobnosti ndhodnej veliciny Y = 2?21 X2, (teda XEL,A’ kde A =

S u2) zdvisi len od n a X (nezdvisi od jednotlivich i, ..., fin ).

Dékaz. Pozri [Andél, str. 80].

Lema 1.5. Nech X ~ N(u,1). Ndhodnd veli¢ina X* md hustotu

_tp? 2 24\2
e 2 pit(p't)
1+ — t>0,
fx2(t) =4 Vorvt ( tortoa
0 t <0.
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Dékaz. X? méa distribuénd funkciu pre ¢t > 0

Vi

Fx2(t) = P{X? <t} = P{— \f<X<\f}_/fme‘

Preto je hladana hustota pre ¢ > 0

fro(t) = 20

1 1  iw? 1 1
_— e 2 _|_7
2Vt 2or 2/t
t+p2

2

e~

_ VT (eﬂ\/f+e—u\/5> _

t+u

2t Qt 2
a ( N L )
\/271'\[
Samozrejme pre t < 0 je fx2(t) =0

),
< =0. O
Poznamka. Pouzili sme vzorec

d [BW B(y) af (z,y)
T f(x,y)dx = / ’
dy Ja(y)

" dz + B'(y) F1B(y), y] — &/ () fla(y), y]

Pocitajme teraz charakteristickd funkciu ndhodnej veli¢iny &€ = X2

d)f(t) —_ g(eitﬁ) — /090 enxfg(l')dx _

/ _L+u 2

( u z , (W)’
v 27rf
Postupne pre prvy ¢len

m + ) dx.

2
2 -5 oo ,
et =i dy = & e G5y =
vV 277/ vV 2T 0
substiticia (L —it) = w
2

Bz 0o 1_q
e 2 w?2
:7/ e Y ————dw =
var Jo Vi -t

1 2
—————c T I(3)
Vormy /3 —it
Pre druhy ¢len
2 2 12
) _u?
et —7“ —LHT _pe =z —z(L—it) . 2-1 —
r 2 ——dx = e 2Ty dy
\/27r/ 2! 2V2r Jo
(substitiicia :v(% —it) = w)
wi—1 2 2
M _pui3
2'\/ % it)? oo (3 —it)?




Pre treti élen

x4p?

1 > itx 1
— e 2 T2 dr =
V2 /0 4! 42 Jo

(substitiicia z(1 — it) = w)

2
22— oo 51 212 )
_ (ﬂ')e 2 / J— w2 dw — (1?) e*%r(g)’
Ver Jo o e avam (& - ity
atd.
Dostévame
2
o [Tty reer | ]
¢ V2T 1(L_ i)\ 2 L(L_ g\ (L s
O.(2 zt) 2 (2 zt) 4.(2 zt)
_u? 2\0 1 2\1 31 2\2
__ ¢’ vV (p?) + Vs (1®) Vg5 (s?) N
VavI=2it [or (L —at)? 210 (L —i)'  43.21(% —it)’
N Vg3 () N V5535 .
6.5.4.3! (1 —it)® 876541 (1 —at)"
MZ
_ e 0 AN 750 L 50 N I
VI=2it [ouo (L —it)® 1 (L —ar)' 212 (5 —it)®
( ) 6_462(15722“) 6111;7421
1.1 - _

V1= 2it V1 =2it
Ak mame X7, Xs, ..., X nezavislé, X; ~ N(u;, 1), tak charakteristickd funkcia

itu?
eT—2it

Vv1—2it

(1.2) Ux2(t) =

a charakteristickd funkcia ndhodnej veliciny Y = X7 + X3 + ... + X7 je

it ko2 itA
eT—2it =1 1 eT—2it

(1.3) Yy (1) = ¥x2 () Yxz (1) ¥xz(t) = 1— i)} = 1 _ 2%

kde A= YF_, pi2.



Veta 1.6. Nech ndhodné premenné X1, Xo, ..., Xy, st nezdvislé, X; ~ N(u;, 1), i

1,2,...,n. Potom
T=> %X +2) biXi+c
i=1 i=1
md Xi,(s rozdelenie prdave vtedy ak
(i) v =0 alebo 1 prei=1,2,....n

(i) akv;, =0 = b;=0prei=1,2,...n
(iit) c=31 . b7

Ak si podmienky (i), (i) a (i) splnené, tak k=1 v a d =35 vi(b; + pi)>.

Dékaz. Porovndme charakteristické funkcie ¥r(.) a ¥y (.), kde Y ~ Xﬁ, 5+ Plati

it [Z -1 X +22 b<XJ+c+2E’;.:1 bjx,}
¢T(t) =& (eitT) =€ le 71750 %7&0 ;=0

b‘Z
zt|:zj 17](X+—) +c— j 17]+22J 1bX:|
=€ le v #0 v #0 75 =0 =

2
it |:c 7; 1 w;:| it2 Z?:l b; X; n " X b; )2
=e uF0 dg e 7;=0 H < ! 73 it > =

:;g

2.

it |:c—zn_1 :3:| n n
=e 770 H 2b t H ’(/}52 ’y]
Jj=1 Jj=1
;=0 v 70

kde & ~ N (,ui + %7 1) ak v; #0a & ~ N (u;, 1) ak 43 = 0. Podla (1.2) je

2
it <c— @:1 2) i2t27;=1 pib;—2t3 Zj 1 b
(1.4) or(t)=e v #0 e 73=0 7=0 x

e
H A /1 Qit’}/j

"YJO

Podla (1.3) pre charakteristicki funkciu Y ~ X% 5 plati

(1.5) Yy (t) = mem.



Porovnanim (1.4) a (1.5) musi platif pre kazdé t € R

k
ﬁ V1= 2ity; = [ vVI-2it
j =1

i=1

<

v 70
a sucasne
b2
i n b? : n 2 n 2 n ﬂ/j(“jJr’TJj
it o=y 5h | 20 w28 N b 3 oy s
170 ~,;=0 ~v;=0 v #0 — eT1-2it
e i e e =e ,

z &oho je jasne vidiet, ako dokonéime dokaz. O

Veta 1.7. Nech & ~ N,(u,I), A, , je symetrickd, b € R™ a ¢ € R. Ndhodnd
premennd T = &' A& + 2b'€ + ¢ md X%,é rozdelenie prdve vtedy ak

(i) A2 =A,
(i) b€ u(A),
(iii) c=Db'b.

Ak st podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, tak k = h(A), 6 = (b + p)' A(b + ).
Dékaz. Pre A existuje ortogonslna matica P, ze plati P’AP = A (diagondlna
matica), PP = PP’ =1 (pozri napr. Rao, str. 62). Potom n = P’¢ ~ N(P'p, 1)
a & = Pn. Preto

T=¢AE+206E+c=n'P' APy +2b/Pn+c=n"An+2b'Pn+c.

Podla vety 1.6 mé T rozdelenie X% s prave vtedy ak

(i) {A};; =0 alebo 1 prei = 1,2,...n < A? = A & P'APP'AP =
P'A’P =P'AP < A2=A,

(i) {A}ii = 0= {P'b}; =0, ¢o je ekvivalentné s tym, ze P'b € pu(A) <
PP'b = b € u(PP'AP) = (AP) = u(A),

(iii) c¢= (b’P)P'b =b’b.

Ak st podmienky (i),(ii) a (iii) splnené, potom podla vety 1.6 k = S0 {A}i; =
trA = h(A) = h(PAP') = h(A) a 6 = Y {A}i({P'b}; + {P'u}i)* = (b'P +
WPIA(P'b+P'u)=(b+ pu)PAP (b+p) = (b+ u)A(b+ u). O

Veta 1.8. Nech & ~ N,(pu,X), A, , je symetrickd, b € R™ a ¢ € R. Ndhodnd
premennd T = &' A& +2b'€ + ¢ md X%,g rozdelenie prdve vtedy ak

(i) SATAY = SAY & (SA)} = (SA)?,
(ii) S(Ap+b) € p(EAY),
(iii) (Ap+Db)Z(Ap+b)=p'Ap+2b'p+ c.

Ak st podmienky (i), (ii) a (i) splnené, tak k = tr(AX) ad = (b+Ap)'TAX(b+
Ap).

Dékaz. Faktorizujeme maticu X = JJ', kde J je typu n x h(X) (pozri Andél, str.
64). Vieme, ze P{§ = p+Jn} =1, kde n ~ Nj(x)(0,I) (Andél, str. 76). Teda

T=¢Ae+2b'¢+c=(n+In)A(p+In) +2b/(u+JIn) +c=

=n'JAIn+2(Ap+b)'In+ ' Ap+2b'p +c.
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Podla vety 1.7 ma T rozdelenie X% s prave vtedy ak

(1) JAJIAJ =JAJ,

(2)  J(Ap-+b)e puJ'AT),

(3) (Ap+b)JY (Ap+b) = p/Ap+2b'p +c.
Dalej platf

JAJIVAT =JAJ = JVAJVAIY =JJ ALY,
SATAY = TAY,
a tiez naopak
TAZAY = ZAY = JVAJVAJY =JVA)Y =
JH I IVAIVAIY JTI) =TI I IVAIY ITI)L,

JAJJAJ =JAJ,

¢o dokazuje prvu cast (i).
Ekvivalencia
SATAY = JAY & (ZA)P = (ZA)?

je jednym smerom (=) zrejma. Ku opaku potrebujeme nasledovné tvrdenie
(1.6) iD,,: YAY =3AXAD.
Tvrdenie (1.6) dokdzeme takto:

hEAX) = h(IVAIT) 2 h((T )T ITAIT III)Y = h(IAT).
Podla Andél, str. 62 je
(1.7) R(JI'AT) =h(J'AJI'AT) = h(JJAJI' AJ) = h(ZAXAJ),
ale

hEAZAT) = h(JTVAJTAY) = (T I) T IVAITAT) =
(1.8) =Nh(J'AJY AJ) = h(J'AJ),
a preto z (1.7) a (1.8)
h(ZAY) = h(ZAXAT) S h(ZAXA) £ h(XAY),

teda
h(XAXA) = h(XAY).

Pretoze zrejme p(EATA) C u(ETAX) a hodnosti matic vytvarajicich tieto pod-

’

priestory sa rovnaju, plati

((SAZA) = 4(SAX)



a dostavame vztah (1.6).
Z predpokladu (£A)? = (£ A)? pomocou (1.6) dostdvame

YAYXASAD = YAYAD = YAYAY = YAY,

ém sme (i) tplne dokézali.
Podme teraz dokézat (ii), ¢ize dokazat, ze

J(Ap+b) € w(J'AJ) < S(Ap +b) € u(TAY).

Ak J'(Ap +b) € u(J'AJ), tak JI (Ap + b) € u(JVAT) = u(SAJ) =
= W(ZAJVAY) = p(ZTAZAY) = u(TAX) (podia (i)).

Naopak ak X(Ap +b) € u(XAX), tak (J'J)"1J.JV(Ap+b) =T (Apu+b) €
pw((3'3)71Y JIAIY) = (I’ AIY') C u(I'AJ), éim sme dokazali (ii). Samozrejme
(iif) uz mame dokézané (je ekvivalentné (1)). Dokaz vety uz dokonéime jednodu-
cho. Podla vety 1.7 je totiz k = h(JV'A) = tr(ZA) = tr(AX) a § = ([J(Ap +
b))/ J'AJ[J (Ap+b)]) = (Ap +b)SAS(Ap+b). O

Uvedieme bez dokazu vety o nezavislosti kvadratickych foriem. Podrobnejsie
pozri [Rao, Mitra, kapitola 9].

Veta 1.9. NechY ~ N,(p,X) a Q1 = Y'AY, Q2 = Y'BY dve kvadratické formy.
Nutné a postacujice podmienky nezdvislosti Q1 a Q2 st

(a) YAYBY = 0,XAYXBu = 0,XBXAp = 0 ¢ p/AXBu = 0, ak
A a B st symetrické, nemusia byt pozitivne semidefinitné, pricom X nemusi byi
requldrna.

(b) AYBY = 0,AXBpu = 0, ak A je pozitivne semidefinitnd.
(c) AYB =0, ak A aj B st pozitivne semidefinitné.
(d) AXYB = 0, ak X je reguldrna, A a B si symetrické, nemusia byt

pozitivne semidefinitné.

Veta 1.10. Nech Y ~ Np(p,2) a Q1 =Y'AY+2a'Y+a, Q2 = Y'BY+2b'Y+5
dve linedrne-kvadratické formy. Nutné a postacujuce podmienky nezdvislosti Q1 a

Q2 su

(a) YAYBY =0,XAYXb=0,YBXa=0aa’Xb =0, ak up =0, pricom
> nemusi byt reguldrna.
(b) AYB = 0,BXa = 0,AYXb = 0 a a’YXb = 0, ak X je reguldrna,

pricom p moéze byt aj nenulovy vektor.
2. WISHARTOVO ROZDELENIE

2.1. UVODNE POZNAMKY A DEFIN{CIA

Majme U; ~ N,(p;,3), ¢ = 1,2,...,k, ktoré si nezavislé, X je pozitivne
definitnd matica. Ozna¢me U; = (U1;, U, ..., Up)', Y, = (Uj1,Uje, ..., Uji)’, § =
1,2,...pa

Un Uiz U ... Ui

U Uz Uss ... Uz ,
. :up,k'

Upl Upz Upg Upk



Teda )
Y
o Y,
Z/[/—(UliUl:....Uk): .
Y,
dalej ozna¢me
Hi1 H12 M3 ... Hik
y M21 H22 23 ... M2k S
e = : = (p1ipal ... pg).
Hp1  Hp2  HUp3 .. Hpk

Pre pevny vektor 1 € RP st ndhodné veliciny
'U; ~ NUp;, 'El=0?), i=1,2,...k

nezavislé (lebo U; st nezdvislé). Nahodny vektor Ul = 1Y}, 1 je linedrna kombindcia
normalne rozdelenych nezavislych nahodnych vektorov, pricom

(2.1) 1Y ~ Nk(Ml, U?Ik,k).
ak b = (b1, bo, ..., b)" je vektor konstant, tak
(2.2) U'b = byU, + ... + b Uy ~ N,(M'b, b'b).

Poznamka. Nech

ail A1n b11 bls

a1 “e aon b21 e b25
Am,n = 7Br,s =

am1  --- Gmn brl cee brs

Kroneckerov sii¢in matic A a B je

anB a12B ce alnB

CL21B a22B ce agnB
A®B= .

amB aneB ... ayn,B

mr,ns

Vlastnosti Kroneckerovho st¢inu matic pozri napr. v [Rao].

ak napiseme “pod seba® stlpce matice K, povieme, ze sme vykonali na matici
operaciu vec. Teda
U,

U
ved/ = Ukp’1 = 2

U



Ukéazte, ze
(2.3) vecd' = U ~ Nyp(veeM' I, @ ), 1)

a (2.2) sa d4 zapisat ako
(2.4)
Ub = (b @I, ,)vecdd’ ~ Np((b' @ L, )vecM’, (b’ @ TL,,) (I, @ By p) (b @I, ).

Pozndmka. Nech by # bs, by, by € R¥. Plati

covU'by,U'by) = (b, ® L)1 X)(by ® I,,) = blby ® £ = b by X.
ak bibs = ,0’ t.j. ak by a by st ortogonalne, tak U'b; a U'by st neskorelované, t.j.
v tomto pripade nezavislé.

Podla predchiadzajicej poznamky lahko dokédzeme nasledujiicu lemu

Lema 2.1. Ak by, bo,....,b,., r < k tvori ortonormdlny systém v R*, tak
Vi =Uby,..,.V, =UD,

st navzdjom nezdvislé a maji normdlne rozdelenie, pricom V; ~ N,(M'b;, X).
lahko dostaneme aj nasledujici désledok

Désledok 2.2. Ak By je ortogondlna matica (BB’ = B'B = 1), tak V,; =
(Up: iU {B}s = U{B}; ~ N,(M'{B},%), i=1,2,...k a coo(V;,V;) =
{BY,®1,,)IeX){B},®I) ={B},{B},®X =0 prei # j, teda Vq,..., V}
sU nezdvislé.

Definicia 2.3. Zdruzené rozdelenie prokov matice S, , = Zle U,U; = U'U sa
nazjva Wishartovo rozdelenie s k stupriami volnosti a znac’z’/Wp(k, Y. M). Ak M =
0, jednd sa o centrdlne rozdelenie, oznacujeme ho W, (k,X).

Poznamka.
() {8}y = {Tim U} = S0, Uallyn = YIY; = (U}, lebo

%

SELUE S UnUsy oo S UnUy
s _ S UnlUn S U3 o S UnUp
pp .
S v YR U S U2
=1 YptV1l =1 YptY2l - 1=1Ypi
(ii) Prep=lapyy=pio=... =1 =080 U; =Uy; ~ N(0,02>, 1=1,2,...,k

2
nezévislé, U'U = % U3 ~ Wi(k, o). Pretoze Y2 ~ N(0,1), mé S5 T ~ 2
rozdelenie a U'U ~ %3 rozdelenie.
(iii) Pre k = p existuje hustota W, (k, X, M) rozdelenia, ind¢ nie. Dokaz je
naznaceny v [Rao, str. 641].
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2.2. NIEKTORE VLASTNOSTI WISHARTOVHO ROZDELENIA

Lema 2.4. Nech S ~ W,(k,3,M) al € R?, 1 # 0 je vektor konstint. Potom
ISl ~ofy2 ;5 (02 =Sl § = LMML)
’ l

Dékaz. S = 2F U, U), preto I'SL = S2F_ 10, Ul = F (1U)% = 1Y/ Y ~
02X} 5 kde 0 = % lebo 1Y ~ Ni(Ml, 021} ;). ak M = 0, tak § = 0. O

Lema 2.5. Nech U; ~ N,(0,%), ¢ =1,2,...k sud nezdvislé, Ay redina syme-
trickd matica. U'AU ~ Wy(r,X) prdve vtedy ak V' 1 € RP, 1# 0, ;YA Y ~
opx?, (o} = V=L, 1Y =U). V tomto pripade r = h(A) = tr(A).

Dékaz. Zlemy 2.4 vyplyva, ze ak U' AU ~ W, (r, X), tak V1€ RP YA Y ~ ofx2.
Samozrejme z (2.1) 1Y ~ Ny (0,071 ), Cize % ~ N¢(0,T}1). Teda podla vety 1.8

(%)l A% ~x2< A2 =A avtom pripade r = h(A) =tr(A).

Naopak ak V1 € RP [Y'A Y = VU AUl ~ o} )2, ¢o je podia vety 1.8 ekviva-
lentné tomu, 7e A2 = A, pricom v tom pripade h(A) = tr(A). A je realna symet-
rickd matica, idempotentna a h(A) = r. Teda A je pozitfvne semidefinitnd a preto
existuje ortonormalny systém vektorov by, ...,b;, € RF, 7e A = E;Zl Ajbjbl, T =
Z§=1 bjb; (redlne éisla A\p = Ao = ... =\, > 0 st vlastné ¢isla matice A a by,...,b,
im prislichajiice charakteristické vektory). Z rovnosti A%2 = A dostdvame

Z Ajb;b Z Asb. bl = Z Aib;bl,
j=1 s=1 t=1
Cize
Mb1b) + A2byb), + .. A\%b,b.. = A\;b; b} + A\ybyb), + ..\, b, b,
z ¢oho vyplyva, ze A\ = \;, i = 1,2,...,7, ¢ize \; = Ao = ... = A, = 1 (lebo \; > 0).
Mozeme pisat A = Y7_ bbj a tiez WAU = 3, U'b;biU = 35 V,; VI,

pricom podla lemy 2.1 V; ~ N,(0,%) a V4, Vs, ..., V, st nezavislé. Z definicie preto
U AU ~ Wp(r, X). O

Veta 2.6. Nech S ~ W,(k,X) a B, , matica konstdint. Potom B'SB ~ W, (k,
B'SB).

Dékaz. B'SB = B'U'UB, kde

U, Vi
5 5
Z/[B = . B - . 9
U;C k,p V;c
U; ~ N,(0, X) st nezavislé. Preto

Vi U'B
Vi ‘B
Vi U, B

ma riadky nezavislé, cov(B'U;, B'U;) = B’cov(U;,U;)B = 0 a B'U; ~ Ny (0,
B'SB). Plati B'SB = Y_F | V, V) ~ W, (k, B’SB) (priamo z definicie). [
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Désledok 2.7.
(a) Diagondlne submatice matice S maji tieZ Wishartovo rozdelenie, lebo ak

Si1 Si2
S = ,
(521 522)
kde S11 je rozmeru l x 1, tak

I
(I, o)s( 81) =Si;.

(b) ak'S ~ W,(k,1) a ak pre B, , plati B'B =1, potom B'SB ~ W, (k,T).
Veta 2.8. Nech S ~ W,(k,X) a a € RP je taky vektor konstint, Ze a’3a # 0.

/

Potom ~ xi.

a’'da
Dékaz. Podla vety 2.6 plati, ze a’Sa ~ Wi (k,a’Xa), ¢o znamena podla poznamky
, a’Sa
ii d definiciou 2.3, ze ——— ~ x2. O
(ii) pod definiciou 2.3, ze wsa " Xk
Veta 2.9. Nech Uy, ..., U, je ndhodny vyber z N,(0,X) (teda U'U ~ Wp(n,X)),
C,.n je symetrickd matica. Plati

U'CU ~Wy(r,E) < C*=C.

V takomto pripade r = tr(C).

Dékaz. Podla lemy 2.5 je U'CU ~ W,(r,Z) & V1€ RP 1Y'C Y ~ ofx?, (of =
I'Sl, ;Y = Ul). V tomto pripade r = h(C) = tr(C). Pretoze podia (2.1) je
Y . Y’ Y
L ~ N,(0,1), je podia vety 1.7 1Y'C Y ~ o2\2 & — L e

I3l , ISl VI3l
C? = C. V tomto pripade r = h(C). O

Lema 2.10. Nech S; ~ Wp(n1,X), Sg ~ W,(ng, X). S1 a Sy st nezdvislé. Potom
S;1+ S, ~ Wp(nl + no, E)

Dékaz. Sy = ULy, Sy = Uslhy, kde U] = (U1:....U,,, ), Uy = (Up, 115 Up, 1y
a U; ~ Nu(0,X),i = 1,2,...,n1 + ng st nezdvislé. Preto ak oznatime U’ =

(ULU) pny sy tak St +So = UU +Usl) =UU ~ Wy(ng + 12, E). O
Veta 2.11. Nech C,,, = C’ je p.s.d. matica konstint, U; ~ Np(0,%),i =
1,2, ...,n nezdvislé. Plati, ze U, Cu ~ Dy )\ingl)(l, Y), kde A1, ..., A st viastné
¢isla matice C a W,gl)(l, 3, .., W,g")(l, 3) sd nezdvislé.

Dékaz. Mozeme pisat C = S0 \ip;p), I = 31", pip), pricom A\ > ... >
A = 0 s vlastné éisla matice C a P1, .--Pn ortonormélne vektory. Teda U'CU =
S AUPpU =" ANV VE kde V; ~ N,(0,X) a st nezdvislé (lema 2.1). Z
vety 2.9 vieme, ze U'p;pild = V,; V| ~ WISZ)(L 3). O

?
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Lema 2.12. Pre matice pri:s’lus:ny’ch T0ZMerov platz’/
(2.5) vecABC = (C' @ A)vecB,

trAB = (vecB') vecA.

Dokaz. Lemu dokéazte ako cvicenie.

Veta 2.13. Nech U; ~ Ny(p, %), i = 1,2,...,n, Uy, U,y,...,U, si nezdvislé,
C1, Cy symetrické a idempoteniné. U'C1U a U' Cold st nezdvislé < C1Cy = 0.
Dokaz. ak U'Cq a U'Cy st nezavislé, tak si nezdvislé aj U'C1U aU'Cld. U'Cq a
U'C, st nezdvislé prave vtedy ak st nezdvislé I’ Cy a I’ Cs a to je prave vtedy ak
st nezévislé vec(IU'Cy) a vec(IU'Cy), Eize podla lemy 2.12 ak st nezavislé vektory
(C} @ I)wecdd" a (Ch @ I)wecd’, ktoré st podia (2.3) normalne rozdelené, pricom
vedd" ~ Nyp(0,1, , ® X, ). Pretoze (C; @ I)(I® X)(C,®1I) = (C1C,® X) =0,
st U'Cy a U'Cs nezévislé. Teraz uz lahko dokonéime dokaz. O

Veta 2.14. Nech S ~ W, (k,X), X je reguldrna, k = p— 1. Plati:

»-1! ;
(a) Eslipp ~ Xif(pfl) a nezdvist od {S}; ; i=1,2,...,p—1, j=1,2,...,p—1.
P
) ) l/ 711
(b) Pre kazdyl e RP,1# 0 je s 11"~ Xi_(p_l)-
Doékaz. S = Zle U,U}, U; ~ N,(0,X), U, nezavislé,
Ui
Us;
) Uz . "
Ui = : = Ul‘ , 1= 1,27...71{/’7 Uz ~ p71(05211)7 kde
Up—1, "
Upi
= (gll §12> , h(X11) = p — 1. Dalej oznacme
21 22
Up1 Ut
Up2 U2; _
Ui = : ~ Ny (0, {E}pp]:k,k)a u; = : ,1=1,2,..,k,
Upk Up—1,i

S — (Zz_l Ui (o3 Zf:’g U;Um’> .

Zi:l Upi(Ur)/ Zi:l Uﬁi
Podia lemy 4, Andél, str. 121, P{Zle Ur(Us) je pozitivne definitnd} = 1, ak
k=p—1,teda P{h(3F_, U (U?)) = p—1} = 1. Pre maticu

Uyp U221 ... Up-1,1

Uiz U222 ... Up-1.2
X_ =

Ul U2k cee Up—1k

plati,
k k k
Z wu, = X'X, Z Uya, =U'X a Z U, = X'U.

i=1 i=1 i=1
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(a)

k

k k k
{Sil}pp = {Z Up2i - Z(U:)/Upi(z U;‘F(U;‘k)/)71 Z UpiU:"}il =

=1
k k k
={U'U- > (U)U,(>_U;(U;)) ' UuU
1=1 1=1 1=1

(pozri andél, str. 66). Podmienené rozdelenie Uy, /U = u4,..., U}, = u; je to
isté ako Uy /Ut = uy (lebo Uy nezavisi od Us, ..., Us) a teda U,y /Uj = uy ~
N0+ 221377 a1, Boo — T V11 B12), €0 je N(Zo1 By, {71}, 1). analogicky
Upi/Uf =u; ~ N(Z1 27wy, {=1})0), i =2,3,....k (pricom Uy, Uy pre i # j
si nezavislé). Preto

&1 22121_11111

&2 2o 2 ug
: :U/UT :ula"'aUZ:uk NN( : ’{271};}711)’
&k 2o 3wy

pricom podstatné je aj to, ze

2212;11u1 u/12;11212
22127 U u’Ei 212

(26) .11 _ 2 1'1 :X’)’
22121_11uk uchl_fElg

Dostavame, ze rozdelenie /U = uy, ..., U} = uy je rozdelenie

1
{S7 1}
k k k
ge-> wgGd wu) > wg =€ I - X(X'X) X
i=1 j=1 i=1

Podla vety 1.8 mé kvadratickd forma &'(I — X(X'X)~'X’)¢ rozdelenie
{2_1};1)1)(27(1)71), ktoré vdaka (2.6) nezavisi od podmienky (teda od {S}i;, i,j €

{1,2,...,p— 1}) a je preto aj nepodmienenym rozdelenim. Dostdvame, Ze

{Z '} ~ 2 _
{571}17]0 k—(p—1)

Pretoze dokaz sme tiplne analogicky mohli urobit pre ,U = (U1, Uy, ...,Uy), 7 €
{1,2,...,p} plati,

2
(57, "N 2pk

1 .
(b) Vezmime ortogonédlnu maticu B, ktord mé prvy riadok THI/ . Podla vety 2.6

plati BSB’ ~ W, (k, BEB’). Pretoze

(BSB)"' =BS™'B’, (BZB')"!=BX"'B/,
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dostdvame z (a)
1 _
(BB}, =l

_ 2
{Bs—lB/}ll - ﬁl’S—ll Xk—(p-1)

(ortogondlnou transforméciou sa prislusné hodnosti v dokaze (a) nemenia). O
K dokazu vety 2.16 potrebujeme nasledujtice tvrdenie:
Lema 2.15. Nech X ~ X2, a Y ~ x2 si nezdvislé. Potom XL_H/ ~ B (%, %)

Dékaz. Pozri Rao, vztah (3b.1.12), dokdzte ako cvicenie.

(nacrt dokazu: U ~ x2,, V ~ %2, tak fy(u) = %e‘gu%_1 pre u > 0,
fr(u) = 2%1}(%)6_%11%_1 pre v > 0,
u
S ONEHNE
T (Z - (z(lzgy)
D,.(y,z)_det((zz lyy>)—z

fU’V(“’“)lz fo@) fr @), fuov)(y,2) = [25T (2)] e F (2y)% ' x
25T (5)] e -y E e
f(y) = fOioo f(ya Z)dZ = @y?fl(l _ y)%*l

Veta 2.16. Nech S1 ~ Wp(k1,X), So ~ Wp(ke, X) st nezdvislé, X je requldrna.

ak kv 2 p—1, tak |S|15+1é2| md rozdelenie ako sucin n;...n, nezdvislych ndhodnijch

veli¢in, n; ~ B (w, %) a nezdvisi od {Sy + Sotij, 4,5 €{1,2,...,p—1}.

Dékaz. Oznacme S = Y11 U;U), Sy = S2M1™ U, UL kde U; ~ N,(0,%), i =
1,2,..., k1 + ko a nezavislé.

Ui
Us; U
U, = = (Up:) ,i=1,2,..., k1 + ko, U;k ~ p,1(07211), kde
Upfl,i
U,

Y1 X
o W) =p—1.
(221 222) () =p

dalej ozna¢me

Up1
Up2 (1)U
Uk:1+k2,1 = . = ((2)Uzl71) ~ Nk1+]g2 (07 {2}17171)7
2,
Up.ky k>
U4
U2q
w=| | i=12 ek 4k,

Up—1,i



S1+S2=<

-

k
Zi;1 UP

Zkl +k2 U* (U::)/
(U7)

S U (U

S
(U7)

ki+ke 1%
Ez 1 U; Upl

Ui U,
k
Zi;1 Uﬁi

)=

):

(S1+S2)11
(S1+S2)21

Si1
So1

(

Si2
Soo

15

(S1+S2)12
(S1 + S2)22

).

Uy

Podla lemy 4, andél, str.

ki+k2 772
Zz 1 U

121, P{Zi;1 U (U*) je pozitivne definitnd} = 1,

pretoze k1 2 p — 1), teda P{h I-C; U (U*)) = p— 1} = 1. (Samozrejme aj
=1 "1 [

k1+k S .
P{h(3> 1 Lk U*(U*)’) =p—1} = 1. dalej ozna¢me

U1 U21 Up—1,1 UL,k +1 U2 ky+1 Up—1,k1+1

U12 U2 ... Up—-12 U1 k142 U2 ki +2 Up—1,k1+2
Xl = . ) X2 = )

Uk, U2k, Up—1,k; UL, k1 +ko  U2,k1+ko Up—1,k1+k2

-

X4
X,

)

uplne analogicky ako vo vete 2.14 (a jej dokaze) dostdvame

Zulu =X Xl,ZUmu = Du'x,, Zuz U, =X, VU, ZUQ =

a
k1+ko k1+k2

g ulu —X2X2, g Umu
i=k1+1 i=k1+1
Konec¢ne

k1
{Si " ={ WU WU - (Uy)
=1

,)(

k1+k2

_Z(

{(S1+82)7 1}, = {(WU": U

Pretoze plati (andel, str. 66)

k1+ko

OU'X,, > wl, =X,0U0, Y Ur =
i=k1+1

i=k1+1
Up Ui

>

k1+k2

i Z U (UL

My
) §)

Uy,

k1+ka

Z Usz*} 1

k1 +k2

Z UpiU;

= l}pp (Xo2 — Z21211 Bi2) =2 — 22121711212|71,
Cize =] |Z] |
_ 11 11
(=}, = Sk
[X11]|B22 — X127 T

Ul (1)U

_ (y Oy (

} 1

My
) §)

).
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dostdvame

k1 k1 k1

—1y— S * * * — *

1) {87 = gy = OV VU= S U U (Ui U1) ! YU
=1 =

11‘ i—1

1 2 ISR RN l )
28) {8148 = et — (ot e 2>8)

k]-‘rkz k1+k2 k1+k2

= > (U Uy Z U (U Z U, U?.
i=1

Zhodne ako vo vete 2.14 sa ukéze, ze

¢ - (?) = U/U; = ur, 0 Ufy gy = Uy ~

22121_11111
22121_11112
~ Nkﬁ-kz( : =X, {2_1};;)11)7
X1 377 Uy 4

pricom &; je k1 rozmerny a &; je ko rozmerny nahodny vektor. Preto podmienené
rozdelenie

{(Sl —+ S2) } /U* "'7U21+k2 = Uk +ko
je rozdelenie kvadratickej formy
€6 - EXXX)TXE~ BT Xtk

pricom nezdlezi na podmienke a preto je totozné s nepodmienenym rozdelenim.
Rozdelenie

{S } /U* =up,... 7U21+k2 = Uk +kss

ktoré je rozdelenim kvadratickej formy

€16 — X (X)X) X6 =

—€ien (5 o)~ (%) o) (§) —eaen
~ ST o X —pt1s

nezavisi na podmienke a je preto totozné s nepodmienenym rozdelenim. Podla vety
1.8 je
{(SI+SQ)_ {S 1} /U* —u17~--aU21+k2 = Uk +ky =

¢ 0 0 _ X, (X)X + X5X,) 7! — (X X)X
0 I,k Xg(X X4 +X2X2) 1X/
X1 (X)X + X5X,) IX/Q ¢
Xo(X) X + X5Xo) IX/Z
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=¢BE~ {271} X0,

nezalezi od podmienky a je preto opét totozné s nepodmienenym rozdelenim. Mimo
toho lahko sa ukaze, ze

{81+ 82) ! — ST /UL = i Uy = Wy,
nezavisi od
{S 1} /Ul :ula"'letl+k2 = Uk +ko
(lebo AB = 0). Preto
(815 U= U -
(78 1T — (8, o + 80/ 017 ™ Ul = Wb

je rozdelené ako

2
Xky —p+1
(2.9) 21—p27
Xkl*PJrl + Xy

pricom x3_ a erpﬂ v (2.9) st nezavislé. Podla lemy 2.15 ma preto

{S7' 4, ki—ptl & . .
{(Sl‘i’;SZ)pI;}ppl rozdelenie B (71 7 ,j“) a nezdvisi od {S1 + S2}45, 1,7 € {1,2, ...,
p—1

Ci1 €12 ... Clp
C21 C22 ... Cor
Ozna¢me hlavny determinant radu r matice C, ,, teda det | - ako
Crl Cpr2 ... Cpp
IClr, r€{l,2,...,p}. Vyuzijic (2.7) a (2.8) dostdvame, ze rozdelenie
|S1]
m UT :ul,...,U,’Zl+k2 = Uk, +ky =
|Sl‘p |Sl|p—1
_ [Silp—1 S1lp—2 [S1l1

Ul = LU =
S1 +Sal, [S1+Salp1 sl+52|1/ LT s Bk, = etk
IS1 4+ Sa|p—1 [S1+ S2lp—2

pricom
S1]p
|Sl|p 1 " kl_p+1 k'g
=S 48y, ) U Uk, = Wt ~ BT 5
‘Sl + Sg|p_1
a nezdvisi od
S1[p—1
1S1]p—2 . .
m Ui :ul""’Uk1+k2 = Wk +kos
[S1 + Sal,_»

ktoré ma B (w, %) rozdelenie nezavislé od podmienky, atd. Teda %

ma rozdelenie ako stcin 7;...17, navzdjom nezavislych nahodnych veli¢in, pricom
ki—p+i k
m~B (B ). O
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Veta 2.17. ak Uy,...,U,, si nezdvislé, Np(u,X) rozdelené, S = % Yo (U; -
U)(U;, - U), kde U =1%" U, tak nS ~Wy(n—1,%).

Dékaz. (pozriaj Vetu2.9)nS =31 (U;—U)(U;-U) =", U,U,—nU U =
U'u-

L1, 01, U =U A - 211U =UWAU =UAU, kde U' = (U — p, ..., U,, — p),
lebo (g, ..., p)A = 0. Podla lemy 2.5 U'AU ~ W,(r,X) < V1 € R 1U'AUL ~
(I'S1)x2, pricom v tomto pripade r = h(A) = tr(A). Pretoze

(gl - H):}
o ( 2 _ ll') _ 1? ~ Nn(07 (1’21)1)
(U, - )1

(pozri (2.1)), ma V't AU rozdelenie x2 (podla vety 1.8) prave vtedy ak A? = A.
V tomto pripade r = h(A) = tr(A). Je zrejmé, Ze v nasom pripade A2 = A a
r=h(A) =tr(A) =n—1, preto nS ~ Wy,(n —1,%). O

Veta 2.18. ak Uy, ..., U, st nezdvislé, Np(p, ) rozdelené, tak U = %Z?zl U, a
nS =YY" U U, —nU U si nezdvislé, pricom U ~ Ny(p, 1) a nS ~ Wy(n —
1,%).

Dékaz. Nech C,, , je ortogondlna matica taka, ze jej n—ty stipec je (ﬁ, ey %)’
Ozna¢me
(U;:...0,)C = (V1. V,).
Potom V,, = ﬁ(Ul +..+U,)=vn Uresp. U= ﬁVm
o
n o . U, 1 1
nS=Y U U, —nUU = (U300 | | —n—=V,—=V/ =
; : vnoon
U/
\4!
o V/2 n n—1
=(Vii.V,)C'C | | =V, V,=> V, V[ -V, V, =Y V,V,.
: i=1 i=1
A4

Pretoze V1, ..., V,, st nezavislé, dostdvame tvrdenie lemy (pomocou vety 2.17). O

3. HOTELLINGOVO T? ROZDELENIE

Nech S, , je matica ndhodnych veliéin (ndhodna matica) dp 1 nahodny vektor
nezavisly na S, S ~ W,(k, ), d ~ N,(8,¢"'E). Hotellingova zovSeobecnena
statistika T2 je definovand ako

kd’S—'d
T = ckd'S™Hd = Z=—red'E7d,
V nasledujicom budeme uvazovat § =0, ¢ =1, ¥ =1, teda S ~ W,(k,I), d ~
N,(0,1). Hotellingovo T?(p, k) rozdelenie je

T? = kd’'S™'d
a piseme kd’S~'d ~ T2%(p, k).
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Veta 3.1. Nech X ~ N,(p,X) a S ~ W,(k,X) sd navzdjom nezdvislé, 3 reguldr-
na. Potom
k(X = p)'S™HX — p) ~ T?(p, k).

Dékaz. £ = UAU, T = UU,A = diag{As,... \p}, A\t = da = .. 2 A, >
1 1 1 1 ;

0, 72 = Udiag{\; %,..., \p 2}U’, B2 = Udiag{)\?,...,\2}U’. Polozime d* =
$3(X —p), S*=2"2SE"2, teda ($*)"! = £287182. Zrejme d* ~ N,(0,1),
S* ~ W,(k,I) a preto podla definicie k(d*)"(S*)~'d* = k(X — p)/S™1(X — p) ~
T%(p, k). O

Désledok 3.2. Majme Uy, ..., U, nezdvislé, U; ~ Ny(p,X), X reguldrna, gz
w2 Ui 8= 330, (U - 0)(U; - U), S, = 15 30, (U; - U)(U; - 0).
Potom

(n—1)(T - u)'S (T - ) = n(T - p)'S: (U — ) ~ T2(p,n — 1).

Dékaz. U ~ Ny(p, 13), teda /n U ~ Ny(yv/np, X), S, = -8, ¢ize (n—1)S™! =
nS;t, dalej nS ~ Wy(n — 1, %) (pozri vetu 2.17), U a S s nezavislé (veta 2.18),
teda

(n = 1)vn(U = )’ (n8)™'v/n(U — p) = (n = 1)(U = p)'S™H(U — ) =

=n(U—-p)'S; ' (U—-p)~T*(p,n—1). O

Veta 3.3.
mp

T = o=

prm—p+1'

Dékaz. Podla definicie ma T2(p,m) rozdelenie nahodné veli¢ina md’S~'d, kde
d ~ N,(0,I), S ~ W,(m,I). Teda ndhodn4 veli¢ina

md'S~'d _, d'd
(3.1) “aa YT Tgg
d’s—1id

Podla vety 2.14 (b) menovatel v (3.1) nezélezi od d a ma X pt1 Tozdelenie (pre
Tubovolnt realiziciu ndhodného vektora d ma Xi_pi1 rozdelenie), citatel v (3.1)
mé podla vety 1.7 X;Q) rozdelenie. Preto (3.1) je podiel dvoch nezévislych ndhodnych
veli¢in, s x? rozdelenim, a sice rozdelenie (3.1) je

Xp
mX? mp? mp
Tz(pv m) ) P = D) = o+ 1Fp,m—p+1~ ]
Xm—p—i—l (m —p + 1) X'rn—p+1 m p

m—p+1
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Lema 3.4. Sicin k navzdjom nezdvislijch ndhodngjch veli¢in s rozdelenim B(7i,94),
1 =1,2,..., k takych, Ze v; = viz1+0iv1, i = 1,2, ...,k — 1 md rozdelenie B(yg, 61 +

Dokaz. Pozri viac v Rao, 3a.3.

Lema 3.5. Nech d ~ N,(0,I) a S ~ Wy(m,I) si nezdvislé, teda md’S™'d ~
T2(p,m), m > p—1. Plati

T2(p,m)\ S| m—p+1 p
14— Bl p (TP DY
<+ m ) S+ dd/| ( 5 ’2)

Dékaz. Podla andél, str. 63 pre determinant stvorcovej matice (3, _dl> platf

f, _dl ‘ = —[S+dd'| = —[S|(1+d'S"'q),
teda .
TZ(pvm) - rq—1q\—1 |S|

pricom S ~ W, (m,I), dd’ ~ W,(1,T), (nezavisi od S) a podla lemy 2.10 S+ dd’ ~
S|

|S +dd’|

nezavislych ndhodnych veli¢in s rozdelenim beta a parametrami

m—-p+11 m—-—p+21 m 1
2 '2)7 2 2)7\272)°

. — 1
Podla lemy 3.4 mé tento sucin B (m§+, 22)) rozdelenie. O

Wy(m + 1,1I). Preto podla vety 2.16 ma rozdelenie ako sii¢in navzdjom

Désledok 3.6. Nech X a S je aritmeticky priemer a vyberovd kovariancénd matica
z vyberu rozsahu n z rozdelenia Np(p,X). Potom

n—p -

7 X 1)'STHX = p) ~ Fpnp.

Dékaz. Podia désledku 3.2 mé (n—1)(X—p)'S™H(X —p) ~ T?(p,n—1) rozdelenie,
¢ize podla vety 3.3 mé

rozdelenie. O
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4. INE ROZDELENIA VYSKYTUJUCE SA PRI
MULTIVARIATNYCH STATISTICKYCH ANALYZACH
Definicia 4.1. Nech A ~ W,(m,I), B ~ Wy(n,I) sd nezdvislé, m 2 p—1. Potom
hovorime, Ze ndhodnd veli¢ina

|A| -1
A=—"_=|I+A'B
|A + Bj | |

md Wilksovo lambda-rozdelenie s parametrami p,m,n. Oznacujeme ho A(p,m,n)

Veta 4.2. Wilksovo A(p,m,n) rozdelenie, m > p — 1, je totoiné s rozdelenim
sucinu n1...np nezdvislyjch ndhodnijch velicin, pricom n;, ~ B <TTL—2pH—Z’ Z)

Dékaz. ak A ~ W,(m,I), B ~ W,(n,I) s nezédvislé, tak podla vety 2.16 ma

Al

A=
|A + B|

=[I+A'B|™"

rovnaké rozdelenie ako sucin 7;...1, nezdvislych ndhodnych veliéfn, pricom n; ~
B w, Y O

2 2
Pozndmka. ak Si ~ Wy(k1,I), So ~ W, (ko,I) st nezavislé, k; 2 p — 1, tak

_ IS4
IS1 + Saf

ma rozdelenie rovnaké ako si¢in ;...1, nezavislych ndhodnych veliéin, pri¢om 7; ~
k1 — ik .
B <12p+z’ 22), ¢o je podla vety 2.16 to isté ako rozdelenie
|G
|G1 + G2| ’

kde G1 ~ W,(k1,X), Go ~ W,(ke, X) st nezdvislé, X je reguldrna a ky = p — 1.
Teda A nezilezi od ¥ a mozeme ju zadefinovat ako

P L1
|G1 + G|
kde Gy ~ Wy(k1, %), Ga ~ Wy(ka, X) st nezavislé, 3 je reguldrna a k1 = p — 1.

Pozndmka. ak S ~ Wy(n—1,%), d ~ N,(0,X) st nezdvislé, tak Wilksovo lambda-
rozdelenie s parametrami p,n — 1,1 je to isté ako rozdelenie nahodnej veli¢iny

S| 3 n—pp
Stdd| teda (podla lemy 3.5) B 5 5 )

Zo vztahov medzi beta rozdelenim a F rozdelenim mozno odvodif vziahy medzi
A a F rozdelenim:
1- A(pa m, 1) D
~ Fy,_
(a) A(p,m, 1) m—p+ 1P p+1
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1—A(l,m,n) n

b 7Fn
(®) A(1,m,n) m- """
1 — /A(p,m,2) P
c ~ Fo, o(m—
) Ay mopd
1—+/A2,m,n n
(d) ( ) ~ Fonom-1)-

A(2,m,n) m—1

Pre ostatné hodnoty n a p za podmienky, ze m je velké, mozno pouzit Bartlettovu
asymptoticki aproximaciu

{m;@n+n}mA@mwﬂ~x$-

Pri hladani simultdnnych intervalov spolahlivosti parametrov multivaridtnych line-
arnych modelov sa pouziva nasledovné rozdelenie.

Definicia 4.3. Nech A ~ Wy(m, %), B ~ Wy(n,X) st nezdvislé, m >p—1, X
je pozitivne definitnd. Rozdelenie najvicsej vlastnej hodnoty 6 matice (A+B)"'B
oznacujeme 0(p, m,n).

Podla Rao, str. 588 toto rozdelenie nezavisi od ¥. Poznamenavame tiez, ze 6
moézeme definovat ako najvicsi koreit rovnice

IB—0(A +B)| =0.

ak X je vlastnd hodnota A~'B, tak je vlastnd hodnota (A + B)~'B. Kedze

14+
ide o monot‘onnu funkciu premennej A, 0 je dané vztahom

kde \; znaéi najvicsiu vlastni hodnotu matice A=!B. Pretoze A\; > 0, platf
0 < 6 < 1. Vztahy medzi rozdeleniami 6, A a F' st

(a) O(p,m,n) a 6(n,m+n—p,p) maju rovnaké rozdelenie,
(b) 0(1,m,n) _1- A(1,m,n) N ﬁFn -
1-6(1,m,n) A(1,m,n) m
O(p,m,1 1—A(p,m,1 D
(©) oml) _1-Apml) I

179(]9,'”%1) A(pamal) m7p+1

5. MET‘ODA MAXIMALNEJ VIEROHODNOSTI A TEST POMEROM VIEROHODNOSTI

Zdruzent funkciu hustoty rozdelenia ndhodného vyberu X,,1 = (X{,...,X])’
uvazovanu pri danom x (realizdcia X € RP) ako funkciu vektorového parametra
6 € RY nazyvame funkciou vierohodnosti

Mx®=Hﬂm®,
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resp. jej logaritmus, teda
n
I(x,0) =(x1,X2,...,Xp,0) =In L(x;0) = Zlnf(xi;e).
i=1

Vierohodnostnymi rovnicami rozumieme systém

", 91n f(x;,0)
PP aiies

=0, k=12,..,¢q.
80]@ ’ ) & »q

i=1

Majme nahodny vyber X = (X, X5, ..., X])’, kde X; ~ N,(p, %), X je reguldrna.
Potom | 1

L(x; 1, B) = 23|32 2imt (66 = )BT~ )

)

Cize
n 1 & _
zgmgn:mL@mgn:-#m%m_§§]m_uﬁ3%&_Hy
=1
Plati
(xi—p)E 7 (xi—p) = (xi —X+X—p) S (x - X+ X —p) =
= (i — %S %) + (K- ) ST ® - p)+
+2(x; — X)'ZHX — p),
Cize
n n

+2 Z(xi X)X —p)=tr Z(xi X)X X)X -p)E (X —p) =

! {Z(Xz’ —X)(xi — X)/}

i=1

=tr +nE-p)E X - p) =

:nw{zﬂymw}+n@fuy24ﬁfuy

lebo

1 n n
S(real):i ;X i_—/ ) i_—lz—l—_ —
2 206 = X)05 =% 23l — X2 (%~ )
1 n
=2{n— TR - p) XX - =0.

{"nZ}X (X—p) — XD (X u)}

Dostéavame

l(x;p, %) = —g In|27X| — gtr {2—180“@@“} — gtr {E_l(i —p)(x - u)’} .
ak n 2 p+ 1, tak odhady met‘odou maximélnej vierohodnosti st

i=X, £-8
(pozri Rao, str. 575,576).



24

Definicia 5.1. X = (X}, X}, ..., X.) je ndhodny viber z rozdelenia zdvislého od
parametra 0. Testujeme Hy : 0 € Qo x Hy: 0¢€ Q1 — Qo (4 je oblast
v RY, Qo je podoblast v Q hodnosti s). Test pomerom vierohodnosti hypotézy
Hy oproti Hy md testovaciu Statistiku (LR-Statistiku t.j. likelihood ratio statistiku,
presnejsie jej realizdciu)

LO - maxgeQ, L(O)

L maXgeQ, L(H) '

Jeho kritickd oblast na hladine vjznamnosti o je R = {x: A(x) < ¢}, kde ¢ je
urcené tak, aby supgeq, P{x € R} = a.

Veta 5.2. Nech ) je testovacia Statistika pre test pomerom vierohodnosti Hy : 6 €
Qo x Hy: 0€Q—Qq (Q jeoblast vRY). Za uréitijch podmienok requldrnosti
pre kazdy 6 € Qg md —21In X asymptoticky (pre n — oo0) rozdelenie xg_s, ked Qo
je podoblast Q; hodnosti s, (¢ > s),( ¢ — s mozno chdpat ako pocet restrikcii na
parametre 01, ...,0,).

Tlustracia:

(a) Nech X = (X}, X5, ..., X%,)" je ndhodny vyber z N, (, ), 3 je zndma pozitivne
definitna matica.
Ho: p=po x Hi: p# po.

Potom | 1
Lix; s, B) = 278 "2 e 2 2eim (O ) BTG )

B F LR L R T EE R
ak plati Ho, tak n=poa

max L(x; pt, X) = L(x; po, X) =

H=Ho

_ s B o Btr[BTISD] ~ 2 (R - o) B (X — pao)

(je to jediné éislo). ak p “nie je ohrani¢end®, ¢ = p, teda max,err L(x; 1, X) sa

dosahuje pre g = 1 =X a preto

max L(x;p, ) = L(x; alreat) )=
HERP

_ |2T‘_E|,g6_%tT[Efls(mal)]e_%(i_ ﬂ(real))/z—l(i_ ﬂ(real))

n n — real
— orx| 3 str[ETISUe]

Preto testovacia Statistika (vlastne jej realizdcia) je

21 |27T2|_%8_%tr[2_1s(7'w”]e_%(i — 110)'Z7H(X — o)

Qtr[z—ls(real)]

—2IlnA(x) = — —
27X 2e 2

=n(X — o) =X — po).
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Je to realizécia statistiky n(X — po)’ 21X — o), ktord ma za platnosti Hy podla
vety 1.8 Xf) rozdelenie. (Poznamendvame len, ze h(£2y) = s = 0, teda aj podla
tvrdenia vety 5.2 sedi pre asymptotiku, ze ¢ — s =p — 0= p.)

(b) (Hotellingov jednovyberovy T?—test.) Majme ndhodny vyber X =
(X4, X5, ..,X0) z Ny(p, ), 3 je nezndma pozitivne definitnd matica.

Ho: p=po x Hi: p# po.

> sa musi odhadnit vzhiadom na Hy ako aj “bez ohraniGenia®“. D4 sa ukézaf, ze
odhady ziskané met‘odou maximélnej vierohodnosti (ich realizécie) si

za platnosti Hy : ("¢ = py, $i(real) — g(real) 4 dd’, kde d =X — pg,

“bez ohranicenia*: (7% =X, 3i(real) — g(real)
Dostavame, ze za platnosti Hy

max L(x; p, 2) = L(x; po, ST + dd’) =
K=o

(2 )M‘S( 1 l)+dd’|n 6_%{tr(s(real)+ dd/)—ls(real) _|_d/(s(real) +dd/)_1d}:
)2 rea o

1 e_%t,r(s(real) 4 dd/)—l(s(real) 4 dd/)
(2m) % |S(real) + dd’|3

1 np

- nj o €
(2,”)7[) ‘S(real) + dd/|5

dalej
L(x; p, X) = L(x; %, S =
Jmax (x;p,2) = L(x;X, )
_ 1 7%tT(S(real))fls(real)) _ (iii)/(s(real))fl(iii) _

np n (&
(2m) = \S(Teal) |2
1 np

e — 2
(Qﬂ.)%|s(raal)|g € ’

teda testovacia Statistika (LR - Statistika) je

—91ln =—zn - 52
2In \(X) = —21 (|S—|—(X—M0)(X_”0)/|)

= —nln S|
51) - 1(|s+<x—uo><x—uo>'|>'

Za platnosti Hy je v/n(X — po) ~ Np(0,X); podla vety 2.18 nS ~ Wy(n —1,3%),
pricom /n(X — po) a nS st nezavislé. Preto podla pozndmky za vetou 4.2
__InSI_ _ ISl
InS +n(X = po) (X — po)| S+ (X = po)(X — po)’|
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mé A(p,n — 1,1) rozdelenie. Podla lemy 3.5 je to totozné s rozdelenim 1+

%)*1, ¢o je rozdelenie ndhodnej veliciny (1 + (X — po)'S™H(X — po)) 7!
(pozri dokaz lemy 3.5) a podla poznamky za vetou 4.2 to je B <n;p, 2) rozde-

lenie.
asymptoticky ma teda podla vety 5.2

S|
X — p0)(X = po)’|

—2In\(X) = —nln <|S T ) =nln(1+ (X —po)'S™HX — o))

X;Q; rozdelenie.
ak chceme pouzit neasymptoticky test, tak za platnosti Hy m4 ndhodn4 veli¢ina

(1+ (X = po)'S™HX = o))~

B (n ;p’ g) rozdelenie, alebo podia désledku 3.6 m4 za platnosti Hy Statistika
e

LX)/ S7HX — o)

Fy n—p rozdelenie.

(¢) Hypotézu
Hy: =3¢ x H;: X 75 pIT

( p nepoznéme), priCom mame vyber z N,(u, 3) rozdelenia o rozsahu n testujeme
tak, 7e ziskame odhady met‘odou maximalnej vierohodnosti.

Za platnosti Hy: palred) =%, ¥ =3,

“bez ohranicenia® :  f(red) =x, 3(real) — g(real)
Preto za platnosti Hy je

gl%l(xéﬂaz) =1(x;%, %) = —% In27 — gln [2o| — gtr(go—ls(rwl))

a “bez ohranicenia“ je

np

max [(x; pu, ) = I(x; X, 8¢ = —%ln 27 — gln|S(7'eal)| )

759>
Teda testovacia LR - statistika je
—2In\(X) = ntr(2;'S) — nln |[SE; Y| — np.

T4to ndhodnd veli¢ina ma zlozité rozdelenie, ale asymptoticky mé 2, rozdelenie,
kde m = p(p +1).

(d) Hypotézu
HO : 212 =0

( p nepozndme), pricom mame vyber z N,(u, 2) rozdelenia o rozsahu n testujeme
tak, ze norméalne rozdeleny ndhodny vektor rozdelime na podvektory s p1 a po
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zlozkami, p; + po = p. Predpokladajme rovnaké delenie kovarianénej matice 3 =
Y1 B
o1 X

platnosti Hy st: op =X, ¥ = (

> . D4 sa ukazat, 7ze odhady met‘odou maximalnej vierohodnosti za

matice S). Test pomerom vierohodnosti mé testovaciu Statistiku

) (S11 a So2o s prislusné submatice

—2InA(X) = 2 {—%p In 27 — %m S| - gtr(S_ls) + %111277—1—

—1
+gln\811||822\ + gtr (811 0 ) (SH 812)} =nln [SuflSz2] _

0 Sy So1 Sao S|
S| S11[S22 — S2157;' S 1 1
=-nln———=-nln =-—-nln|I—S5,591S77Sq2].
1S11/[S22] [S11/[S22] | 2SSy St

Tato Statistika m4 asymptoticky y2 rozdelenie s pips stupiiami volnosti (p1p2 =
g, s=0).

(e) Hypotéza
Hy: X =diag (Specidlny pripad (c))

( p nepozname), pricom mame vyber z N,(p,X) rozdelenia o rozsahu n je t4 ista
ako hypotéza
Hy: R=1

(R je korelaénd matica). Tvrdi, ze zlozky vektora X sii nezavislé. Test pomerom
vierohodnosti méa testovaciu Statistiku (jej realizdciu)

—2InA=-—-nln |Rx)x|

(Rx x je vyberova korela¢nd matica). Tato Statistika m4 asymptoticky x? rozde-

lenie s %p(p — 1) stupniami volnosti (¢ = w +p, s=2p).

6. LINEARNY MODEL A MET‘ODA NAJMENSiCH §TVORCOV

6.1. UvoD

Majme linedrny regresny model (LRM)
(6'1) Yn,l = Xn,pIBp,l + €n,1,
E(e) =0, cov(e) = 0?1

Veta 6.1. "' &2 = e'e = (Y — XB) (Y — XB) nadobiida minimum (vzhladom

i=15i
na B) pre B, ktoré je (lubovolngm,) riesenim normdlnych rovnic

(6.2) X'X8=X'Y.

Toto minimum je rovnaké pre vetky riesenia rovnic (6.2).
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Dékaz. p(X') = p(X'X) = X'Y € p(X'X) = (6.2) st vzdy riesitelné. Ich
lubovolné riesenie oznaéme B. Plati

(Y -XB) (Y -XB)= (Y -XB+XB-XB) (Y -XB+XB-XB) =

(Y —XB) (Y —=XB) + (B - B)X'X(B - B) = (Y - XB) (Y — XB).
Teraz uz dokaz lahko dokonéime. O

Oznacme eSte
Y =Xg3

R2=(Y-XB)(Y-X3)=Y'(I-XXX)"X)Y.

6.2. MATICA PLANU X MA PLNU HODNOST
Nech h(X, ) =p = n.

Veta 6.2. Majme LRM (6.1)1 pricom h(X) = p. Plati
(a) B = (XX)X'Y, £(8) =8
(b) covB = o?(X'X)~ 1.

Dokaz. Pozri andél.

Veta 6.3. Pre lubovolné p € R? md odhad 5’,?3' = p’[:} minimdlnu disperziu zo
vietkijch linedrnych nevychijlenyjch odhadov funkcie p’3.

& Ut =2
n—op '

Rg _ 1 1T _ / —1~y/ _
s(n_p>n_p5(Y(1 X(X'X)"'X')Y) =

Dokaz. Pozri andél.

Veta 6.4.

Dokaz.

= - ip {[I@/X/(I — X(X’X)le’)X,@ + tr[(I — X(X’X)71X')UQI]} — 2. O

Veta 6.5. V LRM (6.1) nech Y ~ N,(XB,0%I), h(X)=p<n Plati
(a) B~ Nu(B,0*(X'X)71),
R2
(b) —5 ~ Xiip

(¢) B a R% sii nezdvislé,
(d) (B-B)X'X(B-73)~ 0’2)(12) a nezdvisi od R3.

Dokaz.
(a) zrejmé;
R? I-X(X'X)"'X' I-X(X'X)"'X' ;
(b)g—g:Y’ (02> Y = (Y - XB) (02) (Y — XB3) ma

X}QL(PX(X,X),IX,) rozdelenie podla vety 1.8;



29

I-X(X'X)"!X'
2

I- X(X'X)'X' .
o2 1

(c) X'X)"'X'Y aY’ Y si nezévislé, lebo
I X(X'X)"'X/
o2

o
= 0, teda podla

pozitivne semidefinitng matica a (X'X)~'X’02I

andél, str. 81 (alebo podla vety 1.10) si B a R2 nezavislé;

N X'X . X(X'X)~1x/ .

@ B8y X 3-p) = v - xp XXX X v x) mi podia vety 1.8
X2 rozdelenie; R3 = (Y — XB)' (Y - XB) = (Y - XB)'(I- X(X'X)'X)(Y - X3)
a podla vety 1.9 st (,@ - ﬁ)'X’X(B — B) a R3 nezavislé. O

Pozndamka. Hypotézu

Hy: B=pBo x Hi: B#Po

testujeme Statistikou R R
(B —Bo)X'X(B—Bo)n—p
R2 p

ktord ma za platnosti Hy rozdelenie Fj, ;.

Zadefinujme
2 : _ / _
Ry = jmin (Y —XB)(Y - X).

Veta 6.6. Nech A,, md hodnost h(A) = ¢, ¢ € R Plati (za predpokladu nor-
mality rozdelenia Y)

(a) Ry — R = (AB —c)'(A(X'X)"'A") "1 (AB —¢),

(b) E(RY — RE) = o°q + (AB — ¢) (A(X'X)'A) " (AB —¢),

2

. -pR% —R
(c) ak plati AB = c, tak F =" pH720
q Rj

md Iy n—, rozdelenie.
Dékaz. Plati

(Y = XB)'(Y = XB) = (Y = XB) (Y — XB) + (B~ B)X'X(6 - 9)
(pozri aj v dokaze vety 6.1).

Ry = min (Y - X8)/(Y - XB) -

i [(Y = XB)(Y ~XB) + (8- B/X'X(B - B)] =

(Y ~XB)(Y ~XB)+ min (8- B)X'X(3- ).

Hiadajme teda

i (B BYX'X(3 - ).

=c

i BX'XB - 28X'X8 + ﬁ’X’X,@] .
Met‘odou neurcitych Lagrangeovych multiplikdtorov dostavame

B(B,\) =BX'XB-28X'XB+BX'XB+2)N(AB—¢)
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g% = 2X'XB+2X'XB+2A'A =0
g—i =2(AB—-¢)=0
/ /
M
(lebo agl X _ m, % = 2Mx, pozri Rao, str.98).
x

Dostdavame rovnice .
X'XB+A'XA=X'X3

AB=c,

ktorych riesenie BH nas zaujfma. Plati postupne
Bu = —(X'X)'A'A+ 8
AB—c=AX'X)"'A'A
(AX'X)'A) "M (AB —c) = A,
teda

By =8—-(X'X)TAAX'X)'A) HAB - ¢).
Preto

Ry — Rj = min (Y =XB)(Y - XB) - (Y = XB)(Y - XB) =

=C

ST (B =BYX'X(B = B8) = (B Bu)X'X(B -~ Bu) =
= (AB—¢)(A(X'X)'A") " (AB - ).
(b) Zrejme AB — ¢ ~ N (AB — ¢, 02 A(X'X)"'A’). Preto
E(RY — R3) = (AB — ) (AX'X)'A) T (AB — )+
+tr[(AX'X)TA) TP AXIX) A =
=g+ (AB —c)(AX'X)'A")H(AB ¢
(c) ak plati H: AB=c, tak AB —c ~ N,(0,02A(X'X)"'A’) a

s (ACTX) A

(AB~c) = (AB—c) =
; AX'X) A I[(AXX)TA) )
Ry —R§
= 02 ~ Xq
§ R2 .
(podla vety 1.8). Vo vete 6.5 sme dokazali, ze —g ~ X%fp. dalej mame
o

R(Q) = Y’(I _ X(X/X)—IX/)/(I _ X(X’X)_1X’)Y.



31

Pretoze
cov((A(X'X)"TA) "3 (AB —¢), (I - X(X'X)"'X")Y) =0,

st R% — R3 a R2 nezdvislé. Za platnosti H : AB = c md

Ry — R} .
o2q n—p Ry — R
6.3 Fe _
(63) I . R
o%(n —p)

Fy n—p rozdelenie. O

Pozndmka. Hypotézu
H: AgpB=cq
testujeme pomocou statistiky (6.3).

Priklad. Testovanie hypotézy

Hy: A;,@:Ci x Hyp: A;,@#Cl

Testovacia Statistika je

AB-AB AR
AX'X)TA; s /AXX)TA; Y

P =

R32 .
kde s = —2—. Vskutku R2 ~ o?x2_, (podla vety 6.5 (b)). Za platnosti Hy je

AlB ~ N(A'B = ¢;,02A[(X'X)"1A;) (pomocou vety 6.5 (a)), R2 a 3 su nezavislé
(podla vety 6.5 (c)), teda

AlB - Cz
o/ A(X'X)TA; A'B—c¢ »
32 sy/AX'X)! o
(n—p)

100(1 — a)%—ny interval spolahlivosti pre A’@3 je
(A;,@ —thp(1—5)s A;(X’X)—lAi,A;B Ftnp(l—%)s AQ(X’X)—lAZ) .
ak chceme testovat, ¢i sicasne platf

Hy: A;,@:Q 1=,2,...,k x Hip: 3’66{1,2,,]{)} A;ﬁ#q

potom st tu moznosti:
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(a) Bonferroniho met‘oda je zalozend na trv. Bonferroniho nerovnosti, ktord
tvrdi, ze ak Fq, Es, ..., E} st ndhodné udalosti, tak

k k k
P (m E> 21-) P(EY)=1-) (1-P(E)).

i=1 i=1
Dokaz tejto nerovnosti sa zakladd na rovnosti (_, Ei)c = Ule Ef, 7 ktorej
vyplyva, ze

C

k k k k
P(ﬂEZ) =1-P (ﬂE) :1—P<UE§’> >1-Y (1-P(E)),

¢o vyplyva zo subaditivnosti pravdepodobnostnej miery P, a sice P (Ule Ef ) <

>, P(EF). Pomocou Bonferroniho nerovnosti dostévame

k
P (ﬂ {A;ﬁ € <A;ﬁ +t, p(1— Q‘Xk)s\/Ag(X'X)lAZ) }) >1- k% =1-oa.

i=1

(b) Met‘oda maximéalneho modulu.
Nech A3, ..., A} 3 st nezavislé, t.j. AQ(X’X)*IA;. =0 pre i # j,
A'B—¢; .
t; = P —¢ ~ty_p, ©=1,2,....k, nech dalej v(k,n—p, @) je a—kritickd
sy/ALX'X)TTA;

hodnota rozdelenia max; <<, [t;|, teda

1—04:P{I£1a<x [t:] §v(k,n—p,a)} =P{|t;| Sv(k,n—p,a) Vi}.
1<i<k

Pravdepodobnost, ze k intervalov

AlB+o(k,n—p,a)sy/ALX'X)1A;, i=1,2,..k

stcasne pokryje vietkych k linedrnych kombindcii AlB je 1 — a. Hodnoty v(k,n —
p, ) st napr. v Lamos, Potocky, tab. VII. ak su A;[;' linedrne zdvislé, treba
v nahradit inou hodnotou, pozri napr. Hahn, Hendrickson, Biometrika 58, 1971.
Intervaly v tomto prfpade zostanu rovnaké.

(¢) Scheffeho met‘oda.
Je zalozend na vete 6.8, ktord zase vychddza z nasledujucej lemy

Lema 6.7. Nech M, je pozitivne definitnd matica. Pre lubovolny x € R* plati

xMx £1+= (h'x)?<h’M'h VheR".

Dokaz. pozri andél, str. 147.
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Veta 6.8. Nech linedrny priestor B C RP je generovany vektormi A, ..., Ay, ¢iZe

P{A’B —A'B| < s¢ka7n_p(1 —a)A/(X'X) 1A VAce B} =1-a.

Ay
Dékaz. Oznatme A’ = (A;:.:Ay), teda A = | , pricom k(A) = k. Podla
A;e k,p
vety 6.6 (c) mé

(n—p)(AB— AB)(A(X'X)"TA)"1(AB — AB)
k(n —p)s?

_(AB-AB)(AX'X)'A)HAB-AB) .
= 52 ~ Lkn—p

rozdelenie. Teda

 (AX'X) 1A
k‘SZka_p(l — a)

P{(ABAﬁ) (ABAﬁ)§1}—1a

a podla lemy 6.7 je

P { [h’(AB - Aﬁ)]2 < [ks*Fyn_p(1 — a)]W’A(X'X)"'A’h Vh e Rk} =1-a,
Cize

P { [(A’h)'(ﬁ - g)r < ks Fppn_p(1 — a)(Ah)(X'X)"A’h Vh € Rk} —1-a,
¢o je to isté ako

P {(A’é — A'B)? < ks Fyp_p(1— o)A/ (X'X) A VA € p(A') = B} =l-a. O

6.3. MATICA PLANU X NEMA PLNU HODNOST

Nech h(X, ) =7 <p < n.
Normélne rovnice maju vela roznych rieSent, pricom jedno rieSenie ,C:] nemozeme
povazovat za odhad 3. Treba odstranit nejednoznaé¢nost. Robi sa to nasledujicim
sposobom. Uvazujme maticu B,_,. ,,, ktorej riadky s nezavislé, t.j. h(B) =p —r,

pricom tieto riadky nezavisia od riadkov matice planu X. Preto h ()Pf) =p
n+p—r,p

(matica plnej hodnosti v stfpcoch). Pre maticu < Xnp > =Foiprp plati, ze

p—Tp
X

h(F) = p. Preto p x p matica F'F = (X’ B/) (B

) = X'X + B'B je reguldrna
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(W(F'F) = u(F’), cize aj h(F'F) = h(F') = h(F) = p). K normélnym rovniciam
X'X3 = X'Y priddme rovnice B'B3 = 0 a dostavame
X'X3+B'BB=FF38=X"Y,
ktorych riesenie
8= (FF) XY
je jediné. Pre toto 3 plati
£(B) = (F'F)'X'X3 = (FF) (XX +B'B)B =4
Dostavame teda “zizenie“ systému normalnych rovnic, ktory ma takto jediné rie-
Senie (postup pri analyze rozptylu).
Definicia 6.9. A’'B je linedrne nevychylene odhadnutelnd ak existuje pre 1w line-
drny nevychyleny odhad, t.j. ok existuje 1 € R™, ze E5(I'Y) = A'B VB € RP.
Lema 6.10. A’S je linedrne nevychylene odhadnutelnd prave vtedy ak A € w(X).
Dékaz. néjdete v andél.
Veta 6.11. Nech A’B je linedrne nevychylene odhadnutelnd, B je lubovolné riesenie
normdlnych rovnic, t.j. X’XB8 = X'Y. Potom

(a) A'B je jednoznacny,

(b) A’'B je NNLO (najlepsi nevychyleny linedrny odhad) A'B, t.j. pre kazdij ing
linedrny nevychyleny odhad A’'B funkcie A'B pla‘ti D(A’B) — D(A'B) 2 0.
Dokaz. Néjdete v andél.

Skor ako ukazeme test hypotézy H : AB = 0, dokédzeme si dve lemy.

Lema 6.12. Nech A, 1, B, st lubovolné pevné matice, h(B) = r < min{n, k}.
Plati

(6.4) h <‘§> — h[A(I— B'(BB')"B| + h(B).

Dékaz Matica (B':I — B/(BB')"B)g.,1x mé hodnost k, lebo kazdy stipec mati-
ce B, teda B'e; je kolmy na vsetky stipce matice I — B/(BB’)~B, teda na (I —
B/(BB')"Be;, j =1,2,...k. lebo e/B(I - B'(BB/)"B)e, =0, j =12, ..k
Teda B’ mé r linedrne nezavislych stipcov, T — B'(BB’)"B ma k — r linedrne
nezévislych stipcov (lebo h(I — B'(BB')"B) = k — r). Tiez Be; je kolmé na
(I-B/(BB')"B)e;, j€{1,2,..,k}, teda (B I—B/(BB’)"B); 4+ mé k linearne

nezavislych stipcov, teda h(B"I — B/(BB’)"B) = k (plné hodnost v riadkoch).
Teraz

h (A> —h (g) (B'I- B/(BB')"B) = h (AB/ Al- B/(BB’)_B)> _

B BB/ 0
., [((I) —AB’(IBB')—> (gg: A B’E)BB’)‘B))} _
—n (323’ Al - B/E)BB/)_B)> = h(B) + h|[A(I-B'(BB')"B). O
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Lema 6.13. ak h(X,,) =7 <p<n, A,, md hodnost h(A) =q, h (i) =r+4gq

(riadky A si linedrne nezdvislé s riadkami X), tak lubovolné 0 € w(X) sa dd pisat
ako X&, kde Ad = 0.

Dékaz. Zrejme p(X) D u(X(I—A’(AA’)~A)). ale podla (6.4) je hodnost h(X(I—
A'(AA)"A) =h (i) —h(A) =r+q—q=r=h(X), teda u(X) = p(X(I -
A'(AA)"A)) t.j. kazdé 8 € pu(X) sa dé pisat ako X8, kde Ad = 0. O

ak chceme testovat H : A = 0 ked h(X) = r < p, h(A,p) = g, pricom
h (i) = r + ¢, tak podia lemy 6.13

Ry = min (Y -XB)(Y —XB)=min(Y — Xv) (Y — Xv)' = R}
B: AB=0 v

a Hy nevieme testovat (podla vety 6.6).

Definicia 6.14. Hypotéza Hy : AB = 0 je testovatelnd, ak riadky matice A si
linedrne kombindcie riadkov matice X, t.j. ak existuje matica My ,, Ze A = MX.

Poznamka. Hypotéza Hy: AB =0 je testovateinvé, ak kazda linearna kombinécia
A’B = {A}; 3 je linedrne nevychylene odhadnutelns.

Pozndmka. ak mame Hy : AB = c, tak vezmime By—lubovolné riesenie systému
AB = c a vytvorme § = B — Bg. Model Y = X3 + ¢ prepféeme na model
Y -X3y = X(B—-XFy)+e, cize (pri oznageni observaéného vektora Y* = Y -X0)
dostavame model Y* = X + . V tomto modeli testujeme hypotézu Ad = 0.
Povodné hypotéza Hy : AB = c je teda testovatelnd prave vtedy ak hypotéza

AJd = 0 je testovatelnd v “novom“ modeli, teda ak A = MX.

Veta 6.15. Nech Hy : AB = c, kde A,, md hodnost h(A) = q < r, je testo-
vatelnd, t.j. A = MX (Y je normdine rozdelenyj). Nech

R§ = min(Y — XB)' (Y - XpB),

2 : _ / _
Ry =  min (Y -XB)(Y - X8).

ak Hy plati, tak A A A

(a) R%, — R3 = (AB —c)'(A(X'X)~A")"Y(AB —c), kde B je lubovoiné riesenie
normdlnych rovnic X'X8 = X'Y,

_ 2 _ P2
(b) z - LQRO ~ Fq.n—r'
R2 '

Dokaz. pozri andél.

7. VIACROZMERNA REGRESNA ANALYZA

7.1. GvoD

Na kazdom z n objektov robime merania p znakov. Vysledky merani na i—tom
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objekte su realizicie ndhodného vektora

Bii Bz ... Bip
, Ba1 Pa2 ... Bop )
Y= (YiuYie..Yy) = (azio...ziyq) : + ¢,
Bql BqZ ﬁqp

pricom Y;; je meranie [—tého znaku na i—tom objekte. VSetky merania davaja
maticu Y, , ndhodnych veli¢in (jej i—ty riadok znaéi p merani na i—tom objekte),
teda

/
Yiiu Yo .. Yy T T2 . Tig\/Pu Bz - By 4
!
Yor Yoo ... Yy, To1 Tz ... Tag || Bor Poz ... B €5
Y= . = . .
!
Ynl Yng an Tpnl Tp2 .- Tng IBql qu qu [y
Cize
(7.1) Yo =XngBgp+enp

V modeli (7.1) je X, , dand pevnd zndma matica, B matica nezndmych parametrov,
g; = (€1€i2...€ip)’ je chybovy vektor na i—tom objekte a

€11 €12 €1p

€11 €12 €1p
Enp =

€nl €n2 .- Enp

je matica nadhodnych chyb. Plati g; ~ N,(0,%), e1,e9,...,€, si navzdjom neza-
vislé, By, = (B1,...,8p). Vektor merani i—teho znaku je (Y1,Y%,..Y,) = Z; €
R™ 1=1,2,...,p. Teda

Blj
ﬁ2j q
5(Zj) = X’ﬂ,lI/Bj7 /Gj = . € RY,
qu
COU(Z]') :O'ij j: ].,2,...,}’)7
o5 = {5}
CO'U(Y”,YU) COU(Yli,}fQj) CO’l)(Y11‘7Ynj)
CO’U(YQi,Ylj) COU(}/QZ',H]') CO’I)(YQ,L'7Y7L]‘)
cov(Z;,Z;) = . =
cov(Yyi, Y1) cov(Yy:, Ya;) ... cov(Yai, Ya;)
Oij 0 e 0
0 Oij 0
= . = UijIn,n = {E}ijIn,n



Iné vyjadrenie modelu je

Z, X 0 0 B1
Zo 0 X ... 0 B2

vecY = Zpp1 = . = . . + vece,
Z, 0 0 ... X Bo/ b

vecY = (I, , ® X,, ¢ )vecB + vece,
cov(vecY) =3, , 1L, ,.
ak h(X) = ¢ < n, tak najlepsi linedrny nevychyleny odhad 3; je
Bi = (X'X)"X'Z,
a nevychyleny odhad o;; je

Z/(1 - X(X'X)'X)Z;  R3(i,i)
n—gq  n—gq

Teda NNLO parametrov B je
B = (X'X)"'X'Y.
Oznac¢me . X
R(i,j) = (Z: — XB:) (Z; — XB)).
Pre vektor Z; + Z; platf
g(Zi + Zj) = )((,@z + ,Bj), CO’U(Zi + Zj) = (Uii + 20’@‘ + Ujj)I.

NNLO 8; + B; je
(X'X)"'X(Zi + Z;) = Bi + B;.
Nevychylenym odhadom

— Z; +7;)(1—-X(X'X)"'X)(Z; + Z;
Uii+20ij+0jj:( T Zi)' ( ) )(Z: + ]):
n—gq
_RB(00) | BRGL) |, RRGS)
n—q n—q n—q
teda nevychylenym odhadom o;; je
2 .
6” — RO(ZaJ)
n—q
Matica
R§(1,1) R§(1,2) R5(1,p)
R§(2,1) R§(2,2) R§(2,p)

Ro
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je zvyskovou maticou suctov Stvorcov a siucinov. Nevychylenym odhadom matice

3 je teda
1

n—q

ZA::

Ry.

Da sa pisaf
Ry =Y'(I-X(X'X)"'X')Y = YPY.

ak si merania na jednotlivych objektoch nezavislé a maji mnohorozmerné nor-
mélne rozdelenie s tou istou kovarianénou maticou 3, potom mézeme povazovat
€1,€2, ..., €y, za ndhodny vyber z N,(0,X%). V takom pripade mé vece rozdelenie
Npp(0,3,, @1, ) (vyplyva z definicie mnohorozmerného normalneho rozdelenia).
Preto v takom pripade vecY ~ Ny, ((I,, ® X)vecB, ¥, , @ I,,,). Plati veta

Veta 7.1. Nech v modeli (7.1) je €1, €2, ..., €y, ndhodng vgber z N,(0,X). Potom

(a) B md normdlne rozdelenie (rozumie sa tjm, Ze vecB md mmnohorozmerné
normdlne rozdelenie).

(b) YYPY ~ Wy(n—q,X)

(¢) B a3 si nezdvislé (rozumie sa tym, Ze vecB a vecS st nezdvislé).

Dokaz.

(a) Pretoze B = (X'X)1X'Y, je vecB = vece(X'X) " 1X'Y = vee(X'X) 1 X'YI
= (I® (X'X)"1X")vecY, z ¢oho je tvrdenie (a) evidentné.

(b) Y'PY = Y'P'PY = (PY)P(XB +¢) = €'Pe ~ W,(w,S) < P? = P,
(pozri vetu 2.9), ¢o je splnené. V tomto pripade w = trP =n — ¢

(¢) vecB = I ® (X'X)" !X )vecY a vec® =

vecRg = vec(Y'(I —

n—gq n—q
X(X'X)7IX)Y) = ——vee(Y/(I - X(X'X) "' X)/(I - X(X'X)"'X)Y). Staci

ak ukdzeme, ze (I ® (X'X)1X')vecY a vec(I — X(X'X)"1XNY = I® (I-
X(X'X)"1X"))vecY st nezéavislé. Pretoze

I® (X'X)"'X")[cov(vecY)|I® (I - X(X'X)"'X')) =

=IeX'X)'X)(ZeDIe (I-X(X'X)"'X") =0,

dostavame aj tretie tvrdenie vety. O

7.2. TESTOVANIE HYPOTEZ

V modeli
Yonp = XngBgp +enp,
&
€9
kde h(X) =¢(Sn), e=| . |, pricom ey, ea,...,&, je ndhodny vyber z N,(0, X),
s.’

testujeme hypotézu
H() : ClB = D,

C; je zndma g X g matica, h(Cy1) = g, D je zndma g x p matica.
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Veta 7.2. V modeli (7.1) nech h(X) = ¢, n—q 2 p—1, ¥ je reguldrna, By
je lubovolné riesenie rovnic C1B = D. Oznaéme Y, =Y —XBy. Za platnosti
Hy: CiB=D, (h(Ci)=g) md
IY'PY]
Y'PY + Y, P,Y,|
Wilksovo A(p,n — q, g) rozdelenie, pricom P =1 — X(X'X)~1X’,
P, = X(X'X)1C)(C (X'X)~tC))1C (X' X)X,
Dokaz.

A:

Y'PY = (XB + ¢)P(XB + ¢) = ¢'Pe.
Podla vety 2.9 ma Y'PY rozdelenie W,(r,X) prave vtedy ak P2P, pricom v

takomto prfpade r = trP. lahko sa vidf, 7e naozaj P?P a r = trP = n — g,
teda Y'PY ~ W,(n — ¢, X). Tiez plati

Y, PY, = (Y-XB)X(X'X) 'C(C1(X'X)"'C)) ' C1(X'X) ' X/ (Y —XBy)

a za platnosti Hy je
Y, P,)Y, =

=(X(B—By)+¢)X(X'X)1C}(C(X'X)"I1C))'CL(X'X) X/ (X(B-Byg)+¢) =
= 'X(X'X)"IC(C(X'X)IC)) e (X'X) X e.

Podla vety 2.9 mé Y/, PoY, rozdelenie W,(g,%). Podla vety 2.13 si Y'PY a

Y/ P>Y | nezdvislé, lebo

(I - X(X'X)" X)X (X'X)"!1C)(C(X'X)"'C))'C (X'X) 71X’ = 0.
Podla poznédmky pod vetou 4.2 ma

[Y'PY|
[Y'PY + Y/, PyY,|
Wilksovo A(p,n — q, g) rozdelenie. a

Hypotézu Hy : C;B = D teda testujeme pomocou A(p,n — ¢, g) rozdelenia.
Zamietame ju pre malé hodnoty A.

Pozndmka. Podobne v modeli (7.1), kde h(X) = ¢, X je reguldrna, mdzeme
testovat véeobecnejsiu hypotézu

H() : ClBMl = D,
kde M; je zndma p X r matica s h(M;) = r. Z modelu (7.1) totiz vyplyva model
(7.2) Y, ,Mi =X, B, ,Mi +¢e,,M;,

v ktorom je matica observdcii YM;, matica pldnu X a matica “neznamych paramet-
rov“ BMy, pricom €’e ~ W, (n, 2) a podla vety 2.6 ma M}e’eM; ~ W, (r, M; XM, )
rozdelenie. (eM;i)" je preto ndhodny vyber z N, (0, M} XM, ) rozdelenia. Teraz uz
tplne analogicky ako vo vete 7.2 dostédvame, ze za platnosti Hy : C;BM; = D
ma
E|
H + E|

A(r,n — q, g) rozdelenie, pricom E = (YM;)P(YM;) a H=[(Y — XBy)M;]'P,
[(Y — XBo)M,].
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7.3. INTERVALY SPOLAHLIVOSTI PRE PARAMETRE MODELU

Pomocou kapitoly 7.2 nijdeme intervaly spolahlivosti pre linedrne kombindcie
b'C;BA (alebo b’"CiBM;A) v pripadoch, ze A,b si pevne dané; A je pevne
dané a pre kazdé b; pre kazdé A, b.

Nech B st skutoéné parametre (ich skutoénd hodnota). Polozime tentokrat
Y, =Y — XB. Nech A € RP, b € RY sii pevne dané. Podla lemy 2.12

b'Ci(X'X) ' X'Y A = vec(b'C1(X'X) ' X'Y A) =
= vec(b'C1(X'X) ' X'eA) = (A’ @ b'C1(X'X) X )vece,
pricom cov(vece) = cov(vecY) = X, , ® L, ,, (pozri kapitolu 7.1). Preto
D(B'C(X'X) ' XY, A) = D((A' @ b'C(X'X) X' )vece) =

= (A/®b/Cy(X'X)"'X')(ZeI)(AeX(X'X)'C)b) = (A'SA)(b'C,(X'X)"'C}b).

Uz v kapitole 7.2 sme ukdzali, ze Y'PY = Y/(I- X(X'X)"'X)Y ~ W,(n—¢, %)
a teda pre A # 0 je podla vety 2.8

AY'PYA

AzA e
Samozrejme
A'Y'PYA 2 A'eé’PeA  (eA)PeA
ATA TMeT TASA T U AZA
a
b'C(X'X)'X'Y A =b'C(X'X) XA,
elA
ehA .
pricom eA = ) ~ N,(0,(AXA)L, ,,). Podla vety 1.10 st
el A
A'Y'PYA _
W a blcl(XlX) 1X/Y+A
nezavislé, lebo
P / 1 / —1v _
A’EA(A 2A)I§X(X X)""Cib=0.

Pretoze b'Cy (X'X)"'X'Y, A = b'C, (X'X) "' X'eA mé
. (DO (X'X) XY A)?
N1(0,(A’ZA)(b'Cy(X'X)~1C) b)) rozdelenie, ma (b'C1(X'X) 1C/b)(A/SA) roz-

A'Y'PYA
delenie x? a je nezavislé od TASA ktoré mé kaq rozdelenie. Dostavame, ze
(b'C1(X’'X)I1X'Y A)? 1

(b'C1(X'X)"1C\b)(A'Y'PYA)  n— qF tbna
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Pre pevné A € RP,b € RY

p[POXX)IXYA O XX)XXBA)? 1 ol
(b'C1(X'X)~1Cb)(A’Y'PYA) Tn—g Y o

¢ize
P{(b’Cl(X’X)lx’YA —b/C;BA)? <

1
n—

[IA

Fipg(1— a)b’Cl(X’X)‘lc’le’Y’PYA} =1-aq,
¢o je to isté ako

(7.3) P{b’ClBA € (b’Cl(X’X)‘lx’YA—

1
- \/ Fin_q(1 — )b/Cy(X/X)~1CbA’Y'PYA, b'Cy(X'X) ' X'YA+

n—q

1
+ \/ Fip_g(1— a)b’Cl(X’X)lc’le’Y’PYA> } =1-a.
n—q

Pozndmka. Tento vysledok dostaneme aj ked uvazujeme regresny model YA =
XBA + €A, kde observa¢ny vektor je YA, vektor parametrov je BA a chybovy
vektor e A (pozri priklad za vztahom (6.3)).

Hladajme teraz intervaly spolahlivosti, ktoré siucasne pokryvajui vsetky b'C1BA,
kde A € RP je pevné, ale b sa meni a méze byt lubovolné z RY9. Budeme potrebovat
nasledujicu lemu.

Lema 7.3. Nech A;:, Ny, siu symetrické matice, pricom N je pozitivne definitnd.
Potom
a.) pre lubovolné c € R, ¢ #0

(7.4) max ———— = ¢'N~ ¢,

pricom mazimum sa dosahuje pre x = N~ 'c;

b.)

x'Ax
7.5 =
(7.5) ngxt x'Nx
x#0

kde \1 je najuicsia vlastnd hodnota matice ANTL,

Dékaz. Schwarzova nerovnost tvrdi, ze pre lubovolne dva vektory x,y € R! platl
(x'y)? < x'x y y. Maticu N mozeme plsat ako N2 N2 maticu N1 mozeme plsat
ako N"2N~ (pozrl andél, str. 64). Preto pre vektory u = Nix, v=N"zy (x,y
Iubovolné z R?) plati

(Wv)? = (X N2N"2y)? = (x'y)> < u'u v'v =x'Nx y'Nly,
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¢ize pre lubovolné x,y € R

(7.6) (x'y)? £ x'Nx y'N~ly.

a.) Vezmime Iubovolné ¢ € Rf, ¢ # 0. Pre kazdé x € Rt plati zo (7.6)
(c’x)? < x'Nx /N~ l¢,

¢ize pre kazdé x € Rt, x # 0 plati

[ V)

—~

!
c'x)

<N 1le
x'Nx = ’

teda

~—
[

c'x

—~

max
xert X' Nx
x#0

< /N7 1c,
pricom je lahko vidiet, Ze maximum sa dosahuje pre x = N~ 'c.
b.) Oznatme A; = Ay = ... 2 A; korene rovnice |A — AN| = 0. Pretoze
JA —AN| =0<+<= |[AN"! - \||N| =0 <= [AN"! - \I| =0,

s A1, ..., A\ aj prave vietky vlastné hodnoty matice AN~!. Podla Rao, 1c.3 (I1)
existuje matica R, ktora je regularna a plati

(7.7) A=R YAR!, N=R "R,
kde
A0 0
0 A
A=
0 At

Pretoze kazdy vektor x € R! méozeme pisat ako R™'u, u € R! (Gize R! =
{R'u, u e R'}), plati zo (7.7)

u'Au WR VAR u x'Ax
max = max ———————— = max = A1,
uer! WNu  uert 'R V'R-lu  xer' X'x
u#0 u#0 x#0
lebo .
/ 2 2
x'Ax Do i < > _
/ 2 =1 2 1
XX PO >
a rovnost sa dosahuje napr. pre x = (1,0, ...,0)". O

Podla (7.4) sa maximum vyrazu

(b'Cy(X'X)"1X'Y,A)?
(b'C1(X'X)~1C|b)(A’Y'PYA)

(7.8)
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dosahuje vzhladom na b (A je pevné, teda C1(X'X)"'X'Y, A je “fixné“) ak
b= (C;(X'X)'C)'C(X'X)"'X'Y, A
a toto maximum je

A'Y, [X(X/X)~1C (Cy (X/X)~1C)) 10y (X'X) T 1XIY, A
A'Y'PYA o

_AY,PyY,JA  AHA

(7.9) A'EA ~ A'EA°

lahko sa ukdze (pozri vetu 7.2 a vetu 2.9), ze H = Y/ P, Y, ~ W,(g, %) (tentokrat
Y, =Y - XB),E=YPY ~ W,(n—¢ZX), pricom H a E st nezavislé (podla
vety 2.13). Preto podla vety 2.8 ma

AHA
A'SA ~ Xg

A'EA 9

ATZA "V
a posledné dve nahodné veliciny st nezavislé. Dostavame, ze
n—qA’HA
g AEA " fore

(7.10)

Zo vztahov (7.8) a (7.10) dostdvame, 7e pre pevné A € RP

A

(b'C1(X'X)"1X'Y A)?
(b'C{(X'X)1C|b)(A’Y'PYA)

< L Fugl-a) prekazdéb e RS } =1-q,

Cize
P{(b’Cl(X’X)lx/YA —b/C;BA)? <

ni_ng,n_qu — a)b'C1(X'X)"'C,bA'Y'PYA pre kazdé b e RY } =

[IA

=1-a.

Teda intervaly spolahlivosti, ktoré sticasne pokryvaji vietky kombindcie b’C;BA
(A pevné, b € RY sa meni) s pravdepodobnostou 1 — a s

(7.11) b'Cy(X'X) " 'X'YA + \/nngM_qa — a)b/Cy(X'X)~1C,bA’Y'PYA.

Pozndmka. Tento vysledok sa zhoduje s vetou 6.8 (Scheffeho met‘oda), ak uvazu-
jeme regresny model YA = XBA + €A.
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Teraz preberme pripad, ked “sa menia® vektory A aj b (A € R?, b € RY).
Podla (7.5) je
A'HA
ARy AEA
A0

1

kde \; je najvicsia vlastnd hodnota matice HE~!. Poznamendvame len, ze E ~
Wy(n — ¢, %) a preto E = Y ' 1&,&0 kde &1,&,...,&,—4 s nezdvislé N,(0,X)
rozdelené a podla andél, str.121 platf pre n—q = p, ze P{E je pozitfvne definitné
matica } = 1. Podla Kubécek, Kubéckova, Volaufové, str. 445 je H + E pozitfvne
definitnd matica (H je pozitivne semidefinitng a E je pozitivne definitnd matica).
Preto A = —1 nemdze byt vlastnym ¢islom matice HE™!. ak by totiz —1 bola
vlastnym éislom matice HE™!, tak [HE~'+I| = 0, ale |HE LI = |(H+E)E7!| =
|[H+E||[E~!| # 0. dalej méme, 7e A (# —1) je vlastnym &islom matice HE™! prave
vtedy ak

HE! )\I|_O<:><1+A) HE ! — \I||E| = 0 <

El =0~

<:>(1}M) H—\E| =0 <= [Hs — o5

4:)|H(171+%)71+AE\f04:>|H 25 HAE) =0
— |H+E)(H+E) 'H- 251I))| =0<= |[H+E) 'H- 251/ =0,

Cize prave vtedy ak

A / A
) je vlastné éislo matice (H + E)~'H. Funkcia T je

rastica pre A € (—00,00), preto ak \; je najviicsia vlastnd hodnota matice HE™1,

tak

)\ je najvicsia vlastnd hodnota matice (H + E)~'H. Nasledujtice ekvi-

Valen(ne nam dokazujd, ze A je vlastnd hodnota E~'H prave vtedy ak je vlastnou
hodnotou HE!:

(7.12) [HE ! — AI| =0 < [HE 7 — \E3||E" 2| = 0 <

<= [E}[ETZHE % - \[||[E"%| = 0 <= [E"*|[[E"*HE % — M|[E}| = 0 <=
<~ [ET'H- )| =0.
ak A je vlastnd hodnota matice E"1H (teda prave aj matice HE™1), tak zo (7.12)

je A2 0. Preto 6§ = — najvicsia vlastnd hodnota matice (H + E)~"H musi

1
14+ XM
byt v intervale < 0,1). Ked @ povazujeme za ndhodni premennt (najvicsiu vlastni
hodnotu nahodnej matice (H 4+ E)~'H), tak # ma podla definicie 4.3 0(p,n — q, 9)
rozdelenie. Plati tiez pre a—kriticki hodnotu rozdelenia @, t.j. pre také 6,, ze
P{0 > 0.} =a, ze

P{H£6,}=1—aq,

A
P{H;l :9§9a}:1—a,

P{)\l § (l—l—)\l)@a} =1 — Q,
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P{M(1=0,) S0} =1-q,

(7.13) Piusis-t=1-a

(pretoze A\ = 0, je § €< 0,1)). Vratme sa teraz k (7.9). ak A € RP, A #0
(pevné), tak
a (b'C1(X'X)"I1X'Y A)? A'HA
X = .
bbe;%g ('C1(X'X)~1C b)(A’Y'PYA) A'EA

(pozri (7.10)). Podla (7.5) je zase
A'HA

AE% ATEA
A0
. 0,
kde A1 je najvicsia vlastna hodnota matice E~'H. Podla (7.13) P{\; < T—¢ =
VYo

1 — «. Preto
P{(b’Cl(X’X)‘lx’YA —b/C;BA)? <

0o _
< 5 PCUX'X) I CIbAY'PYA prekazdé A € R” akazdé b RS }

[e3

=1-—aq,

¢ize intervaly spolahlivosti, ktoré stcasne pokryvajui vetky linedrne kombindcie
b’C;BA s pravdepodobnostou 1 — a st

90‘0 b’Cy(X'X)~1C/bA’Y'PYA.

[e3%

b'C;(X'X)'X'YA + \/ .
ak chceme vediet intervaly spolahlivosti pre linedrne kombinécie b’C;BM; A, kde
M, je matica p x 7 s hodnostou h(M) = r, postupujeme tak, ze vytvorime model
(7.2) a v nom postupujeme tplne analogicky ako v tejto kapitole.

Priklad (Lamos, Potocky, str.246). V tabulke st uvedené hmotnost psenice Y; a
hmotnost slamy Z; z i—teho pozemku, i = 1,2,...,7. z;, =1, i = 1,2,...,7 a
To9; znamend mnozstvo hnojiva pouzitého na i—tom pozemku. Za predpokladu,
7e zavislost Y; a Z; od x1; a xo; je linedrna, najdite regresné koeficienty. Potom
testujte hypotézu o tom, ¢i zdvislost je vyznamn4, t.j. overte, ¢i By = 2 = 0.
Hladina vyznamnosti o = 0.05.

pozemok 1 2 3 4 5 6 7
Y 30 35 31 18 28 18 29
A 35 38 30 20 30 22 28
) 15 21 18 9 14 9 12

Riesene. Model je
Yi = Biz1i + Paza

Zi =M1 + V2%2i



