Uvod

Vyhlazovani je statistickd technika pro rekonstrukci redlné funkce na zakladé pozorovanych
nebo naméfenych dat. Cilem vyhlazovéni je nalezeni takového odhadu nezndmé funkce, aby
byly odfiltrovdny ndhodné vykyvy a bylo mozné 1épe poznat strukturu dat. K tomuto tikolu lze
pfistoupit dvéma zphisoby — parametricky a neparametricky:

o Parametrické odhady jsou zaloZeny na pfedpokladu, Ze neznama funkce patii do t¥idy funkci
zavislych na parametrech, a cilem je odhadnout tyto parametry.

o Neparametrické odhady nepfedepisuji datiim ,Prokrustovo loZe” parametrizace, ale necha-
vaji ,hovorit samotna data”.

V tomto ucebnim textu se zaméfime na neparametrické odhady, a to zejména na jadrové od-
hady, které patii mezi efektivni neparametrické odhady. Budeme se zabyvat jaddrovymi odhady
regresni funkce, hustoty, distribu¢ni funkce a také odhadem dvourozmérné hustoty. Vsechny
jadrové odhady zavisi na jadre, které md roli vahové funkce, a na §ifce vyhlazovacitho okna,
ktera ¥idi hladkost odhadu.

Budeme zabyvat nasledujicimi otdzkami:

o Jaké jsou statistické vlastnosti jadrovych odhadti.
e Jaky vliv m4 tvar jaddra na odhad.

o Jaky vliv ma $itka vyhlazovaciho okna na odhad.

e Jak lze tuto $ffku stanovit v praxi.
Volba vhodného vyhlazovacitho parametru je zasadnim problémem ve vSech typech jadrovych
odhadii a tomuto problému budeme vénovat znaénou pozornost.

Prislusny toolbox pro program Matlab je dostupny na adrese:

https://www.math.muni.cz/veda-a-vyzkum/vyvijeny-software/
274-matlab-toolbox.html

V ptiloze (kapitola 6) jsou uvedeny soubory dat pro samostatnou préci studentd. Tyto sou-
bory jiz byly zpracovény v piislusnych kapitolach a studenti si tak mohou ovéfit spravnost svych
vysledkdi.

Definice zdkladnich statistickych pojma a jejich vlastnosti 1ze najit napt. v elektronickych
skriptech Pravdépodobnost a statistika I autort M. Forbelské a J. Kola¢ka (jsou dostupnd na
Elportélu Informaéniho systému ).

Na tomto misté bych rdda podékovala Mgr. Kamile Hasilové, Ph.D., za pomoc pii sazbé to-
hoto textu a za pfispévek ke kapitole 5 a kapitolam o redlnych datech.
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Seznam pouZitého znaceni

h vyhlazovaci parametr

H matice vyhlazovacich parametrti
m(-) regresni funkce

f) hustota pravdépodobnosti

F() distribu¢ni funkce

h odhad vyhlazovactho parametru h

Q)

odhad smérodatné odchylky o
m odhad regresni funkce m
f odhad hustoty f
F odhad distribu¢ni funkce F

—

znadi integral [ fzc, pokud neni uvedeno jinak

K() jadrova funkce (jadro)

V(K) VK:fK2xd:r

Br(K) Be(K) = [2"K(z)da

f*g konvoluce funkci f ag, (f*g) f f®)glx —t)dt

W) integral z jadra, W(z) = [*_  K(t

Cc*[0,1] prostor funkci, které majf spojité derivace az do fadu k v¢etné na intervalu [0, 1]
NW Nadarayovy-Watsonovy odhady

PC Priestleyovy-Chaovy odhady

LL lokéIné linedrni odhady

GM Gasserovy-Miillerovy odhady
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stfedni kvadraticka chyba (mean square error)
stfedni intergdlni kvadratickd chyba (mean integrated square error)

asymptotickd sttedni integralni kvadraticka chyba (asymptotic mean integrated
square error)

asymptoticky tvar integralu rozptylu (asymptotic intergated variance)

asymptoticky tvar integrdlu druhé mocniny vychyleni (asymptotic integrated
square bias)

stfedni primérnd kvadraticka chyba (average mean square error)

metoda ki¥izového ovéfovani
metoda referen¢ni hustoty
metoda maximéalniho vyhlazeni

plug-in metoda



Kapitola 1

Jadrové funkce a jejich vlastnosti

Vystupy z vyukové jednotky

Student

e bude znét zakladni tfidy jadrovych funkci, jejich vlastnosti a metody jejich konstrukce.

1 Zakladni pojmy a definice

V tvodu bylo uvedeno, Ze vSechny jadrové odhady zdvisi na jddrové funkci (jadfe), a proto se
v této kapitole budeme zabyvat jddrovymi funkcemi. Nyni uvedeme definici jadra a jeho vlast-
nosti.

Definice 1.1. Necht v, k jsou nezdporna cela &isla, 0 < v < k, necht K je redlnd funkce s témito
vlastnostmi

1. K spliiuje Lipschitzovu podminku na intervalu [—1,1], §j. |[K(z) — K(y)| < L|z — y| pro
Va,y € [-1,1], L >0,

2. nosi¢(K) = [-1,1], {j. K = 0 vné intervalu [—1, 1],

3. K spliiuje momentové podminky:

SR TN £ 0<j<kj#v,
/;1L K(l)di_{(l)”u! iz (1.1

a j_ll ¥ K (z) dz # 0, tuto hodnotu ozna¢ime B (K).
Takova funkce K se nazyva jddro 7ddu k a tfida vSech téchto funkci se oznacuje Sy .

Priklad 1.1. V tabulce 1.1 jsou uvedeny pfiklady nékolika jader spole¢né s jejich grafy. Pf¥itom
funkce I;_; 1)(2) je indikdtorova funkce intervalu [—1, 1], .

1 proxe[-1,1],
I =
-1.1(2) {0 jinak.

Nyni uvedeme dva typy jader — jddra s minimdlnim rozptylem a optiméalni jadra.



Tabulka 1.1: Jadra

So2
K(.’L’) = %I[,Ll](l‘) K(.I‘) = %(1 — .I‘Q)][,l’l] (.I') K(Z’) = %(1 — 1‘2)2[[,171] (CL‘)
obdélnikové jadro Epane¢nikovo jadro kvartické jadro
513 524
K(x)= =3zl q(z) | K(z) = =2zl —2?) 1 q(z) | K(z) = =21 - 32%)[_1 1)(x)

1.1 Jadra s minimalnim rozptylem

Predpokladejme, ze K € S,;, 0 < v < k—2,v a kjsou obé sudad nebo licha 1 Uvazujme funkcional

V(K) = f_ll K?(x) dz a zabyvejme se problémem najit takové jadro K € S, pro které tento
funkciondl nabyva minimalni hodnoty, tj. feSime varia¢ni tilohu

min V(K) zapfedpokladu K € S,;.
Reseni této tlohy se nazyvaji jddra s minimdlnim rozptylem, coz jsou polynomy stupné k — 2 na
intervalu [—1, 1]. Tyto polynomy jsou sudé funkce pro k sudé a liché funkce pro k liché a maji
k — 2 rtiznych kofenti v intervalu (—1,1). Obecny vztah pro jddra s minimdlnim rozptylem lze

nalézt ve [3].

Pfiklad 1.2. Jadra s minimdInim rozptylem:

S K() = (1= 322)_1(o)

Pozndmka 1.1. Jadra s minimdlnim rozptylem maji skoky v koncovych bodech intervalu [—1, 1],
coZ negativné ovlivituje hladkost vysledného odhadu.

1Obvykle se pouziva pojem parita, tedy v a k maji stejnou paritu.



Tabulka 1.2: Optimalni jddra pro v =0, 1, 2

v=20

k| ok Kopt,o.k

2| 1,7188 | —=3(2% - 1)

4 12,0165 | 13(2? —1)(72% - 3)

6 | 2,0834 | —322(2? — 1)(332* — 3022 + 5)

8 | 2,1021 | 25 (22 — 1)(7152° — 1001z* 4 385z% — 35)
r=1

k| O Koptar =KW

3| 14204 | Lz(2?-1)

51,7656 | —32x(x* —1)(92? — 5)

7| 1,8031 | 2L2a(2? — 1)(1432* — 15422 + 35)
v=2

k| do Koptor = K®

41,3925 | —102(22 —1)(52% — 1)

6 | 1,6964 | 313(2? — 1)(772* — 5822 + 5)

8 | 1,8269 | —330% (22 — 1)(175525 — 2249z* + 72122 — 35)

1.2 Optimadlni jadra

Pii vySetfovani statistickych vlastnosti se setkdvame s nasledujicim funkciondlem

(| s ([ ) )

Br(K) V(K)

ktery lze zkracené psat T(K) = (\Bk(K)|2”+1V(K)(k*”))2/(2k+1). Jadra, pro které tento funk-
ciondl nabyvd minimdlni hodnoty, se nazyvaji optimdlni jidra. Jde o polynomy stupné k, které
maji k — 2 riznych kofent v intervalu (—1, 1) a body —1, 1 jsou rovnéz kofeny téchto polynom.

Priklad 1.3. Optimaln{ jadra:

Sog: Kop@(),g(x) = %(1 — .I'Q)I[_Ll] (.Z')
Slgl Kopt,1,3(x) = %.T(Iz — 1)][_1"1] (I)
5242 Kopt7274(1‘) = *L.ér)(l‘z — 1)(51‘2 — 1)[[,171](1})
Pfehled vybranych optimalnich jader je uveden v tabulce 1.2. Obecny vzorec pro tvar op-
timalnich jader 1ze nalézt napt. v [3].

Jadra Kopi1,x a Kopt,2,1 se pouZivaji pro odhad prvni a druhé derivace hustoty (viz kapi-
tola 3.1) a z toho diivodu pro né zavedeme dodatetné oznaceni K (), respektive K ().



UZite¢ny pti odvozovani statistickych vlastnosti odhadi bude i nasledujici pojem.
Definice 1.2. Projadro K € S, definujeme kanonicky faktor

e (i)

Shrnuti

Funkciondly zavisejici na jadie K

/3,4}():/ 2P K (x) dz V(K):/_lKQ(x) dz

-1

T(K) = (|B(K) [V (E)F) 7T 5, = (;fg((?)) T

Jadra s minimalnim rozptylem minimalizuji funkciondl V (K).

Optimalni jddra minimalizujf funkcional T'(K).

Podrobnéjsi popis jader a vzorcti s nimi souvisejicich 1ze nalézt v toolboxu Matlabu.

Dodatky a cviceni

1. Tvrzeni: Nechf K € S,41 j+1 je jddro s minimalnim rozptylem a Kot 1 € Sy, je optimalni

jadro. Pak plati

Képt,u,k(w) = K(x)v T e [717 1]

Dtikaz viz [3]. Jako ptiklad lze uvést jadro K,pi0,2(z) = %(1 —z%) € Sp2 Kpp02(2) =

Klyg(I) = —%.T S Slg.

2. Nechf K € Sy, v € N, pro § > 0 polozime

i) = k()

Jadra K, Ks nazyvame ekvivalentni. DokaZte: Funkcional T'(K) je invariantni vzhledem

k této transformaci, tj. T'(K) = T'(Ks).

3. Nechf jsou dény funkce f a g, pro které plati [ f?(z)dz < coa [ g*(z)dz < co. Konvoluci

f * g definujeme vztahem
(f * g)(x) = / F(H)g(x — 1) dt.
Vlastnosti konvoluce

o fxg=gx*f,
o fx(gxh)=(f*g)=h,
o fx(g+h)=fxg+ fx*h.

Ukazte, Ze pro jaddrovou funkci K € Sy plati vztah

1 J=0,
/(K*K)(x)mjdm: 0 Jj=1,
2B2(K) j=2.



Kapitola 2

Jadrové odhady regresni funkce

Vystupy z vyukové jednotky

Student
e bude znét zdkladni typy jadrovych odhad regresni funkce a jejich derivaci.
e bude schopen analyzovat statistické vlastnosti odhadt.
e bude mit pfehled o metodach pro volbu vyhlazovactho parametru.

e se sezndmi s automatickou procedurou pro simultdnni volbu vyhlazovaciho parametru,
jadra a jeho radu.

e bude schopen analyzovat dany soubor dat a aplikovat uvedenou proceduru na tento sou-
bor.

e bude schopen pouzit pfislusny toolbox v Matlabu a zkonstruovat odhad regresni funkce.

1 Motivace

Predpokladejme, Ze pro pevné nebo ndhodné hodnoty nezavisle proménné X mame k dispozici
naméiené hodnoty zdvisle proménné Y. Chceme-li tato data analyzovat, musime nalézt vhodny
funkéni vztah mezi témito proménnymi.

Jestlize dvojice bodti (z;,Y;),4 = 1,...,n, zndzornime graficky, pak pouhy pohled na takovy
dvourozmérny bodovy diagram obvykle nesta¢i k tomu, abychom ur¢ili tento funkéni vztah.
Statistickd 1iloha, kterou se budeme zabyvat, spocivi v proloZeni vhodné kiivky témito body tak, aby byly
odfiltroviny ndhodné vikyvy a bylo mozZné lépe poznat strukturu dat. Tuto kiivku nazyvime regresni
kiivkou.

Formalizujme nyni tuto tlohu: UvaZzujme standardni regresni model

Yi=m(z;)+e;, i=1,...,n, (2.1)

kde m je neznama regresni funkce, z;, ¢ = 1,...,n, jsou body planu a ¢;, i = 1,...,n, jsou
chyby méfeni, o nichZ se pfedpokldda, Ze jsou nezavislymi, identicky rozdélenymi ndhodnymi
veli¢inami splfiujicimi podminky

Ee; =0, vare; =02, i=1,...,n. (2.2)

Pozndmka 1.1. Jsou-li body planu uspofddand nendhodnd ¢&isla, mluvime o regresnim modelu
s pevnym planem. V pfipadé, Ze body planu X1, ..., X,, jsou ndhodné veli¢iny se stejnou hus-
totou f, jednd se o regresni model s ndhodnym pldnem (podrobnéji napt. [14]). Budeme se déle
zabyvat modelem s pevnym pldnem.
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Bez Gjmy na obecnosti budeme v dal$im ptedpoklddat, Ze pro body z;, i =1, ..., n, plati
0<z; <22 <--- <2, < 1.

Cilem regresni analyzy je nalézt vhodnou aproximaci m nezndmé funkce m. Tento proces
odhadu regresni funkce se obvykle nazyva vyhlazovini. K tomuto tkolu lze pfistoupit dvéma
zplisoby — parametricky a neparametricky. Pfikladem parametrického odhadu regresni funkce je
regresni pfimka vyjadfujici linearni zdvislost. Naopak u neparametrického pfistupu nepfedpokla-
dame, Ze funkce ma néjaky pfedepsany tvar, pouze pfedpoklddame jistou hladkost odhadované
funkce (tj. dostate¢ny pocet spojitych derivaci).

V prvni poloviné dvacatého stoleti byla vénovdna pozornost zejména parametrickym me-
todam. V poslednich letech vSak zaznamenaly znaény rozvoj neparametrické metody. Tento vyvoj
souvisi s rostoucimi pozadavky na zpracovéani dat, af uz jde o rozsah soubort, rozmanitost téchto
dat apod. Cisté parametricky piistup nevyhovuje vzdy pottebam flexibility a nebyvaly rozmach
vypocetni techniky vytvofil dobré pfedpoklady pro rozvoj neparametrickych metod. I pfes tento
vyvoj si oba zptisoby zachovavaji své vyhody a nijak si nekonkuruji. Nékdy je vhodné uZit ne-
parametrické metody a pak na vysledny odhad pouZzit parametrickou metodu.

Priklad 1.1. Obr. 2.1 ilustruje na simulovanych datech nevhodnost aplikace parametrického pfi-
stupu. V tomto pripadé byla data generovédna podle vztahu
sin4mx;
Vi=o—— ' 4,
“ (1 +cos0,6mz;)? +ei
kdebody z; =i/100,% =1,...,100,achyby¢;, i = 1, ..., 100, maji norméalni rozdéleni N (0; 0,25).
(Data jsou v tabulce 6.1.)

-2t . . . . 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 2.1: Simulovand data (x) s regresni pfimkou (—) a ptvodni funkci (—)

Predpokladejme, Ze hledana kfivka je pfimka a zndmou metodou nejmensich ¢tverctli uréime
rovnici této p¥imky. Obr. 2.1 znazoriuje piesnou funkci, generovand data a vyslednou pifmku.
Je zfejmé, Ze nas predpoklad, Ze hledand funkce je pfimka, nenf spravny.

2 Zéakladni typy neparametrickych odhadu
Pokud jde o historii neparametrickych metod, pfipomerime, Ze v r. 1857 sasky ekonom Engel
analyzoval data tykajici se ndklad na domacnost a pro vyjadieni zavislosti pouZzil schodovi-

tou (fj. po Eastech konstantni funkci), kterou dnes nazyvame regresogram. Regresogram uzivéa
stejné zdkladni myslenky jako histogram pro odhad hustoty. Tato myslenka spocivé v rozdélent

11



mnoziny hodnot proménné X na intervaly Bj, j = 1,...,.J, a za odhad v bodé x € B; se vezme
primér hodnot ¥ na tomto subintervalu, tj.

M=

Y. Yili)(w:)

Mzi

Iig,)(2:)
1

-
Il

kde I, je indikatorova funkce subintervalu B;.

V}’Isjledek aplikace regresogramu na simulovand data piikladu 1.1 je zndzornén na obr. 2.2.
Vidime, Ze tento odhad ,vhodné” vystihuje tvar funkce, ale vysledny odhad je p#ili§ hruby.

o x

-2 ‘ ‘ ‘ ‘ b
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 2.2: Regresogram (—) pro simulovana data (x) z ptikladu 1.1 s ptivodni funkei (—)

Pfirozenym zobecnénim regresogramu je metoda klouzavijch priimérii. Tato metoda pouziva
lokalnich pramért hodnot Y, ale odhad v bodé z je zaloZen na centrovaném okoli bodu z: [z —
h,x + h], h > 0, pfesnéji

> Yilopoin (i)

2.3)

2F x

-2 . . . . 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrézek 2.3: Klouzavy pramér (—) pro simulovana data z pfikladu 1.1
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patii mezi nejjednodussi neparametrické vyhlazovaci metody. Jadrové odhady lze povazovat za
zobecnéni téchto metod.
Pripomernime zde zékladni myslenku vyhlazovani tak, jak ji formuloval R. Eubank v r. 1988:

JestliZe predpokliddme, Ze m je hladkd funkce, pak pozorovini v bodech x; blizko bodu x obsahuji
informace o hodnoté m v bodé x. Bylo by tedy vhodné uZit lokdlnich priimérii dat blizko bodu x,
abychom ziskali odhad m(x).

Obecné 1ze jadrové odhady regresni funkce m v bodé « definovat takto

= Wiz, h)Y;, (2.4)
i=1
kde funkce W;, i = 1,...,n, se nazyvaji vdhy, nezavisi na Y, ale zavisi na kladném cisle h, které

se nazyva vyhlazovaci parametr (nebo také sitka vyhlazovaciho okna). Specidlni, velmi uZzite¢ny
typ W, zéavisi na jadrové funkci K.

Nechf K € So, k je sudé &islo, polozme Kj(-) = +K (5 ). Mezi nejznam&jsi typy jadrovych
odhadi regresni funkce patii:

1. Nadarayovy-Watsonovy odhady (1964)
i K h (a: — l’z)}/z

mw (@, h) = S

Z K;—,,(.Z' — .Z'@)
i=1
2. Priestleyovy-Chaovy odhady (1972)
mpc(z,h) = ZKhl”—ﬂfz i

3. lokélné linearni odhady (Stone 1977, Cleveland 1979)

{52 x,h) — §1(x, h)(z — x;) }Kh x—x;)Y;
(e, h) Z Sa(x, h)So(x, h) — §1(z, h)? ’

kde

n

Z(m —z;) Kp(r —z;), r=0,1,2,

i=1

Sr(x) = %

4. Gasserovy-Miillerovy odhady (1979)

mcM(J%h):ZYi/Kh(JU*t)dt
-1 7

kde so =0, s; = (x; + ®i+1)/2, sn, = 1. Tento odhad je konvolu¢nim typem odhadu.

Umluva. Uvedené jadrové odhady budeme zapisovat ve tvaru
n
(. h) =Y W (@, b)Y,
i=1

kde véhy Wi(A) a A znadi pfislusny typ odhadu NW, PC, LL, GM. V dal$im textu budeme
zkracené psat W;.
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V mnoha aplikacich je uZiteny zejména Nadaraytiv-Watsontiv odhad 7 v . PopiSeme nyni
jeho konstrukci a budeme ilustrovat vliv vyhlazovaciho parametru na kvalitu odhadu. Pro dany
bod xg, h < g < 1 — h, jsou vahy Nadarayova-Watsonova odhadu dény vztahem

n

Kh(mo _CL’Z‘)
DY ; W;(xg,h) = 1.
Zj=1 Kh(il}o — _1;.7-) j; ]( 0 )

Wi (ZL’O, h)

Obrazek 2.4 ilustruje konstrukci odhadu v bodé z, ktery je zalozen na péti pozorovanich (z1, Y1),
..., (z5,Ys) (Cerné kiizky). Parabola reprezentuje Epanetnikovo jadro K, a krouzky zndzoriuji
hodnoty vah W; = Kj,(z¢ — mq)/ Zle Kp(zg — z;) proi = 1,...,5. Vysledny odhad regresni
funkce m v bodé z je oznalen hvézdickou.

15
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x%fhxl x2 x3 x0 x4 x5 x0+h
Obrazek 2.4: Ilustrace Nadarayova-Watsonova odhadu v bodé z,

Jadrovy odhad neni definovén pro > | Kx(z — ;) = 0. Jestlize nastane p¥ipad ,0/0”, pak
klademe myw (z, h) = 0. Omezime se nyni na odhady funkce m v bodech planu z;, i = 1,...,n.

XTi—Ty

Pro malé hodnoty £ je vyraz ‘T‘ > 1 pro x; # x;, a tedy hodnota jddra v téchto bodech je

rovna nule, s vyjimkou bodu z;, v némz dostavame odhad

T/Y\LNw(.fi, h) —

To znamena, Ze pti malé sifce vyhlazovaciho okna (h — 0) odhad reprodukuje data (viz obr. 2.5(a)).

Podobné pro velké hodnoty h je vyraz |~

~ 0, tedy pro vSechny body planu méme

Ti—T,

stejnou hodnotu jadrové funkce K (T) ~ K(0) a dostaneme tak pramér dat

ZlK(OYj K(0) X Y; n
iz

K
j=1

j=1 1
— - \y,
nk(0) n ]Z::l I

)
T/T\L NW (l’i, h) —
(0)
Tedy velka sifka okna (h — o) vede k prehlazeni, a to k priméru dat (viz obr. 2.5(b)).
Na obrazku 2.6 je zndzornén odhad s Epane¢nikovym jaddrem. Tento odhad se nejvice blizi
skute¢né regresni funkci. Pokud jde o volbu vyhlazovacitho parametru, je tfeba si uvédomit, ze
kone¢né rozhodnuti 0 odhadované kiivce je Edstetné subjektivni, nebof i asymptoticky optimalni

odhady obsahuji pomérné znaéné ,mnoZstvi Sumu” a to nechava prostor pro subjektivni posou-
zeni.
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0 02 04 06 08 1 0 0z 04 06 08 1
(a) Podhlazeny odhad, h = 0,02 (b) Piehlazeny odhad, h = 0,4

Obrazek 2.5: Podhlazeny a piehlazeny odhad regresni funkce z pfikladu 1.1

2" x

-1k

-2t . . . . 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrézek 2.6: Optimdlni odhad, & = 0,0816

Pozndmka 2.1. Intervaly spolehlivosti pro hodnotu regresni funkce m v bodé x jsou uZite¢né v mnoha
aplikacich. Bodovy interval spolehlivosti udavé interval, v némz s pravdépodobnosti 1 — « lezi
hodnota funkce m v bodé z. Jsou definovany takto

K)52( K)52(
m(z, h) ful_, m(x, h) +u1_,

kde u; ¢ je (1 — a/2)-kvantil standardntho normalniho rozdéleni a odhad rozptylu v bodé z je
dén vztahem

Wi (w, h) (Y; — i(z, b))%

n
=1

Ukdzka intervalu spolehlivosti pro oo = 0,05 je na obrazku 2.7.

3 Statistické vlastnosti jadrovych odhadt

Kvalitu jddrového odhadu Ize lokalné popsat pomoci sttedni kvadratické chyby (MSE) odhadu
m v bodé z, kterd je obecné dana vztahem

MSE fiv(z, h) = E(fi(z, h) — m(x))’.
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0 0‘.2 0.‘4 O‘.G 018 ;
Obrazek 2.7: Interval spolehlivosti pro data z pfikladu 1.1 pii o = 0,05

Upravime tento vztah

= Em?(z, h) — 2m(z)Em(z, h) + m?(x)
— (Ef(x,h) —m(z))” + E@2(x,h) — (Em(z, b))%, (2.5)

bias? var

coZ znamend, Ze sttedni kvadraticka chyba miize byt vyjddiena jako soulet rozptylu odhadu var m(zx, h)
a &tverce vychyleni bias® m(z, h) (viz obr. 2.8). Tento rozklad rozptyl-vychyleni usnadiiuje analyzu
vlastnosti odhadu.

0 0.2 0.4y 0.6 h 0.8 1
opt

Obrézek 2.8: MSE (—) jako soucet rozptylu (—) a vychyleni (—)

Vsechny uvedené jadrové odhady regresni funkce myw, Mmpc, Mrr, Mau jsou asymptoticky
ekvivalentni (viz napf. [8, 14]). Z tohoto dtivodu budeme dale podrobnéji zabyvat Priestleyovijmi-
Chaovymi odhady, které budeme psét bez uvedeni oznaceni PC, tedy: m(z, h) a W;.

Pfipometime, Ze pro Priestleyovy-Chaovy odhady je vdhova funkce tvaru

Wiz, h) = Kn(z — ;) = %K(x ;x)

Pro dalsi vypocty budeme predpokladat:

(i) Jadrova funkce K je sudou funkci na intervalu [—1, 1], tj. K € Spg,
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(ii) vyhlazovaci parametr h = h(n) je posloupnosti spliiujici h — 0 a nh — oo pron — oo,

(iii) bod z, v némz pocitime odhad, splituje nerovnost h < x < 1 — h pro véechna n > ng, kde
ng je pevné,

(iv) m € C2[0,1],
(V) xi:%,izl,...7n.

Je ziejmé, Ze pro n — oo plati!

Bz, h) = %ZKh(ﬂcfﬂci)m(mi) :/0 %K(x}:t)m(t) dt + O(n~Y). 2.6)

Symbolika O a o viz pfiloha 1. Nechf u = ”T’t, odtud d¢t = —hdu a tedy s vyuzitim Taylorova
rozvoje
z/h
Bz, h) = / K (w)m(@ — hu) du+ O(n)
—(1-z)/h

u?h?

o/h
= / K(u) [m(w) — uhm/(x) + m”(as)} du +o(h?) +O0(n™1). (2.7)

—(1-z)/h
Podle vyse uvedenych pfedpokladti plati h < « < 1 — h, tedy /h — coa —(1 — x)/h — —o0 pro
h — 0. Odtud, s vyuzitim faktu, Ze nosi¢em funkce K je interval [—1, 1], plyne

Em(z,h) = m(z) 1 K (u) du—hm/(z) 1 uK (u) du—l—hjm”(x) 1 uw? K (u) du+o(h?)+0(n™t).
1 2

—1 -1
Celkem dostaneme
2
Em(z,h) = m(z) + %BQ(K)m”(m) +o(h?) +0(n™h)

~m(x)+ %62(K)m”(x).

Podobné pro rozptyl plati
var ii(z, h) = E(m(x, h) — Em(z, b))’

n n 2
= E(% z_; Kp(z —z;)Y; — % z_; K (x - mi)m(mi)>

_ nlE(zzj K (x — 2)(Yi - m(xm)z

z vlastnosti (2.2) plyne EK,(x;)Kp(xj)e;e; = 0 pro i # j, tedy

2
i=1
o2 & T —x; o? 1 z—1
- - K2 vy — 2 7K2 -1 )
n2h? 2 (%) =m (/0 B () e o ))
Opét s vyuzitim substituce v = % a vztahu O(n™!) = o((nh)~') miizZeme pro n — oo psit
i 1 i 1 o
7 -2 | K H-2 [ g Ha Zy(K).
var (e, h) = 2 /_1 () du+ of (nh) ) = & /_1 () du+ o (nh) ™) = ©V(K)

Timto jsme dokazali nasledujici vétu o tvaru stfedni kvadratické chyby.

Hednd se o piiblizny vypotet integralu — viz Dodatek na str. 27
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Véta 3.1. Nechf jsou splnény predpoklady (i) — (iii), pak stFedni kvadratickd chyba nabyod tvaru

MSE 7 (z, h) = U—;V(K) + h"‘ﬁ%(K)i (m" (z))* +o(h* + (nh)™1). (2.8)
2e
var bias?

Chyba MSE dava pouze lokdlni pohled na chybu odhadu, proto se Castéji pouziva globalni
tvar chyby — AMISE — asymptoticka stfedni intergdlni kvadratickd chyba. AMISE je soucasti
stfedni integradlni kvadratické chyby (MISE) a vztah mezi chybami MSE, MISE a AMISE je
nésledujici

MISE(h) = / 1 MSE(z, k) dz = AMISE(h) + o(h* + (nh)™1).
0

AMISE je tvaru

0.2

AMISE(h) = AMISE (-, h) = —-V/(K) + %453(K)V(m“)7 (2.9)

AIV AISB

kde V(m") = ful (m”(z)) ®dz a ATV znad asymptoticky tvar rozptylu (asymptotic integrated va-
riance) a AISB asymptoticky tvar druhé mocniny vychyleni (asymptotic integrated square bias).

Nasim cilem je minimalizovat AMISE(h), tzn. najit takovou hodnotu vyhlazovaciho para-
metru h, pro kterou AMISE nabyva miniméalni hodnoty, a tedy odhad bude nejlepsi ve smyslu
AMISE. Uzijeme metody matematické analyzy a spocitame derivaci

dAMISE(h)  o®V(K) | 3.9 "
0= o TBE)V ("),

polozime ji rovnu nule a vyjadiime h

a*V(K)

5 —
hopt,0,2 = W (2.10)

Pozndmka 3.1. Tento vypocet vede k nalezeni minima AMISE, protoZe plati

d?AMISE =0
dh?

Pozndmka 3.2. Jestlize jadro K nélezi do tiidy Sox, pak AMISE je tvaru

o? 1
AMISE(h) = —V(K) + )2

— W2 BRIV (), (211)

a pro optimdlni vyhlazovaci parametr h plati

o1 O VI(K)(kY)?
opt,0,k anﬂg(K)V(m(k))v (212)

kde V(m®) = fol (m*) (ac))2 dz, podrobnéji napt. [7].

Nyni uvedeme dilleZité lemma, které ukazuje zajimavou vlastnost vyhlazovaciho parametru.

Lemma 3.1. Pro hopt o, plati
AIV(}Loptyoyk) = 2]{3 AISB(}Lopt,O,k)-

Diikaz. Viz cviéeni. O
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Vztah (2.12) pro optimalni sitku vyhlazovaciho okna ukazuje, Ze ¥ad konvergence optimalni
sitky vyhlazovactho okna hgp 0,2 zdvisi na fadu jadra k, tedy pro k = 2 je O(n~'/%). Rov-
nice (2.12) ma pouze teoreticky charakter, protoZe hodnota h,p; o.2 zavisi na nezndmych veli¢inach
o? am’(x), atedy neni uZitetnd pro praktické tcely. Na druhou stranu umozn{ vyjadfit asympto-
tickou rychlost konvergence AMISE(h). Dosadime-li (2.10) do vztahu (2.9) pro AMISE, dosta-
neme

AMISE (hopt02) = Z(U2V(K))4/ S (B2E)V (m")) P, (2.13)

Lze ukazat (viz cvi¢eni), Ze pro jadra K € Sy je AMISE(h) = O (n*%) To znamena,
Ze s rostoucim k se zvysuje asymptoticka rychlost konvergence. Ale neni zcela jasné, zda tato
zvySena rychlost konvergence vede jiZz k zlepSeni pro konetné rozsahy vybérii, nebof ostatni
veli¢iny se rovnéz méni s k. O téchto problémech pojedndme podrobnéji v dalsim odstavci.
Nevyhodou jader vyssich fadii je fakt, Ze pro tato jadra je optimalni §ifka okna vétsi, coz mtize mit
negativni dopad na hrani¢ni efekty. Na druhé strané, chovani jadrovych odhadt s jadry vyssich
je plossi.
Pozndmka 3.3. Vysetfovéani kvality odhadu obvykle probihd za pfedpokladu, Ze pracujeme s vniti-
nimi body intervalu [0,1]. V hrani¢nich oblastech, j. v intervalech [0, ) U (1 — h, 1], je kvalita
odhadu ovlivnéna negativné skutecnosti, Ze jadro K zde nespliiuje momentové podminky (1.1).
To je zptisobeno tim, Ze blizko krajnich bodt nosi¢ jddra K zasahuje do oblasti, kde nejsou Zzadna
data, coz zhorsuje odhad — viz obr. 2.9. Hrani¢ni efekty jsou také patrné na obrazcich 2.6 a 2.12,
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x0-h 0 x0 x0+h

Obrézek 2.9: Hrani¢ni efekt

zejména u pravého okraje intervalu. Problém okrajovych efektd l1ze pfekonat napf. pouzitim
hrani¢nich jader (viz [9]) nebo reflexni metodou (viz [3]).

4 Volba jadra

Volba jadra neni z asymptotického hlediska podstatnd, jak je zfejmé z faktu (2.13). Je vhodné zvo-
lit optim4ln{ jadro, které minimalizuje fukciondl T'(K), nebof tato jadra jsou spojitd na R a od-
hadovana regresni funkce tak ,zdédi” hladkost jadra. Vhodna jsou jadra tfidy So2 a Sos, 1ze je
vybrat z tabulek pro Soy.

5 Volba vyhlazovaciho parametru

5.1 Metoda kifiZového ovéfovani

Jednou z nejrozsifenéjsich a nejpouzivanéjsich metod pro uréeni optimdlni hodnoty parametru
h je metoda kiiZového ovéfovani (cross-validation method). Tato metoda je zaloZena na odhadu
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regresni funkce (2.4), v némz vynechdme i-té pozorovani:
n
Mi(zi,h) =Y Wiz, h)Ye, i=1,...,n.
=1
Ui

Yoy

Funkce kiiZového ovéfovani je definovana takto

3\>—‘

i @i h) Vi) (2.14)

a odhadem optimélni hodnoty vyhlazovaciho parametru je bod, v némZ nastdva minimum této
funkce, tj.
h , = hcey = arg min CV(h).
opt,0,k cv rg e (h)

P¥i praktickych tlohach hleddme minimum na intervalu H,, = [agn =1/ (2F+1) b, n=1/(2k+1)] bjehoy
tvar plyne ze vztahu (2.12), pficemz as, by jsou konstanty (0 < a < by < 00), které ovsem
nezndme. A proto pro ekvidistantni body planu byl na zdkladé zkuSenosti doporucen interval

[£,2].
Pozndmka 5.1. Nékdy se misto chyby MISE pouZivé priimérna stfedni kvadratickd chyba AMSE
(average mean square error)

AMSE(h) = —EZ (@i, h) = m(z;))”
Vyuziva se zejména v pfipadech, kdy je nevyhovujici pouZzit numerické integrovani souvisejici
s chybou MISE.

Véta 5.1. Pro stiedni hodnotu funkce CV (h) plati

ECV(h ffEZ (i, h) —m(z;))” +02.

AMSE

vy

Diikaz. Funkci kifZzového ovéfovani 1ze rozepsat

n

cv(h) = 1 (il h) = m(a) = (Y = m(a))°

n

,Z .Z'“ m(ml))z —Q%Z(ﬁzﬂ(x“h) —m(ml))ez—&-%Ze?

i=1 i=1

n

l Z i(zi b m(aci))2 - %Zsl (Z We(zi, h)Ye — m(xl)) + iZef

=1

s
Il

=
&
,_.

Stfedni hodnota E CV(h) je rovna souttu tif hodnot. Pfedpoklddejme, ze m_;(z;, h) ~ m(z;, h),
pak prvni ze s¢itancti je roven pfimo AMSE(h):

7EZ (@i, h m(;zri))2 = AMSE(h).
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Dale vime, Ze Y, = m(xz() + ¢, tedy miZeme psat:

n

—%EZE (Zszl, Yo —m(x:))

i=1

F;éz
2 n
ﬁE 716 (Z Wiz, h)(m(ze 4 €0) — («771))
= Z;éz
2 n n n n
:_EE ZZEZWZ(%’ m(xe) + Z&We x;, h)ep — ZEZ m(x;)
i=1£=1 i=1 =1
L#i 0#1
2 n n n n
=== D0 Walas, hym(y) Eei—l—ZZW(x“h)Egzge_Zm w0 ey
LFi L1
=0,

Stejné jako pro druhy séitanec, i pro tietf s¢itanec vyuZijeme vlastnosti (2.2):

1 n
~E 2 = g2,
- ;5 o
O

Tento vysledek znamend, Ze minimalizace E CV(h) odpovidd minimalizaci AMSE. Jestlize
tedy pfedpokldddame, Ze minimum CV (%) je blizko minima E CV(h), pak tato minimalizace ddva
dobrou volbu vyhlazovaciho parametru — viz ilustrace na obr. 2.10.

vy

Obrazek 2.10: Porovnani minima AMSE (¢ervenou) a minima funkce k¥iZového ovéfovani CV
(modrou) pro simulovand data

Pfiklad 5.1. PouZijeme metodu kifZového ovéfovéni pro nalezeni vyhlazovacitho parametru pro
data z ptikladu 1.1. Pfi pouZiti Epane¢nikova jadra ziskdme vyhlazovaci parametr Acy = 0,1158.
Na obrazku 2.11 je zobrazen odhad regresni funkce s timto parametrem.

Kromé metody kiiZového ovétovani se také pro odhad optimélniho vyhlazovactho parametru
pouZzivaji metody zaloZené na ASE (average square error), metody plug-in, metody odvozené
z Fourierovy transformace a bootstrapové metody (podrobnéji napft. [3, 6]).
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Obréazek 2.11: Simulovand data (x) s jadrovym odhadem regresni funkce (hcy = 0,1158) (—)
a pavodni funkcf (—)

6 Automaticka procedura

Z diive uvedenych odhadt chyb je zfejmé, Ze kvalita jadrového odhadu zavisi na Sifce okna
h, na jadfe K a na fadu jadra k, coZ je Cislo, které odpovidd pfedpoklddanému poctu derivaci
v odhadovaném modelu. Je ziejmé, Ze vsechny tyto tfi veli¢iny se vzdjemné ovliviiuji, a proto je
tfeba zabyvat se jejich volbou soucasné.

Pro simultdnni volbu jadra, optiméIniho vyhlazovaciho parametru a ¥ddu jadra byla navrZena
automatickd procedura (viz [3]), kterd odhadne vSechny parametry tak, aby byla minimalizovdna
AMISE. Procedura byla ptivodné odvozena pro odhad hustoty pravdépodobnosti ([4]), ale 1ze ji
aplikovat i pro odhad regresni funkce. Uvedeme zde jeji zjednodusenou verzi.

Podle pozndmky 3.2 je zndmo, Ze AMISE a hp 0,1 jsou tvaru

o2 1
AMISE(h) = %V(K) + )2

252k+1 (k')2
2k 52 (k) 2k+1 _ 9 O  \F)"
R=E B (K)V (m™), hopto.k = 2knV (mk)

Ze vztahu pro hopt o 1 Vypocteme V(m(k)) a dosadime do vztahu pro AMISE, pouzijeme vztahy

_ (V(E) \ ez _ k T _ 52k g2
o= (52x)) T(K) = (Bu(K)VH(K)) T(K) = 63} B(K)
dostaneme vyjddfeni AMISE

02(2k+1)50k

AMISE(hopt.0.) = =5 ==
opt,V,

T(K),
ve kterém jsou parametry K, h a k separovany, coZ umoznuje vybrat tyto parametry simultanné,

Pravé tento vztah je zakladem automatické procedury. Ozna¢me

(2]4) + 1)50k
L(k) = ————T(K).
( ) anhnmo’k ( )

a mnozinu vhodnych fad £ ozna¢me

I(ko) = {2j,j:07..., [%”

kde [#] znadi celou &ést &isla z. Procedura pak probihd v péti krocich:
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Krok 1 Pro k € I(ko) najdéte optimalni jadro Kop: 0.5 € Sox, které je dano tabulkou 1.2 a vypoctéte
kanonicky faktor doy.

Krok 2 Pro k € I(ko) a Kopt.0.1 € Sox najdéte optimalni vyhlazovaci parametr Agp; o -

Krok 3 Pro k € I(ko) vypoltéte hodnotu vybérového kriteria L(k) s vyuZitim hodnot ziskanych
v krocich 1 a 2.

Krok 4 Vypottéte optimélni hodnotu ¥adu k, které minimalizuje funkcionél L(k).

Krok 5 Pouzijte parametry z pfedchozich krokt k ziskani optimélniho jadrového odhadu regresni
funkce, tj.

n

1/7\1(167 hopt,O,l%) = Z W‘(x’ ilopt,o,l;)yvi’

i=1
Piiklad 6.1. Aplikace procedury na data z pfikladu 1.1. Maximalni fad jddra zvolme kg = 8, tedy
mnoZina moznych ¥adt jader je I(8) = {0, 2,4, 6, 8}. Pro tyto fady spocitejme hodnoty z krok 1-
3, v kroku 2 jsme pouzili metodu kiiZového ovéfovani pro nalezeni optiméalniho vyhlazovaciho
parametru ilopt,o,k~

ko Koptok Sor: h L(k)

2 —3(2%*-1) 1,7188 10,1158 0,0648
4 $B(z?—1)(72? - 3) 2,0165 10,2446 0,0575
6 —1%(22 —1)(332% — 3022 + 5) 2,0834 0,3575 0,0574
8  25(2% —1)(7152% — 1001z + 38522 — 35)  2,1021 0,4543 0,0592

Z tabulky vidime, Ze optimélni ¥4d jadra je k = 6. Vysledny odhad je uveden na obréazku 2.12.

2 x

-2t s s s s
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obréazek 2.12: Simulovand data (x) s jddrovym odhadem regresni funkce pfi pouZiti procedury
(—) a skute¢nou funkci (—) spole¢né s 95% intervalem spolehlivosti
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7 Aplikace na redlna data

Prvni datovy soubor obsahuje méfeni tirovné hladiny vody v Huronském jezefe. Méfeni byla
provéadéna rocné, v letech 1875 az 1972, tedy nameéfené hodnoty jsou ekvidistantni. Data jsou
shrnuta v tabulce 6.5 a na obrdzku 2.13.

Vyhlazovaci parametry jsme odhadli pomoci metody kifiZového ovéfovéni (za pouziti Epa-
necnikova jadra) a také pomoci automatické procedury. Hodnoty vyhlazovacich parametrti jsou
nasledujici:

hCV = 070204 (Kopt,O,Z)a hproc = 071525 (Kopt,0,12)-

Yoy

Vysledné odhady na obrdzku 2.14 ukazuji, Ze metoda kiiZového ovéfovani spise podhlazuje.
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Obrazek 2.13: Uroveti hladiny Huronského jezera
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Obréazek 2.14: Odhadnuté regresni funkce — na ose z jsou roky a na ose y je hladina vody ve
stopach (sniZend o 570 stop — viz pozndmka u dat)
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Druhym datovym souborem jsou méfeni axidlni délky krystalti ledu. Méfeni byla provadéna
v mistnosti s konstantni teplotou —5°C v ¢asovych intervalech 50 az 180 vtefin po pfineseni
krystalu do mistnosti. V tomto piipadé nejde o ekvidistantni data, protoZe hodnoty se lisi o pét
¢i deset vtefin. Data jsou v tabulce 6.6 a na obrazku 2.15.

Odhady vyhlazovacich parametrt podle metody kiiZového ovéfovani a pomoci automatické
procedury:

hev =0,1865  (Kopt,0,2), (Kopt,0,10)-

Vysledné odhady regresni funkce jsou na obrazku 2.16. Je vidét, Ze CV metoda dava spi$ pod-
hlazeny odhad. Na druhou stranu, odhad pomoci procedury se mtize zdat jiz pfehlazeny.

hproc = 0,8826
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Obréazek 2.15
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Obrazek 2.16: Odhadnuté regresni funkce — na ose « je vynesen cas ve vtefindch a na ose y délka

krystalu v mikrometrech

25



Shrnuti

Odhad regresni funkce m(x) v bodé z je tvaru

Mz, h) = Wiz, h)Y;.
=1

W; zavisina K a h.

Vychyleni (bias) a rozptyl (var) odhadu s jadrem ¥adu 2 jsou

2 2

bias f(z, h) ~ %BQ(K)m”(x), var iz, h) ~ %V(K).

Asymptoticka stfedni kvadratickd chyba jaddrového odhadu regresni funkce s jadrem fadu 2

je

0.2

AMISE(h) = %V(K) + ih“ﬁ%(K}V(m”).

Optimalni vyhlazovaci parametr vzhledem k AMISE pro k = 2 je tvaru

h5 _ U2V(K)
AMISE — nﬂg (K)V(m//)

s fddem konvergence n~ /5.

Metoda kiizového ovéfovani pro odhad optiméIniho vyhlazovaciho parametru

CV(h) = %Z(ﬁz_i(mi,h) “¥)? = hey = argminCV(h).
i=1

Automaticka procedura pro simultdnni volbu optimélniho jadra, jeho fddu a vyhlazovaciho
parametru je dostupna v toolboxu Matlabu.

Dodatky a cviceni

1. Pro odhady myw,mrr, gy dokazte, Ze ,mnoZstvi” vyhlazeni pomoci jadra K s vy-
hlazovacim parametrem £ je stejné, jako ,mnoZstvi” vyhlazeni jddrem K5 s parametrem
h* =h/o, 1.

m(z, h, K) =m(xz,h", Ks).

2. Dokazte vztah pro stfedni hodnotu odhadu (2.6).
3. Dokazte vztah (2.13) pro obecné k, tj. Ze plati
1/(2k+1) 2k + 1

2k *
T

(Qk) 2k+1

2k /(2k+1)
AMISE(hopr o) = 0”2/ (02V () ) (

BE(K) (1) ~2V (m™))

Ndvod: Pfedpoklddejme, Ze funkce m je spojita a ma spojité derivace az do fadu k vcetné, tj.
m € C¥0, 1]. Uzitim Taylorova (az do ¥ddu k) rozvoje upravime vztah pro sttedni hodnotu
odhadu podobné jako ve vztahu (2.7). UZijte pozndmky 3.2.

4. Dokazte vztah z lemmatu 3.1.
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v e o V() /D .
5. Dokazte, ze pfispévek jadra Ks,,, dor = ( 5 K)) , K € Soi, k obéma ¢astem chyby
k

AMISE je stejny, tj. plati rovnost
ok o 2
K3 (t)dt = / " Ky, (1) dt |

—d0k —0ok

6. Aplikujte metodu kiiZzového ovéfovani a automatickou proceduru na simulovana i redlna

data.

Dodatek

Vypodet integrélu, t; = £, i

/01 (_;(t) at
= ;[ G(t)dt

s vyuZzitim Taylorova rozvoje funkce G(t)

=1,...,n,

= i / T (Glti) + (= )G (i) + o(1))

0Vt
-1 n—1 tit1
Gltiyr)(tipr —ti)+ Y / (t —tiy1)G (tit1) dt +o(1)

Il
3 .
Il

I
=
|

i

- ZG(M) + i@ MC’W(QH) +o(1)
= % > Gt + # z_: G'(tit1) +o(1).
i=0

Za predpokladu |G’ (t;41)] < M, pak plati
1 1 n
/ Gt dt = 3" Glt) + O,
0 i=1
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