Kapitola 5

Jadrové odhady dvourozmérnych
hustot

Vystupy z vyukové jednotky

Student
e bude znét soucinova a sférickd dvourozmérna jaddra pro odhady dvourozmérnych hustot.

e porozumi principu vyhlazovani dvourozmérnych hustot.

e pochopi nejjednodussi metody pro volbu prvkii diagondlni vyhlazovaci matice.
e zvladne pouziti prislusného toolboxu v Matlabu pro simula¢ni studii i pro zpracovani
redlnych dat.

1 Motivace

V této kapitole se budeme zabyvat rozsifenim jadrovych odhadt pro jednorozmérné hustoty na
odhad vicerozmérnych hustot. OvSem ve vicerozmérném pripadé nevystacime s jednim vyhla-
zovacim parametrem, ale je tfeba specifikovat matici vyhlazovacich parametrti. Tato matice fidi
jak hladkost, tak i orientaci vicerozmérného vyhlazeni. Budeme se zabyvat jddrovym odhadem,

ktery je pfimym rozsifenim jednorozmérného odhadu (3.1) v kapitole 3| a zaméfime se zejména
na odhad dvourozmérné hustoty.
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Obrézek 5.1: Nahodny vybér a jeho jadrovy odhad

60



Pozndmka 1.1. Jddrové odhady dvourozmérnych hustot se obvykle zndzornuji pomoci vrstevnic,
které umoziiuji snazsi nahled na odhadnutou funkci.

2 Zékladni typy odhadt

Podobné jako u odhadti hustoty miiZeme pouZit histogram, ale ten ma zminéné nevyhody — jde
o schodovitou funkci a je citlivy na volbu poctu a $itky t¥idicich obdélnikii — viz obrazek[5.2]

Priklad 2.1. Méjme dan datovy soubor o velikosti n = 100 generovany ze smési tf{ normélnich
hustofl] N (0,-1;1/3,1/3,0), N(0,2;1,1,0) a N(0,4;1/3,1/3,0)
13 _§(£z+(y+1)2) 11 _;(12+(y_2)2) 13 _g(x2+(y_4)2)
- - 2 \f R 2\T - 2
Ioy) =557 ¢ MEPT 327 ¢
(Data jsou v tabulce[6.4}) Z obrazku[5.2]je patrné, Ze histogram nepostihuje charakteristické rysy
hustoty pravdépodobnosti dat.

2 2 T2 2

(a) 7 x 7 obdélnikt (b) 5 x 10 obdélnikt

Obrazek 5.2: Histogramy s rliznymi pocty tfidicich obdéIniki

Predpoklddejme, ze mdme k dispozici ndhodny vybér ([X1,Y1],...,[X,,Y,]) z dvourozmér-
ného spojitého rozdéleni s hustotou f(z,y). Jaidrovy odhad hustoty f v bodé [z,y] € R? je defi-
novany vztahem

n

o) = 030 Kl = Xy = %)= L SR (E @ Xy —3)7) 6

i=1

pficemZ H je matice vyhlazovacich parametr(i a K je dvourozmérné jadro.
Jadro K je dvourozmérna funkce, kterou mtizeme ziskat pomoci jednorozmérného symet-
rického jadra K; (K1 € Sp2). Existuji dva typy téchto jader:

e soucinové jadro K¥ (x,y) = K1 (z) - K1 (y),
o sféricky symetrické jadro K5 (z,y) = c;, ' K1 (v/22 + 42), e, = [ K1(v/22 + 2) dz dy.

Pfiklad 2.2. Epanetnikovo jadro, které je v jednorozmérném ptipadé tvaru K (z) = 3(1—2%)I|_1 q1(z),
ma ndsledujici dvourozmérné varianty

9

KP(w,y) = s(1=2")(1—y") pro —l1<ay<l,
2

Ks(x,y):—(l—:cQ—yQ) pro z? +y? < 1.
T

Na obréazku[5.3]jsou zobrazeny vrstevnice téchto jader.

1Pouzivame zde zkraceny zépis pro dvourozmérnou hustotu normélniho rozdélent, a to N (yu1, p2; a%, 0'%, 0)
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Obrazek 5.3: Soutinové (vlevo) a sféricky symetrické (vpravo) dvourozmérné Epaneénikovo
jadro

Podivejme se blize na matici H. Jde o matici vyhlazovacich parametrti, které fidi hladkost
vysledného odhadu. Navic také udavaji orientaci odhadnuté hustoty. RozliSujeme tfi zdkladni
tfidy vyhlazovacich matic:

o tfida S, kterd obsahuje matice s jedinym vyhlazovacim parametrem,
o tfida D, ktera zahrnuje diagondlni matice,
o tfida F, ktera obsahuje tzv. pIné matice.

Rozdily mezi jednotlivymi maticemi jsou patrné z tabulky kde jsou zobrazeny vrstevnice
soucinového Epanecnikova jaddra v zavislosti na tfidé matic.

Tabulka 5.1: T¥idy vyhlazovacich matic
S D F
Kz 0 h? 0 hi  hio
0 h 0 h3 hia  h3

Budeme se zabyvat jadrovymi odhady s diagondalni vyhlazovaci matici. Jadrovy odhad s ma-
tici tfidy S davé ve vSech smérech stejnou miru vyhlazeni, coZ neponechédva pfili§ mnoho pro-
storu pro zachyceni variabilty dat. Na druhou stranu pfi pouZiti matice tiidy F je potieba od-
hadnout vétsi pocet parametrti, coz znamena vyssi vypocetni narocnost.

Konstrukce jadrového odhadu je analogickd konstrukci jednorozmérného odhadu. Tedy v kaz-
dém bodé [X;,Y;] sestrojime jadro Ky a odhad v bodé [z, y] je pramér n hodnot jader v tomto

bodé — viz obrazek 5.4

3 Statistické vlastnosti jadrovych odhadt hustoty
Stejné jako u jadrovych odhadti jednorozmérnych hustot mtizeme kvalitu jaddrového odhadu hus-
toty popsat lokdlné pomoci sttedni kvadratické chyby:

MSEf(x,y;H) = %((KIQ-I * f)(xay) - (KH * f)Q(xvy)) + ((KH * f)(m,y) - f(may))Qv

var bias
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Obrézek 5.4: Konstrukce jadrového odhadu hustoty

nebo globalné pomoci stfedni integralni kvadratické chyby
MISE f(z,y; H) = / MSE f(x,y; H) dz dy.

Pozndmka 3.1. Podobné jako v jednorozmérném piipadeé se definuje konvoluce funkci dvou pro-
ménnych. Nechf jsou dany funkce f a g, pro které plati [[ f?(z,y)dzdy < coa [[ g*(z,y)dzdy <
oo. Konvoluci f * g definujeme vztahem

(f*xg)(z,y) = //jo ft,u)g(x —t,y — u) dt du.

Optimélni vyhlazovaci matice minimalizuje MISE. Je zfejmé, Ze tyto optimalni hodnoty vy-
hlazovacich parametr neni mozné z MISE pfimo vyjadfit. Stejné jako u odhadu jednorozmeérnych
hustot se budeme zabyvat asymptotickou stfedni integralni kvadratickou chybou AMISE.

Véta 3.1. Predpoklidejme, Ze funkce f, jadro K a matice vyhlazovacich pammetrlﬂ H = diag(h?, h3)
spliiuji nasledujict predpoklady.

(i) Nechf H = H,, je posloupnost matic takovych, Ze (n|H|)~! a proky matice H konverguji k nule pro
n — oo.

(ii) Dile necht vSechny druhé parcidlni derivace funkce f jsou ohranifené, spojité a integrovatelné se
Ctvercem.

(iii) Jadro K spliiuje

//xK(x,y)dxdy://yK(x,y)dxdy:O
//sz(x,y)d:cdy://y2K(x,y) dzdy = B2(K).

MISE(H) = AMISE(H) + o(h{ + h3) + o((h1han) "),

Pak plati

kde

_ V(K)
- nhlhg

AMISE(H) = AMISE f(-, H) + iﬁ%(K) (W{V (fax) + 20303V (f2 ) + D3V (£y). (5:2)

pFicemz oznaceni je ve shodé s pFedchozimi kapitolami, tj. V (g) = [[ ¢*(x,y) dz dy.

R 0
2Uzivéame zde zkréceného zépisu: diag(h1, ha) = ( 1 2)
0 h3
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Dtikaz véty o tvaru AMISE je zaloZen na Tayloroveé rozvoji funkce f(xz,y) a 1ze jej nalézt napf.
v knize [14].

Hodnoty parametrii hy, ha, pro které AMISE(h;, he) nabyva minimdlni hodnoty, jsou dany
vztahy:

1/6
h1 opt = ( V3/4(fyy)V(K) ) ) (53)
=\ ABEVA L) [V(Fefo) + Vo)V Foy)
VEA(f, )V (K) e
hgyopt = T . (5.4)
(nﬁé(K)V:”/“(fyy)[V(fmfy) VTV )

Z té&chto vztahd plyne, Ze mnozina p¥ipustnych vyhlazovacich parametri je tvaru a;n=1/¢ <
hi < byn= 16, aon=1/6 < hy < byn—1/6 pro vhodné konstanty 0 < a; < by < 00,0 < ag < by < oo.

4 Volba jadra

Podobné jako u odhadu jednorozmérné hustoty neni volba jadra podstatnd. Je vhodné zvolit
soucinovy tvar optimélniho jadra. Tim zajistime jistou hladkost vysledného odhadu a navic
vypocty s vyuZzitim soucinovych jader jsou jednodussi.

Pozndmka 4.1. V literatufe se také vyuziva Gaussovo jadro K (z,y) = (2r) ! e~ (" +v")/2, které se
zda byt vyhodnéjsim pfi studiu asymptotickych vlastnosti jddrového odhadu. Na druhou stranu
ma nevyhodu, Ze jeho nosi¢em je celd redlnd osa, coZ zptsobuje ,nedokonalost” p¥i odhadech
hustot s omezenym defini¢nim oborem.

5 Volba vyhlazovaciho parametru

5.1 Metoda referen¢ni hustoty

Pfedpokladejme, Ze ndhodny vybér ([ X1, Y1), ..., [Xn, Y,]) pochédzi z norméalniho rozdéleni s hus-
totou
1 _w? w2
f(x,y) — e 207 203

2mo 1092
ajadro K je dvourozmérnou standardizovanou normalni hustotou, tj.
€T = —e 2z
(@,y) = o

Pak podle metody referen¢ni hustoty 1ze ziskat tyto odhady vyhlazovacich parametrti

_y
2

hirer = om V8 i=1,2.
Tento vztah je také zndm jako Scottovo pravidlo ([11]).

Piiklad 5.1. Pro simulovand data z ptikladu 2.1 vychazi matice vyhlazovacich parametrti podle
metody referen¢ni hustoty s vyuZzitim souc¢inového Epane¢nikova jadra takto:

03595 0
Hger = .
0 09972

Na obrazku 5.5 je vykreslen odhad hustoty s touto matici a porovnani odhadu se skute¢nou
hustotou.

Pozndmka 5.1. 'V toolboxu, ktery dopliiuje tato skripta, se uvadi druhd mocnina matice vyhlazo-
vacich parametrti, tedy H?.

Z obrazku je patrné, Ze jadrovy odhad je podhlazeny, zejména ve sméru osy z. Je to
zpusobeno odhadem smérodatné odchylky, ktera je zdkladem metody referen¢ni hustoty.
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6 6 : 6 6
x * ,’:‘x x
4 4 ’,‘Qi‘nx & 4
x o X ,1.?‘
X % x
P . ,‘}! ’; :
2 2t X oxx oL 2
x x % x
0 0 - 0
x e %
XS ow X
x % 1
-2 -2t x * 1 -2
2 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0 2
(a) Skute¢na hustota (b) Data (c) Odhad s Hrgr (d) Porovnéni odhadu (—)

se skute¢nou hustotou (—)

Obrézek 5.5: Jadrovy odhad dvourozmeérné hustoty — referen¢ni hustota

5.2 Metoda kiiZzového ovéfovani

Metoda kiiZového ovéfovani je zaloZena na odhadu hustoty v bodé [X;, Y] s vynechdnim tohoto
pozorovéani. Funkci metody kiiZového ovéfovani CV mhiZeme zapsat ve tvaru

CV(H) = //(f(x,y, H))” dody — % S Fi(X, i H).
=1

kde

n

1
— ZKH(XZ' - X;,Y; - Y))
=1
i
Nékdy se metoda CV nazyva nevychylend metoda kifZového ovéfovani (unbiased cross-
validation), dvodem je jednoduchy vztah mezi CV a MISE, ktery uvadi nasledujici véta.

foi(Xi, Y, H) =

Véta 5.1. Funkce CV je nevychylenym odhadem MISE, tj. plati
ECV(H) = MISE(H) — / / f2(z,y) dz dy.
Diikaz. Vypoctéme stfedni hodnotu CV:
poviE) =8 [[ Py masay - 23 Ef 06
i=1
= E// fA(z,y, H)dedy — 2BKu(X1 — X2, Y1 — Ya)

:E//fQ(x,y,H)dxdy—Z/// Ku(z —u,y — ) f(z,y) f(u,v) dz dy dudv
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a upravou MISE

MISE(H) = E//(f(m,y,H) ~ flay)  dedy
:E//fQ(x,y,H)dxdy—2E/f(x,y,H)f(x,y)dxdy+//fQ(x,y)dmdy
:E//fz(o:,y,H)dxdyf2/// Ku(z —u,y —v)f(z,y)f(u,v) de dy du dv

+//f2(x,y)dxdy.

Porovnanim upravenych vyrazti dostaneme tvrzeni. O
Optimalni matici vyhlazovacich parametrd vzhledem k metodé CV oznac¢ime Hey, tj.

Hey = arg II_IIIEI% CV(H).

P¥iklad 5.2. Pouzijeme-li soucinové Epanecnikovo jadro, pak pro simulovand data z pfikladu2.1]
dostanem matici vyhlazovacich parametrti uréenou podle metody k¥iZového ovéfovani v nasle-
dujicim tvaru:

1,2055 0
0 03783

Hev =

Na obréazku[5.6)je vykreslen odhad hustoty s touto matici.

6 6 6 6
* * *X x
4 4 P R N 4
x x x
X x .
> x ‘K" % :
2 2r ® X x 2
X ®x x
x x x*
0 0 - 0
x T x
*ga ow
£
-2 -2t * x#‘ {1 -2
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
(a) Skute¢na hustota (b) Data (c) Odhad s Hey (d) Porovnéni odhadu (—)

se skute¢tnou hustotou (—)

v~

Obréazek 5.6: Jadrovy odhad dvourozmérné hustoty — metoda kfiZového ovérovani

YN

Odhad hustoty na obrazkul5.6/se jevi podhlazeny, zejména ve sméru osy y. Metoda kifzového
ovéfovani neddva dobré vysledky pro odhad hustoty vicerozmérnych dat, ¢aste¢né je to zptiso-
beno problémy pfi minimalizaci funkce kiiZového ovéfovani.

6 Aplikace na redlna data
Tento datovy soubor pochdzi ze studie koncentrace lipidt v krevni plazmé, kterd vysla v asopise
Circulation v roce 1980. Vybérovy soubor, ktery jsme prevzali z [11] a s nimZ zde pracujeme,

obsahuje méfeni mnoZstvi cholesterolu a triglyceridu v krevni plazmé u 320 pacientd, ktefi si
stézovali na bolest v hrudniku. Data jsou shrnuta v tabulkéch[6.9)a
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500 X 500 500

x
x x x o«
4001 x o oxx X 4001 1 400 1
300 300t , 1 300+ :
200+ 200 1 200+ :

100 @ ] 100 1

100

0 : : 0 : : 0 : :
100 200 300 400 100 200 300 400 100 200 300 400
(a) Data (b) REF (c) CV

Obrazek 5.7: Vrstevnicové grafy odhadnutych hustot pro koncentraci lipidfi — na ose x je vyne-
seno mnoZstvi cholesterolu (v miligramech na 100 ml plazmy) a na ose y mnoZstvi triglyceridu
v krevni plazmé (mg/100 ml)

Matice vyhlazovacich parametrti uréené podle metody referenéni hustoty a metody k¥iZového
ovéfovani jsou nasledujici:

16,45 0 42,39 0

Hger = Hcv =
0 3894 0 2988

Na obrazku[5.7jjsou znazornéna data a vrstevnice jddrového odhadu s Epane¢nikovym sou¢inovym
jadrem.
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Shrnuti

Odhad dvourozmérné hustoty pravdépodobnosti f(z,y) v bodé [z, y] je tvaru

fla,y;H) = ‘H‘ZK( — Xy — Y))

Dva typy jader:

e soutinové jadro: K (z,y) = Ki(z) - K1(y),

o sféricky symetrické jadro: K°(z,y) = ¢ " K1 (/22 + 42), e = [ K1(v/22 + y2) dz dy.

Asymptoticka stfedni integralni kvadraticka chyba dvourozmérného jadrového odhadu

V(K)
nhihs

AMISE(H) = + EBS(K) (h1V (faw) + 2033V (fofy) + W3V (fyy))-

Optimalni vyhlazovaci parametry vzhledem k AMISE

. 1/6
b= V)V () )
P\ B E)VVIA(fuu) [V (fafy) + VV Foa)V (Fyy) ’

h :< VYAV (K) )”G
2\ B2 (KW fy) [V (Faf) + NV L)V U)] )

Metody pro odhad optimélnich hodnot matice vyhlazovacich parametrtt H = diag(h1, h2)

e metoda referen¢ni hustoty
hirmr = 0in~ /0, i=1,2,

My

e metoda kiiZového ovéfovani

Hoy = arg min OV(H), // (2,9, H dxdy—fo_ (X, Y. H).

=1

Dodatky a cvic¢eni

1.

Urcete soucinové a sféricky symetrické dvourozmeérné jadro odvozené z kvartického jadra
_ 15 22
K(r) = 15(1 —2%)%.

Odvod'te vztahy a pro optimalni vyhlazovaci parametry.

Aplikujte metodu referen¢ni hustoty a metodu kiizového ovéfovani na simulovand i redlnd
data.
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