Kapitola 4

Jadrové odhady distribu¢ni funkce

Vystupy z vyukové jednotky

Student
e bude znat zdkladni typy jadrovych odhadt distribu¢ni funkce a jejich statistické vlastnosti.
e ziska prehled o metodach pro volbu vyhlazovaciho parametru.
e bude schopen navrhnout a implementovat proceduru pro zpracovani redlnych dat.

e se nauli pouZzivat p¥islusny toolbox v Matlabu a dokédze zkonstruovat jadrovy odhad dis-
tribu¢ni funkce pro dana redlna data.

1 Motivace

Distribu¢ni funkce popisuje rozloZeni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny (budeme pfedpokla-
dat spojitost ndhodné veli¢iny). Stejné jako pfi rekonstrukei hustoty z mnoziny pozorovanych dat
1ze distribu¢ni funkci odhadnout parametrickymi nebo neparametrickymi metodami. Zaméfime
se vyhradné na neparametrické metody, kdy pfedpokladdme pouze jistou hladkost odhadované
distribu¢ni funkce.

Nejuzivanéjsim neparametrickym odhadem distribu¢ni funkce F' je empirickd distribuéni
funkce F),. Ovsem F, je schodovitd funkce i v pfipadé, Ze F' je spojitd. Nadaraya (1964) navrhl
yhladkou” alternativu k F, a to jadrovy odhad F, ktery se ziskd integraci znamého jadrového

odhadu hustoty

2 Zdkladni typy neparametrickych odhadt

Necht X, ..., X, jsou nezavislé ndhodné proménné, které maji tutéz spojitou hustotu f a dis-
tribu¢ni funkci F. Nejjednodussi neparametricky dohad distribu¢ni funkce F' je empirickd dis-
tribucni funkce F,, definovand v bodé x vztahem

~ 1 <
Fo(w) = — D o (Xi).
i=1

Tento odhad ma sice dobré statistické vlastnosti, ale je to schodovitd funkce (viz obr. a proto
se budeme zabyvat postupy, které umozni zkonstruovat ,hladky” odhad distribu¢ni funkce F'.
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Piiklad 2.1. Mé&me dén ndhodny vybér o velikosti n = 100 ze smési dvou normadlnich hustot
N(0;4/9) a N(2;1) s hustotou

3 922 1 @22
2

——=e 8 +0,5——=e
2427 V2

(Data jsou v tabulce[6.3}) Z obrazku[4.1]je patrné, Ze schodovita funkce nevystihuje pIné charakter
distribu¢ni funkce.
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Obrézek 4.1: Empirickd distribu¢ni funkce (¢erven€) a skuteéna distribu¢ni funkce (modie) pro

data z ptikladu

Nejznaméjsi postup spociva v integraci jaddrového odhadu hustoty, t.j.

ﬁ(a:,h)z/z f(t,h)dtznlhi/m K(t_hXi>dt.
- i=1" ">

Uzijeme-li substituce y = (t — X;)/h, dostaneme

z—X,;
~ 1 — R 1 & z—X;
F(z,h):%Z/ K(y)dynZW<h).
i=1Y i=1

To znamend, Ze odhad F' v bodé x € R je definovan takto

Fla,h) = % Zj: W (x hXi) . W(a) = /; K(t)dt. 4.1)

=1

Zde piedpokladame, ze K € Sz, K(x) > 0 pro x € [—1,1]. NiZe jsou shrnuty zdkladni vlastnosti
funkce W

1. W(z) =0proz € (—oo,—1]aW(z) =1 proz € [1,00),
2. [L W) de < 1, W(z)dz =1,
3. [1, W()K(z)de = 1,

4. f_ll aW(z)K (z)dz = § (1 — f_ll W2(z) dsr:).
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Obrazek 4.2: Epanec¢nikovo jadro K (vlevo) a k nému pfislusna funkce W (vpravo)

Pfiklad 2.2. PouZijeme-li Epanenikovo jadro K (z) = 3(1 — 2?)I_y 1j(z), pak funkce W je tvaru
z < —1,

(=23 +3x+2) |z| <1,
z > 1.

W(z) =

— e O

Pro data z ptikladu [2.T)je jadrovy odhad distribu¢ni funkce zachycen na obréazku4.3}

1

0.6

0.4

0 e b
3

-2 -1 0 1 2 4 5

Obrézek 4.3: Jadrovy odhad distribu¢ni funkce s parametrem h = 1,5

3 Statistické vlastnosti odhadu

Kvalitu jadrového odhadu lze lokélné popsat pomoci stfedni kvadratické chyby MSE:

MSE F(z,h) = E(F(x,h) — F(z))?
= (EF(z,h) — F(2))? + E(F(x,h))? — (EF(z,h))?.
bias2 var
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Spotitejme nejdfive hodnotu EF (z, h) v bodé z € R:

BF(z,h) =/W(””;y) F) dy
- h/_; W () f(x — ht)dt + h/loo W () f(x — ht)dt.

Predpokladejme dale, ze F' € C?. Ozna¢me prvni integral I; a druhy I». Integral I; pocitdme
metodou per partes a vyuZijeme vlastnosti funkce W (t)

I = h/1 W (t)f(x — ht) dt

u=Wi(t) u =W'(t) = K(¢)
v' = f(x —ht)h v=—F(x— ht)

— [-F(z — ht)] / Fla — h)W' () dt
/ K(t)F(x — ht) dt. 4.2)
Dale pouzijeme Taylortv rozvoj
/ h2t? " 2
F(x — ht) = F(z) — htF'(z) + TF (x) + o(h?),

tedy
I, = —F(z—h)+ F(z) + %F“(x)hQﬂQ(K) + o(h?).
Pocitejme nyni integral I5:
I = h/ W) f(z — ht) dt.
1
Uvazujeme-li substituce = — ht = z, dostaneme

—00 r—h

12=—/ f(z)dz:/ F(z)dz = F(z — h).
z—h —infty
Vychyleni odhadu je tedy tvaru
bias F(z, h) = %F"(m)h%(K) + o(h?).

Pozndmka 3.1. Vztahy a (2?) davaji zajimavy vztah pro vychyleni

1

EF(z,h) — F(z) = / K(t)F(z — ht)dt — F(z).
-1

Odtud plyne
1
EF(z,h) = / K(t)F(z — ht) dt
-1

a také (z Taylorova vzorce)
EF(xz,h) = F(x) + o(h).
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Nyni dokdzeme tvar rozptylu.
= 1 r—X r—X
F(z,h) =~ ( EW? - E? :
e G R G )

X))2 = (F(z) + o(h))>. Potitame tedy pouze integral Is:

Zde E°W (25X) = (EW (&5

n=o [ W () s

= |substituce: z — y = th|

/1 WQ(t)f(x—ht)dt+h/Oo f(z —ht)dt

=F(xz—h)
Prvni integral po¢itime metodou per partes a mame
1 1
Iy = [P~ htyW2(0), / (z — W)W ()W (£) dt + - F(z — )
2 1
:—fo— +E/Fx—ht (t)dt—|—ﬁF(x—h)

pouzijeme nyni Taylortiv rozvoj

_2 / WK () (F(z) — htF'(z) + o(h)) dt

/ W (t)EK (t) dt — th( )/11 WK (t)dt + o (Z)

uzitim vlastnosti funkce W a F'(x) = f(x) dostaneme

_ % {F(:c)  hf(a) <1 - /11 W2(t) dt)] +o (Z) .
Rozptyl je tedy tvaru
[F(x) ~hf(x) (1 - /1 W2(1) dtﬂ +o (Z) ~(F(x) + o(h))?
F - F@) - L (1 [ wewar) <o ().

Vyse uvedené vysledky mizeme nyni zformulovat v nasledujici vété:

var F(z, h) =

Sle 3=

Véta 3.1. Nechf F € C?, h — 0,nh — oo pron — oc. Pak

MSE F(z, h) = %F(m)(l—F( ))—fhf (1—/ W2(t) dt) ~(F"(x))*h*B3(K)+o (ZH«#).
4.3)

Globalni pohled na kvalitu odhadu lze ziskat prostfednictvim stfedni integraln{ kvadratické

chyby (MISE).

53



Véta3.2. Necht F € C?, V(F") = J(F"(z))*dz < oo, K € Sp2, lim, oo h = 0 a lim,,_, o, nh = c0.
Pak

h h
MISE F\(- /F (1-F ))dx—cl+62h4+0<+h4), (4.4)

n n

kde
! 1
c1=1- / W2(t)dt, co= Zﬁ%(K)V(F").
-1

Nasim cilem je nalézt takovou hodnotu vyhlazovactho parametru, pro kterou bude MISE
nabyvat minimaln{ hodnoty. Ale uvedeny tvar MISE neni pro takovou analyzu vhodny, a proto

(stejné jako pti odhadu hustoty a regresni funkce) budeme uvaZzovat asymptotickou sttedni in-
tegralni kvadratickou chybu AMISE, ktera v tomto pfipadé je tvaru:

AMISE F (-, h) = AMISE(h) = % /F(x)(l — F(z))da — 01% + bt (4.5)
AISB
AIV

Nyni uZ 1ze standardnimi metodami matematické analyzy nalézt takovou hodnotu b, pro kterou
AMISE(h) nabyva minimdlni hodnoty. Je snadné ukéazat, ze

1/3
hopos = n-1/3 () — O3 (4.6)
’ 4co

pak 1 3 4/3
AMISE(hopt.02) = — / F(a)(1 - F(z))dz — —75 (%) -y 4.7)
n 62

Pozndmka 3.2. Optimalni hodnota vyhlazovaciho parametru pro odhad distribué¢ni funkce je fadu
n~1/3, zatimco pro odhad hustoty s jadrem K € Sps je vyhlazovaci parametr fadu n='/°.

4 Volba jadra

I'v tomto pripadé je volba jddra méné diileZitd neZ volba vyhlazovaciho parametru. Lze doporucit
jadra tfidy Spo, napt.

e Epane¢nikovo K (z) = 3(1 — 2%)Ij_1 1y(z),
e kvartické K (z) = 13(1 — a?)2 - qy(x),
o triweight K (z) =

5 Volba vyhlazovaciho parametru

5.1 Metody k¥iZového ovéfovani

Metody kiiZového ovéfovani patf{ k nejuzivanéjsim metoddm pro volbu vyhlazovaciho parame-
tru.

Zde uvedeme pouze metodu navrzenou A. Bowmanem (1998). Funkce kiiZového ovéfovani
je v tomto pfipadé tvaru

Z/ o) (X ﬁ—i(mvh))dea

kde F_;(z, h) je jadrovy odhad distribu¢ni funkce s vynechanim bodu X;. Pak
hev = arg min CV(h),

pticemz H,, = [an~'/3,bn~1/3] pro vhodnd 0 < a < b < .
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5.2 Princip maximdlniho vyhlazeni

Myslenka této metody je stejnd jako pro odhad hustoty. UZijeme-li faktu, Ze

[ @ = [ (@)

muZeme aplikovat Terrelovu vétu5.T|pro k = 1. V tomto p¥ipadé je
15
(@) = 75 (1= 2T -1 (@),

a tedy

B0 = n-1/3 (01)1/3<n1/3 <Cl>1/3ffv(g’)l/3
opT B3 (K)V(f) - 5 (K) op ! ’
)

kde o1 = [ 22g1(z) dz = 1, V(g}) = +2. Odtud plyne, Ze

s — -8 (10 N\ e 48
MS =T K) g, ()

1583 (
o je odhadem o (viz rovnice (3.11) a (3.12)).

Hodnota hyg miizZe slouZit jako horni hranice pro mnoZinu vyhlazovacich parametra vo-

lenych podle metody kiiZzového ovétovani. Tedy H,, = [hs, hus], kde hy je nejmensi vzdalenost
mezi po sobé jdoucimi body X;,i =1,...,n.

P¥iklad 5.1. Pro data z p¥ikladu 2.1 zvolme Epanetnikovo jadro. Pak hodnoty potiebné pro od-
had vyhlazovaciho parametru metodou maximélniho vyhlazeni jsou nasledujici:

1 1
n=100, 7=13426  f(K)=; a=1 —/ W2(z)dx = 0,2571.
-1

Pak plati hnis = 1,1037 a na obrdzku 4.4}je zobrazen odhad distribu¢ni funkce.
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Obrézek 4.4: Odhad distribu¢ni funkce s hvg = 1,1037, odhad (—), ptvodni funkce (—)

5.3 Plug-in metoda

Spole¢nym cilem metod typu plug-in (PI) je odhadnout V(F"). Za pfedpokladu dostatetné hlad-
kosti funkce f uZzitim metody per partes dostaneme vztah

V) = [P @) de =~ [ @) f(@) o

55



TudiZz se budeme dale zabyvat odhadem funkcionalu

i = / (@) f () de.

Je zfejmé, ze ¢y = Ef"(X), coz vede k metodé zaloZené na odhadu druhé derivace hustoty f.
Vztah (3.7) pouZijeme k odhadu druhé derivace s jadrem K2 = K, 5 4 € Say. Pak

T S S =)

i=1 j=1
kde podle vztahu je

hopt2.4 = 101/9%h0m,o,4.
Pak

~ 1 ~
C = _Zﬁg(K)d’l-
Shrnutim pfedchozich tvah dostaneme proceduru pro odhad distribu¢ni funkce F*:

Krok 1 Najdéte optimalni vyhlazovaci parametr A 0.4 pro odhad hustoty s optimalnim jadrem
Kopt 0,4 € Soa.

Krok 2 Najdéte optimalni vyhlazovaci parametr Ay 2.4 pro odhad druhé derivace hustoty podle
vztahu s k = 4 a optimalnim jadrem K2 € S,,.

Krok 3 Vypoctéte odhad funkciondlu s vyuZitim hodnoty At 2.4 ziskané v kroku 2.

Krok 4 Vyc¢islete optimélni hodnotu vyhlazovaciho parametru

1/3
hpp = n~ /3 <A a >
—1183(K)

Krok 5 PouZijte parametry z pfedchozich krokt ke konstrukci optimdlniho jadrového odhadu dis-
tribu¢ni funkce F(z, h) s danym jadrem K € Sps.

Piiklad 5.2. S pouzitim funkce toolboxu zjistime, Ze pro data z piikladu [2.1]je vyhlazovaci pa-
rametr uréeny plug-in metodou roven hpy = 0,5717. Na obrazku4.5]je odhad distribu¢ni funkce
spole¢né se skute¢nou distribuéni funkci.

6 Aplikace na realna data

Datovy soubor pochazi z rozsahlé studie, v niz autofi studovali vliv substituentti v 2,4-diamino-
5-(substituovany benzyl)pyrimidinech. Biologickd aktivita p¥i inhibici dihydrofolat reduktazy
byla méfena pomoci asocia¢ni konstanty. Data jsou v tabulce a jsou dostupnd na osobnich
strankach Dennise D. Boosﬂ kde je také odkaz na ptivodni ¢ldnek Jonathana D. Hirsta z roku
1994.

Uzitim vyse uvedenych metod jsme (pfi pouziti Epane¢nikova jadra) dostali nasledujici hod-
noty vyhlazovacich parametri:

has = 0,1139,  hpp = 0,1931.

Na obrazku 4.6 jsou uvedeny odhady distribu¢ni funkce s témito parametry a také je zde pro
srovnani uvedena empiricka distribué¢ni funkce.

Thttp://wwwé.stat.ncsu.edu/~boos/var.select/pyrimidine.html
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Obrazek 4.5: Odhad distribu¢ni funkce s hpr = 0,5717, odhad (—), ptivodni funkce (—)
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(c) Empiricka distribuéni funkce

Obrazek 4.6: Odhadnuté distribu¢ni funkce
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Shrnuti

Odhad distribu¢ni funkce F'(x) v bodé z je tvaru

Flz) = iiw <f”hXi) . W) = /‘; K(t)dt.

Asymptoticka stfedni kvadraticka chyba jadrového odhadu distribu¢ni funkce je souc¢tem
asymptotického tvaru rozptylu (AIV) a druhé mocniny vychyleni (AISB)

AMISE(h) = % /F(x)(l — F(z))dz — 61% e,

AISB
AIV

kde
1

1
c1=1 —/ W2(t)dt, cp= 45§(K)V(F”).
-1

Optimalni vyhlazovaci parametr vzhledem k AMISE pro odhad distribu¢ni funkce je tvaru

e 1/3
ho _ —1/3 i
pt,0,2 n 482 )

t] hopt,0,2 = O(n_1/3).

Metody pro odhad optimdlni hodnoty vyhlazovaciho parametru h

e metoda kfiZového ovéfovani hey = arg minge g, CV(h)
1 < ~ 2
CV(h) = gZ/ (1(,00@]()@) - F,i(m,h)) de,
i=1

e metoda maximalniho vyhlazeni

e plug-in metoda

Dodatky a cvic¢eni

1. Odvod'te tvar funkce W (z) pro kvartické jadro K (z) = 12(1 — 22)?I[_y y)(z).
Dokazte vlastnosti[2} Ba [ funkce W.

Dokazte vztahy a 7).

Odvod'te tvar vyhlazovaciho parametru podle metody maximélniho vyhlazeni pro Epa-
necnikovo jadro.

Ll
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5. Odvod'te tvar vyhlazovacitho parametru podle plug-in metody pro Epane¢nikovo a pro
kvartické jadro.

6. Aplikujte metodu maximalniho vyhlazeni a plug-in metodu na simulovana i redlna data.
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