Kapitola 3

Jadrové odhady hustoty

Vystupy z vyukové jednotky
Student
e bude znét tvar jaddrovych odhadt hustoty pravdépodobnosti.
e bude schopen analyzovat statistické vlastnosti téchto odhadt.
e se sezndmi s metodami pro volbu vyhlazovaciho parametru.
e porozumi automatické proceduie pro simultdnni volbu parametrti vyhlazovani.

e zvladne pouziti toolboxu v Matlabu a dokdze pro dany soubor dat zkonstruovat jadrovy
odhad hustoty a jejich derivaci.

1 Motivace

Hustota pravdépodobnosti je zdkladnim pojmem ve statistice [1} [2].

Odhadem hustoty rozumime rekonstrukci hustoty z mnoziny naméfenych dat. Tato rekon-
strukce mtiZe poskytnout dileZité informace o dané mnoZziné dat. Pfedpoklddejme, Ze mame
k dispozici nezavislé ndhodné proménné X, . .., X,,, které maji tutéZ spojitou hustotu f. MiiZeme
predpokladat, Ze neznama hustota patii do tfidy hustot, které zaviseji na néjakych parametrech.
Pro odhad hledané hustoty je tedy tfeba odhadnout tyto parametry. Tento pfistup se nazyva
parametricky.

My se zaméfime na neparametricky piistup, ve kterém se pfedpoklddd pouze jista hladkost
odhadované hustoty (tj. dostate¢ny pocet spojitych derivaci).

2 Zaikladni typy neparametrickych odhadt

Nejstarsim neparametrickym odhadem hustoty je histogram [12| (11} [14]. Histogram zobrazuje
relativni ¢etnosti tfidicich intervalt jako plochy obdélnikt sestrojenych nad témito intervaly. Pak
definujeme odhad hustoty Cetnosti

1
f(z,h) = %(poéet X, ve stejném intervalu jako z),

M Moy

kde h znadi sitku tfidicich intervalid (obvykle se voli stejné sifka pro vSechny intervaly).
Nevyhody histogramu:

vy

e Histogram je citlivy na pocet tfid a jejich sitku.
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e Histogram je schodovita funkce, ale pfitom pfedpokldddme, Ze nezndma hustota je spojita.

Pfiklad 2.1. Mé&jme dan datovy soubor generovanych ze smési dvou normélnich hustot N (0; 0,25)
a N (2;0,25), ktery méd rozsah n = 100.

F@) = 03— o 85 407 o 52"
z) =0,3—=e" 0 —e 5.
/0,57 » /0,51

(Data jsou v tabulce[6.2]) Na obr.[B.1]je patrné, Ze histogram nevystihuje hustotu pravdépodobnosti
dat.
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Obrazek 3.1: Histogramy s riiznymi pocty tfidicich intervalt

Vyse uvedené problémy lze odstranit pouZzitim jadrovych odhadi. Jadrovy odhad hustoty f
v bodé z € R je definovany vztahem (Rosenblatt (1956), Parzen (1962))

. 1 & - X; 1 &
f(xvh)znth(x . )Zn;Kh(x_Xi)a 3.1)

P

K € Soi a hje vyhlazovaci parametr nebo také sitka vyhlazovactho okna.

Jadrovy odhad hustoty zdvisi na tfech parametrech: jadre, které hraje roli vahové funkce, vy-
hlazovacim parametru, ktery #idi hladkost odhadu, a na fadu jadra, ktery odpovida predpoklada-
nému poctu derivaci nezndmé hustoty.

PopiSeme konstrukci jaddrového odhadu. V kazdém bodé X; sestrojime jadro K} a odhad
v bodé z je pramér n hodnot jader v tomto bodé — viz obrazek 3.2(a)|

Nyni uvedeme jesté vztah pro jadrovy odhad v-té derivace hustoty. Budeme pfedpokladat,
ze 0 < v <k — 2ak,vjsou stejné parity. Pak

" S r—X; ,
=1

Konstrukce jddrového odhadu derivace je stejna jako konstrukce odhadu hustoty — obr.|3.2(b)
— pouze misto jadra K € Sy, pouzivame jadro ttidy S, .

3 Statistické vlastnosti jadrovych odhadt hustoty

Stejné jako u jadrovych odhadd regresni funkce Ize kvalitu jadrového odhadu hustoty popsat
lokalné pomoci stiedni kvadratické chyby.
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Obrézek 3.2: Konstrukce jaddrového odhadu hustoty a jeji derivace

Véta 3.1.
MSE f(x,h) = E(f(z,h) — f(x))?
= L2 @) — Kox 1P2@) + (i r D) — @)

var bias

Diikaz. Spotitejme sttedni hodnotu odhadu f(z, h)
=E- ZKH;— = FEKp(z— X /Khx— y)dy = (K * f)(x).

Vychyleni (bias) pak bude mit tvar bias f(z,h) = Ef(x,h) — f(z) = (Ku * f)(x) — f(x). Déle
upravime vztah pro rozptyl

1
var f(z, h)*var— g Kp(x — X V&I‘E Kp(z — X;) = —var Kj(x — X)
n
i=1

- lEK?l(m -X) - %(EKh(fﬂ —X))2

= E/Kg(x—y)f(y) dy — ﬁ((Kh *f)(x))Q

[

Dtsledek.
1
MISE = ﬁ(/(K'% * f)(x)da — /(Kh x £)2(z) dx) + /((Kh * f)(x) — f(a:))2d:v.
Podobné jako u odhadu regresni funkce miizeme pouZit globalni pohled na kvalitu odhadu,
a to pomoci stfedni integrdlni kvadratické chyby (MISE) a jejtho asymptotického tvaru (AMISE).
Véta 3. 2 Nechz‘ﬁmkce f mi spojité derivace az do ¥ddu ko (tj. f € C*) pro 0 < k < ko, K € Sox
a [(f®(2))? dz < oo, ddle pFedpoklddejme h — 0 a nh — oo pron — oo. Pak plati

V(K) 1

wi g BRIV () + o 4 (nh) ),

MISE f(-, ) = MISE(h) =

kde V(f®)) = [(f®)(x))* da.
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Diikaz. Nejprve vypocteme stfedni hodnotu

B, ) = (Kn+ f) (e /Kh == [ 3K () 1w

/K flx—hz)d

déle pouzijeme Taylortv rozvoj: f(x — hz) = f(z) — f'(x)hz + -+ %f(k)(x)hkzk + o(hF)

/K z)hz + - %f(k)(x)hkzk +o(h*)] dz

(
o)+ %hwm +oltb)

Tedy vychyleni odhadu je tvaru

(=1)*f®(2)

o h* B (K) 4 o(h*).

Ef(x,h) - f(z) =

Odtud plyne, ze Ef(x, h) = f(x) + o(1).
Nyni dokdzeme vztah pro rozptyl. Vime, Ze

var ) = (K3 » 1))~ (Ki » )°(x)
a ddle pocitame

B 1/ 1KQ(CE;y)f(y)dy_%(f(x)—{—o(l))z

nh/K2 flxz — h2) z—%(f(ac)—i—o(l))2

_f($)+0(1)
- L[ 1) ds = = (f(2) +o(1))
_ ﬁ/f@ (2)dz + o((nh) ™).
Tedy
MSE f(z, h) = % /K2(z) dz + o((nh) 1) + (thﬁk(lﬂ 4 o(hk)>2
apak
MISE f(, / MSE f(z, h) dz
= % (k!)2 FEWV(FR) + 0 (W + (nh) 7).

O

Dusledek. Nechf h — 0, nh — oo pron — oo, pak f je konzistentnim odhadem f, tji. Ef — f
avar f — 0.
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Stejné jako u odhadu regresni funkce ma vyznam asymptoticka integralni sttedni kvadraticka
chyba AMISE f(-, h):

MISE f(-,h) = AMISE f(-, h) 4+ o(h?®* + (nh)™1),
kde AMISE je tvaru

AMISE f(-,h) = AMISE(h) = %f) + (kl,)Q

h* B3 (KW (™). (3.3)

V dalsich ¢astech textu budeme vyuZivat oznaeni jednotlivych ¢asti chyby AMISE, ktera je
souctem asymptotického tvaru integralu rozptylu AIV (asymptotic integrated variance) a asym-
ptotického tvaru integralu druhé mocniny vychyleni AISB (asymptotic integrated squared bias):

V(K) !
et AISB(h) = T

tedy AMISE(h) = AIV(h) + AISB(h).
Uzitim vztahti T'(K) = (V(K)kﬂk(K))g/(%H) a o2+t = VU v K € Soi, 1ze AMISE zapsat

AIV(h) = W?F B3 (K)V (F4),

)
ve tvaru o (f(k))
B dor, | WV
AMISE(h) = T(K)<nh + 53’,;(k!)2 ) (3.4)

Odtud je ziejmé, Ze vyhlazovaci parametr, pro néjz AMISE nabyv4 minimdalni hodnoty, je ddn
vztahem _—
2k+1 6Ok+ (k')Q
opLOk T opny (f(R))’
. hopto.x = O(n ™1/ (L),
Vypoctéme hodnotu AMISE pfi dosazeni optimdlniho parametru hopt o x:

2k +1
(Qk(k!)Q)l/@k-i-l)’

AMISE (Ao 0.5) = T(K)V (f 51/ (2k+1)=2k/(2k+1) (3.5)

tj. AMISE (hop 0.5) = O(n=2k/ (2k+1)),
I'v tomto pfipadé, podobné jako u odhadhu regresni funkce, plati vztah mezi AIV(h) a AISB(h):
ATV (hopt,0,1) = 2k AISB(hopt,0,k)- (3.6)

Nyni uvedeme zajimavou vlastnost vyhlazovactho parametru.

Pozndmka 3.1. Necht K € Sps. Pak optimélni hodnota vyhlazovaciho parametru je

h5 _ 582
opt,0,2 nv(f//) .

Pocitejme derivace AMISE (3.3)
d’AMISE _ 2V/(K)

+ 30263 (K)V (")

dh? ~ nh3
BAMISE  —6V/(K) , ,

Regenim rovnice d*AMISE / dh® = 0 je

V(K) 3o 5

5 __ _
VT RBEV ) vy e

tj. hopt,0,2 také realizuje minimum d?AMISE / dh?.
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Obecné 1ze ukazat, ze

d2AMISE(f(-, h)) P
T = 0(n55)

h=hopt,0,k

a to znamend, Ze pro jadra vyssich ¥adi je minimum AMISE plossi a tedy volba / blizka op-
timalni hodnoté hy 0., nevede k velkému riistu AMISE (obr. 3.3).

0.1r

__—

0 h 2 h 4 h6

vy

Obrazek 3.3: AMISE pro jadra vysSich fadh s vyzna¢enymi minimalnimi hodnotami pro jadra
fadu 2,4,6

Vztah pro optimélni hodnotu vyhlazovaciho parametru poskytuje informaci, Ze asymptoticky
je h = n~1/(2k+1) Ale vztah m4 pouze teoreticky charakter, protoZe optimln{ parametr zavisi na
neznamé hustoté f.

Pozndmka 3.2. Z predchozich tivah je zfejmé, Ze mnoZina pfipustnych hodnot vyhlazovacich pa-
rametri je dana vztahem

—1/(2k+1) —1/@ht1)],

H, = lagn ,ben

kde ag, by, jsou konstanty, 0 < aj, < by < oo.

3.1 Odhad derivace hustoty

Pojedndme nyni stru¢né o statistickych vlastnostech jadrovych odhad derivace hustoty. P¥ipo-
menime, Ze jadrovy odhad derivace hustoty je dan vztahem (3.2), 4.

Ay o 1 ~ v J,'—Xi v
F @ k) = —=ms ;;d )(T) KW € 8,

Predpoklddejme nyni, ze plati 0 < v < k — 2, lim,, oo b = 0, lim,, 0o nh?* T = 0o, f € Cko
(k < ko)aV(f®) = [(f® (x))2 dr < oco. Pak lze ukézat, Ze asymptotické stfedni kvadraticka
chyba AMISE f*)(-, h) je tvaru

V(K®) 1

AMISE S h) = Ty +

EI BV ().

Dtikaz je zaloZen na pouziti vhodného Taylorova rozvoje hustoty f, podobné jako u ditkazu tvaru
AMISE u odhadu hustoty.
Optimalni hodnota vyhlazovactho parametru je dana vztahem

pRRHL Sor (2 + 1) (k1)?

2k+1 _
opt,v,k — 2n(k’ — V)V(f(k)) ) kde 511]{} =
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Tento vzorec umoZituje vypocet optimélniho vyhlazovaciho parametru pro f*) pomoci Aps.0.x
a hope,1,1- Pfedpokladejme nejdiive, Ze v a k jsou suda ¢isla. Pak

hopt.wk ((21/ + 1)l<:> 1/(2k+1) Sun 52)
hopt,(),k k—v 50]{2 ) .
Pro v a k licha plati
hoptuk _ <(2v +1)(k—1) > HEED 5, (3.8)
hopt,l,k 3(k - V) Otk ’ ’
Specidlné pro v = 2, k = 4 dostavame velmi uZite¢ny vztah
o 1/9 524
hopt,2,4 = 1077 ——hgpt 0,4, (3.9)
doa
pficemz
Koptoa(z) = 3—2@ —1)(7z* = 3), doa = 2,0165,
105
K (z) = Koproa(z) = g (126" = 1), dos =1,3925.

4 Volba jadra

Volba jédra neni z asymptotického hlediska podstatn4, jak je zfejmé z faktu (3.5). Je vhodné zvolit
optimalni jadro, které minimalizuje fukcional 7'(K), nebof tato jadra jsou spojitd na R a hladkost
jadra také ,zdédi” odhadovana hustota.

5 Volba vyhlazovaciho parametru

Volba vyhlazovaciho parametru pro jadrovy odhad hustoty je, stejné jako u regrese, zdsadnim
problémem.

I'kdyZ tomuto problému byla a je vénovéana zna¢né pozornost, doposud neexistuje univerzalni
pristup k feSeni tohoto problému. Nejjednodussi metoda je ,okometrickd”. Je ticelné ,nakreslit”
nékolik kfivek s rtznymi vyhlazovacimi parametry dfive neZ uZijeme néjakou automatickou
proceduru.

Je tfeba zddraznit, Ze z hlediska analyzy vSechny volby vyhlazovaciho parametru vedou

z My

k uzite¢tnému odhadu hustoty. Velka sifka okna charakterizuje globdlni strukturu hustoty a nao-
pak mala sifka odhaluje lokalni strukturu, kterd mtiZe nebo nemusi byt pfitomna v pfesné hus-
toté. Tuto myslenku ilustruje obrézek 3.4} na némz jsou zobrazeny odhady pro simulovana data
(n = 100) s hodnotami vyhlazovaciho parametru z intervalu [0,05, 1]. Jednotlivé odhady hustoty
pfislusejici témto hodnotdm jsou zndzornény tenkymi ¢arami. Silnd kfivka zndzornuje odhad
s optiméIni hodnotou h = 0,4217. T¥ida téchto odhadi ukazuje Siroky rozsah vyhlazeni od pod-
hlazeni az k pfehlazeni.

V dalsich tivahach bude uZite¢nd nasledujici definice:

Definice 5.1. Nechf h je odhad hopt o k- Rekneme, Ze h konverguje k hope 0,1 s relativni rychlosti
n~?, jestlize
h—h
opt,O,k — O(n_a).

hopt,(),k
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Obrazek 3.4: Volba vyhlazovaciho parametru

5.1 Metoda referenéni hustoty

Nejcastgji se pro odhad neznamé veli¢iny V' (f(*)) (viz rovnice (3.3)) pouZiva parametrické tiidy
hustot. Jednou z moZnosti je pouZit standardni normalni hustotu f s rozptylem o2, tj. pfedpokla-
dame, Ze

J(2) = <= 52 .

- V210

V tomto ptipadé je odhad optimdlniho vyhlazovaciho parametru tvaru pro K € Sox

22k(k!)3ﬁ 2k1+1 1
hrer = (Wf) dokon” 7T, (3.10)
Je tfeba jesté odhadnout smérodatnou odchylku o. To 1ze dvéma zptisoby:
. IR — 1 ¢
osp = (— ;(Xi -X) ) L X=- ; (3.11)
~ X n - X n
Gror = [3n/4] [n/4] (3.12)

HORETEIO)

kde ! je standardni normalni kvantilova funkce a ¢islo X (3n/4), Tespektive X[, 4, je horni,
respektive dolni vybérovy kvartil. Je vhodné volit min{csp,crgr}-

Pozndmka 5.1. Pokud za jaddro K zvolime Gaussovo jadro (k = 2)

1 T2
K(z)=—=e 7,
()= Z=e
pak dostaneme jednoduchy vztah
4\1/5
hrer = (%) o. (3.13)

Pfiklad 5.1. PouZijme odhad vyhlazovaciho parametru pro data z pfikladu [2.1| metodou refe-
ren¢ni hustoty. Pro Epanecnikovo jadro, které je fadu k = 2, se vztah (3.10) zjednodusi na tvar

1/5
hrREF = (8\?{%> Soaon /5.

Déle odhadneme smérodatnou odchylku: 6sp = 1,0325, 61gr = 1,3344, tedy 6 = 1,0325. Po
dosazeni poc¢tu prvki n = 100 a parametru dp2 = 1,7188 ziskdme hodnotu vyhlazovaciho pa-
rametru pro odhad hustoty hrgr = 0,9639. Na obrazku [3.5je vykreslen odhad hustoty s timto
parametrem.
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Obrézek 3.5: Odhad hustoty s hrgr = 0,9639, odhad (—), ptivodni funkce (—)

5.2 Metoda maximalniho vyhlazeni

Princip maximalniho vyhlazeni (maximal smoothing) — MS (nebo pfehlazeni) znamena, Ze vy-
bereme nejvétsi stupent piehlazeni kompatibilni s odhadovanou hustotou. Ziskame tak horni
hranici pro odhad optimdlni $itky vyhlazovaciho okna. Tato hodnota pak mitzZe slouZit jako
pocate¢ni aproximace pro nékteré z dalsich metod. Princip spoc¢ivéd v tom, Ze hleddme hustotu,
pro kterou V(f*)) nabyva minimalni hodnoty, a tedy vztah pro hep 0,1 nabyva maximalni hod-
noty.

Véta 5.1 (Terrell 1990). Mezi vsemi hustotami f s nosicem [—1, 1] md hustota rozdéleni Beta(k+2, k+2)
k+3)!
(o) = R (L= 2 el <1,
0 jinak,
nejmensi hodnotu integralu [ (f® (:c))2 da.
Lze ukazat, Ze plati

1
1. of = [ | 2%gr(z)dz = T1+5

2. Pror >0, [(rg® (rx))2 dz = r2k+1 [(g*) (:13))2 dx pro kazdou hustotu, pro kterou integral
existuje.

3. Jestlize hustota g ma rozptyl o2, pak hustota 22 g (%2 z) ma rozptyl o%. (Podrobnéji napt. [5].)

Jestlize f je nezndma hustota s rozptylem o2 a g je hustota rozdéleni Beta(k + 2, k + 2), pro
kterou je V (g*)) minim4ln{, pak

(k)2 7 & (k) 27t
Ropt, 0,k < 50/c( ok ;k(v(gk ))

Hodnotu o 1ze odhadnout pomoci dfive uvedenych vztahti a o, = ﬁ

Hodnotu V(g,(f)) lze vypocitat pomoci specidlnich ortogonalnich polynom [5]:

(k)y (k) 2, (2k + 3)!(2k + 2)!
Vg —/_1(9kk (@) 4 = S o T Dk T Bk D

PouZijeme-li posledni vyjadieni (3.14), dostaneme horni hranici pro vyhlazovaci parametry

(3.14)

hopt.ox < hus = on~ 1/ @E+1p,
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piicemz
1

22K P2V (K) (2k + 1)(2k + 5) (k + 1)? (k!)? | 777
B2(K)(2k + 3)!(2k + 2)! ) '

bk=m<

Tabulka 3.1: Hodnoty by, pro optimalni jadro Kope 0,1 € Sok
k|2 4 6 8 10
be | 2,5324 3,3175 13,9003 14,3949 14,8349

Priklad 5.2. Urc¢eme hodnotu hng pro odhad hustoty s jaddrem fadu & = 2, tj. K € Sox.
Podle véty[5.1]je hustota g, tvaru

35
ga(x) = 5(1 — x2)3, x € [-1,1],

a dale z vlastnosti funkce g, a ze vztahu (3.14) plyne
1 1 1 )
o3 :/ 22gs(z) da = g @ / (9" ()" dz = 35.
—1 —1

Pak pro Kop:,0,k

~ V(K) 243\1/5
hums = on 1/5<5§(K) g)

Priklad 5.3. Pro data z piikladu 2.1 bude vyhlazovaci parametr uréeny metodou maximalniho
vyhlazeni s Epane¢nikovym jadrem (k = 2, V(K) = 3/5, 82(K) = 1/5) roven

3/5 243

Y71 0409
1/25'¥> s

hyvs = 3n_1/5(

protoze o = 1,0325 a n = 100. Vysledny odhad je vidét na obr.

0.6
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%

2 3 4

0 . 000330006
1
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Obrézek 3.6: Odhad hustoty s hng = 1,0409, odhad (—), ptivodni funkce (—)

Pozndmka 5.2. Hodnota hyg mtiZe slouZit jako horni hranice pro mnozinu vyhlazovacich para-

metrti volenych podle jiné metody, napf. metody kiiZového ovéfovani. Tedy H,, = [h¢, hus], kde
h¢ je nejmensi vzdédlenost mezi po sobé jdoucimi body X;,i =1,...,n.
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5.3 Metoda kiizového ovéfovani

Metoda kiiZzového ovérovani patii mezi nejuzivanéjsi metody pro odhad vyhlazovaciho parame-
tru. Myslenka této metody je zaloZena na minimalizaci MISE, jak je zfejmé z nasledujici iivahy:

MISE f(, E/ Fla,h) = f(2))? da

:E/fz(:z:,h)d:z:f2E/f(x,h)f(m)dx+/f2(a:)dz
MISEfA(x,h)—/fg(x) dx:E</f2(x,h)dx—2/f(x,h)f(:c) dx).

Definujme funkci kiiZového ovérovani
. 2 < .
h) = [ fA(z,h)de — = (X, h), 1
)= [ Plamdn= TS0 6.15)

kde f_i(X;,h)j je odhad v bodé X; bez pouZiti tohoto bodu.
Véta 5.2. Plati
ECV(h) = MISE f(., / f(x

tji. CV(h) je nevychylenym odhadem

E(/fQ(x,h)dx—2/f(x,h)f(x)dx).

Diikaz. Stfedni hodnota prvniho ¢lenu rovnice (3.15) je zfejmad, potfebujeme spocitat sttedni hod-
notu druhého ¢lenu tohoto vyjadreni.

1 n . 1 n 1 n
B Z foi(Xi h) = E— Z — ZKh(Xi - Xj)
i=1 i=1 j=1

i
1 n n
=F— Kp(X;, — X,))=FK;(X;1 — X
n(n—l);; h( i J) h( 1 2)
JFi
/ Kp(x—y)f(y) f(z )dxdy—E/fJ;h x)dx.
Ef(vrh)

Odtud
ECV(h E/fohdx—zE/th z) dz.
O

Odhad hpt 0,1 je dan vztahem hoy = arg mingep,, CV(h). Odtud plyne, ze CV(h)+ [ f2(z

je pro kazdé h nevychylenym odhadem MISE(h). ProtoZe [ f%(z) dz nezavisi na h rnlnlmahzace
E CV(h) odpovidd minimalizaci MISE. Jestlize predpokladame, Ze min CV(h) ~ min E CV(h),
dostaneme dobrou aproximaci optimélni hodnoty h.

Pozndmka 5.3. Predpoklddejme, Ze k = 2. Pak vychyleni odhadu muize byt velké, jestlize f”
nabyva velkych hodnot, tj. kfivost hustoty je velka. Pfi vyhlazovani se tato objevuje ve ,vrcho-
lech”, kde je vychyleni zdporné, nebo v ,idolich”, kde je vychyleni kladné. Odhad ma tendenci
~yhladit” tyto jevy, jak je patrné z obrazku 3.8

Priklad 5.4. Jadrovy odhad hustoty dat z pfikladu [2.1]je zobrazen na obr. Pro rekonstrukci

bylo pouzito Epane¢nikovo jadro a vyhlazovaci parametr uréeny metodou k¥fZového ovéfovani
hev = 0,5628.
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Obrézek 3.7: Porovnani minima MISE (¢ervenou) a minima funkce kfizového ovétovani CV
(modrou) pro simulované data
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Obréazek 3.8: Zahlazeni vrcholii a tidoli pfi odhadu hustoty smési normalnich rozdéleni
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Obrézek 3.9: Odhad hustoty s hcy = 0,5628, odhad (—), ptivodni funkce (—)
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5.4 Itera¢ni metoda
Pfipomenime nyni vztah (3.6):
ATV (hopto.k) = 2k AISB(hopt,0.k)-

PfepiSeme tuto rovnici

V(K) 2k B3(K)
= 2kh k (2 e V(f®) = (3.16)

Problém nalézt hpy ok, pro které AMISE f(-, h) nabyva minimalni hodnoty, je tedy ekvivalentni
fedeni této rovnice. Zde se ovéem vyskytuje stejny problém — nezndme hodnotu V' (f*)), a proto
budeme pocitat s odhady rozptylu a vychyleni. Tyto odhady uvazujeme ve tvaru

varth h/K2 x—hy)dy
biasf(z, h) = biasf(z, h) = (K * f)(z,h) — f(x,h)
= f(@ = hy, WK (y)dy — f(x,h).
Odtud plyne
ATV(- h) =

AISB/ (., /(/fm—hy, K(y )dy—f(:c7h)>2dm

:/(/K(y);nlhlf (x_hZ_Xi)dy—nlhK <x_hXi>>2dw

vyraz lze upravit pomoci konvoluci a dostaneme

(Kx K« KxK-2KxK+«K+K=xK) (X ;XJ)

(55

Funkce A(z) = (K * K * K * K — 2K %« K * K + K * K )(z) md tyto vlastnosti

7 2
P

/sz(z)dZ:O, j=0,1,...,2k—1,

/ZQkA(Z) dz = (2:) BZ,
wia= 1 (3)

ATSB/(-, h) je vychylenym odhadem AISB, a proto budeme uvaZovat

AISBJ(., Z An(Xi — X;)

1,5=1
i#]
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Misto rovnice (3.16)) feSime rovnici

V(K) 2k &
w2 X X5) =0
3,j=1
i#j
Tuto rovnice Ize také prepsat ve tvaru:
nV(K)

h (3.17)

Tk A(X - X))
oy

Uvedenou rovnici lze fesit Newtonovou metodou, nebof derivaci funkce 1ze snadno spocitat

uzitim konvoluci. Re$eni této rovnice oznac¢ime hyt.
Reseni rovnice (3.17) 1ze povaZovat za vhodnou aproximaci hepe 0. 5. Tato skute¢nost je dokdzana
v nésledujici véteé [3].

Véta 5.3. Necht

K 2(K
P(h) = Véh) _ 9kp2k 5(2]{;(!)2) V(f(k))
a
~ V(K) 2k <
B =" 25 - xy)
Z%j;é:jl
Pak plati

EP(h) = P(h) + o(h?**1),
var P(h) = % (MV(f) +o(n"2nY).

YN

Pozndmka 5.4. Rychlost konvergence pro metodu kfiZového ovéfovani:
hov = hopto2 _ O(n=1/19),
hopt,O,Q
Rychlost konvergence pro itera¢ni metodu
hir — hopto2 _ O(n=1/19)
hopt,O,Q

Réady rychlosti konvergence pro CV metodu a iteraéni metodu jsou stejné, ale vyhodou iteraéni
metody je mensi vypocetni naro¢nost.

Pfiklad 5.5. Jadrovy odhad hustoty dat z ptikladu[2.1]s Epane¢nikovym jaddrem a vyhlazovacim
parametrem uréenym itera¢ni metodou je uveden na obr.

Shrneme-li na zadvér doposud vypoéitané hodnoty vyhlazovacich parametri pro simulovana
data z pfikladu 2.1} mizeme vizudlné porovnat jednotlivé odhady — viz obrézek B.11

hopt,0,2 = 0,6122  hgrgr = 0,9639  hyms = 1,0409 hoy = 0,5628  hir = 0,5314
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Obrézek 3.10: Odhad hustoty s & = 0,5314, odhad (—), ptivodni funkce (—)

6 Automaticka procedura

Obdobné jako v piipadé regresni funkce muizeme nalézt podobnou formuli pro AMISE f(-, h),
ve které budou jednotlivé parametry K, h, k separovany, coZ ndim umozni navrhnout proceduru
pro simultanni volbu téchto parametrd.

Vyjdeme ze vztahu

dok h?’ét,o,kV(f““)))

AMISE (hopt o) = T(K) <nh Con 525 (k1)2
opt,0, ok

Ze vztahu pro hgpt o 1 vypolteme V(f(*))
o0 (k!)?

2k+1
anhopt,&k

V() =

a tuto hodnotu dosadime do predchoziho vztahu:

(2k + 1)dox

AMISE(h‘OPt,O,k‘) = T(K) anh 0.k .
opt,L,

Tento vztah je zdkladem automatické procedury, ozna¢me jej L(k) ve shodé s oznacenim u re-
gresni funkce. Podobné mnoZinu vhodnych ¥adi k£ ozna¢me

I(ko) = {2j,j —0,..., {%H

Krok 1 Pro k € I(ko) najdéte optimalni jadro K,pt0x € Sok, které je dano tabulkou [1.2} k nému
ptislusny kanonicky faktor do.

Krok 2 Pro k € I(ko) a Kopt 0,k € Sor, najdéte optimalni vyhlazovaci parametr ﬁopt,oﬁk.

Krok 3 Pro k € I(ko) vypoctéte hodnotu vybérového kriteria L(k) s vyuzitim hodnot ziskanych
v krocich 1a 2.

Krok 4 Vypottéte optimélni hodnotu ¥adu k, které minimalizuje funkcional L ().
Krok 5 Pouzijte parametry z pfedchozich kroki ke konstrukci optimalniho jaddrového odhadu hus-

toty, j.
R « 1 n z— X;
(=]

opt,O,l; i=1 hopt,OJAc
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0.6

0.51 q
0.41 q
0.3f ]
0.2 q
0.11 4
0 g 200K 3¢ X X %
-2 -1 0 1 2 3 4
(a) Odhad s hopt,0,2
0.6 T T T T T 0.6
0.5F 0.5F
0.4r q 0.4r
0.3F q 0.3F
0.2F q 0.2F
0.1r 0.1r
0 . OO NI 00K -2 * 0, OO NI 00K -2 *:
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
(b) Odhad s hREF (C) Odhad s hMS
0.6 0.6
0.5F q 0.5+ 4
0.4F 1 0.4+ 4
0.3F 4 0.3} 4
0.21 0.2 B
0.1f 1 0.1 |
0, : J0MCCNETE 200K 205 * 0 L 2008 200 56306 "
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
(d) Odhad s hcv (e) Odhad s hit

Obrazek 3.11: Srovnani odhadt pro data z pfikladu

P¥iklad 6.1. Aplikace procedury na data z pfikladu2.1} Maximalni ¥4d jadra zvolme ko = 8, tedy
mnozina moznych ¥adu jader je 1(8) = {0, 2,4, 6, 8}. Pro tyto fady spotitejme hodnoty z kroki
1-3.

V toolboxu Matlabu, ktery je doprovodnym materidlem téchto skript, je jako implicitni me-
toda pro odhad vyhlazovaciho parametru automatickou procedurou pouZita itera¢ni metoda
(podrobnéji napt. [3]). Proto pfi vypoctu optimalnich parametrii pouZijeme mezivypocty z to-
hoto toolboxu.
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ko Koprox Sor: h L(K)

2 —3(a2-1) 1,7188  0,5314 0,0141
4 L2 1)(7a2 - 3) 2,0165 1,0734 0,0131
6 —105(32 _ 1)(332* — 3022 +5) 2,0834 1,6460 0,0125
8 B15(22 —1)(7152% — 10012* + 38522 — 35)  2,1021 2,1367 0,0126

Z tabulky vidime, Ze optimélni ¥4d jadra je k = 6. Vysledny odhad je uveden na obrazku

0.6

0.51 1

0.4r q

0.3F q

0.2r q

0.1r q

%

2 3 4

0 s 026300 X
-2 -1 0 1
Obrazek 3.12: Simulovand data (x) s jadrovym odhadem hustoty p¥i pouZiti procedury (—)
a pavodni funkci (—)

Pfi bliz§im pohledu na odhadnutou hustotu je patrny vliv pouZiti optimélniho jadra vyssiho
fadu. Jadra vyssich fadtt mohou nabyvat zapornych hodnot a tim ovlivnit vyslednou odhadnu-
tou funkci - viz obrazek V takovém piipadé je vhodné pouZit jinou metodu pro nalezeni
vyhlazovaciho parametru, pfipadné pouZit jiné jadro. Lze doporucit jadra t¥idy Spe, napi. kvar-
tické jadro: K(z) = 12(1 — 2?)%I|_1 1)(z), nebo jadro triweight: K(z) = 33(1 — 2%)31_y 1)(x).

7 Aplikace na redlna data

Datovy soubor obsahuje morfologicka méfeni padeséti exempléfti od obojitho pohlavi a obou ba-
revnych forem (oranzova a modrd) krabti rodu Leptograpsus|'|Pro odhad hustoty ndm postacuje
jeden druh méfeni, vybrali jsme délku podél sttedové osy krunyte, kterd byla méfena v milime-
trech. Data jsou uvedena v tabulce

UZzitim vyse uvedenych metod pro odhad vyhlazovaciho parametru jsme (pfi pouZiti Epanec-
nikova jddra) dostali nasledujici hodnoty:

hrEr = 95,7856, hyms = 6,2480, hcev = 8,1317,  hir = 6,8263.

U automatické procedury je v toolboxu implicitné nastavena itera¢ni metoda pro odhad vyhla-
zovactho parametru, proto jsme tuto volbu ponechali i zde, at ma ¢tendf moznost porovndni pfi
vlastnich vypoctech. Pfi pouziti procedury vyjde vyhlazovaci parametr roven hpyoc = 31,7329
s optimalnim jaddrem K, 0 5. Vysledné odhady hustoty na jsou zachyceny na obrazku

1Cely datovy soubor je dostupny v programu R.
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(a) Jadro Kopt,0,6 (b) Odhad hustoty

Obrazek 3.13: Jadro tfidy Sps a k nému pfislusny odhad hustoty pfi pouZiti procedury (—)
a puvodni funkei (—)
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Obrazek 3.14: Grafy odhadnutych hustot pro délku krunyfte
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Shrnuti

Odhad hustoty pravdépodobnosti f v bodé z je tvaru

n

floh) = ~ K(x;X)

Asymptotickd stfedni kvadraticka chyba jadrového odhadu hustoty pravdépodobnosti
sjadrem fadu k je souctem asymptotického tvaru rozptylu (AIV) a druhé mocniny vychyleni
(AISB)

AMISE(h):V(fj) WFB(K)V(f®).
nh_~ (k )
ATV AISB

Optimélni vyhlazovaci parametr vzhledem k AMISE pro odhad hustoty pravdépodobnosti
s jadrem fadu k je tvaru
kit _ Gon (K)?
opt, 0,k — anv(f(k))7

tj. hopt.ok = O(n~Y k1) AMISE(hopr0.x) = O(n™2F/(2k+1),

Metody pro odhad optiméalni hodnoty vyhlazovacitho parametru h

e metoda referen¢ni hustoty

y 22kk!3ﬁ
REF ™ ( (2k)1k

2k+1 1
doron” T,

e metoda maximalniho vyhlazeni

h/l\/IS — 3n_1/(2k+1)bk,

My

e metoda kiiZového ovéfovani

hcv—arghnenn /f2 x,h) dx—fo_ (X, h),

e iteralni metoda

nV(K)
2k > 1 J 1 Ap(X; — X;)

hit = pevny bod funkce: h =

Automatickd procedura pro simultdnni volbu optimalniho jddra, vyhlazovaciho parametru
a fadu jadra je dostupna v toolboxu Matlabu.

Dodatky a cvic¢eni

1. DokaZte vztah pro tvar chyby AMISE.
2. Dokazte vztah (3.13).

3. Spocitejte (3.10).
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4. Spocitejte hyig pro

V(K) _ 3/5 _
BIEK) — (/57 — 1%

e kvartické jadro K (z) = 12(1 — 2?)?, je-li % = (15//77)2 = 35.
2

e Epane¢nikovo jadro K (z) = 3(1 — 2?), je-li

5. Aplikujte metody pro odhad vyhlazovacitho parametru a automatickou proceduru na si-
mulovand i redlna data.

48



