1. GRASSMANNOVY VARIETY

Grassmannova varieta G(k,n) ma velice bohatou strukturu. Za¢neme s tim, ze ji popiSeme
jako mnozinu, teprve poté ji nadefinujeme jako projektivni varietu. Jako mnozina je G(k,n)
mnozina vSech k-rozmérnych podprostoru ve vektorovém prostoru K. Je-li (vy,...,vx) li-
nearné nezavisla k-tice vektoru z K", pak oznac¢me [vi,...,v;] vektorovy podprostor jimi
generovany. Mame tak zobrazeni

(K™ D V(k,n) - G(k,n)

a G(k,n) je jisty kvocient definiéniho oboru V(k,n) (tj. mnoziny linedrné nezavislych k-tic
vektoru). Nenf Spatné si uvédomit, ze se jednd o kvocient podle akce grupy GL(k) linedrnich
izomorfismt K*, kterd ptsobi na k-ticich vektortt pomoci maticového nésobeni, tj. nahradi
tuto k-tici jinou, slozenou z odpovidajicich linedrnich kombinaci,

('Ul, ooy vk)(aij) = (Z ViQily ey Zviaik)-

Nagim cilem nyni bude G(k,n) popsat jako podmnozinu néjakého projektivniho prostoru. K
tomu vyuzijeme vnéjsf mocninu A¥K™ vektorového prostoru K. Plati totiz, ze vnéjsi soucin
vy A -+ A vy se pfi zméné baze zméni pouze vynasobenim skaldrem (konkrétné pii zméné o
akci matice A se soué¢in vynésobi det A). Zobrazeni

G(k,n) — P(APK™), [v1,...,05] — [01 A==+ A

je tedy dobte definované, nazyva se Pliickerovo vlozeni. Ukazeme nyni, Ze je injektivni a jeho
obrazem je projektivni varieta. K obojimu se budeme snazit z tenzoru w = v1 A - - - A vy, ziskat
zpét podprostor [v1, ..., vg]. Definujme zobrazeni

0ot K" — AMHKY v — wAw.
Ziejmé plati
[v1,...,vK] = ker @,
nebot vy A - Awv, Av = 0, pravé kdyz v1,..., v, v jsou linedrné zdvislé. Z tohoto ihned

plyne injektivita Pliickerova vlozeni. PopiSme nyni jeho obraz pomoci polynomiélnich rovnic.
Hlavn{ ideou je, ze jadro zobrazeni ¢, ma vzdy dimenzi nejvyse k. Plati totiz:

Lemma 1.1. Jsou-li uy,...,u, linedrné nezdvislé, pak uq,...,u, € ker @,,, prdavé kdyz
w:ul/\---/\uT/\w'.

Diikaz. Doplime uy, ..., u, do bdze K". Potom u;; A---Au;, s < --- < i tvoii bazi AFK™.
ZapiSeme-li w v této bézi, je podminka u; € kery,, tj. w A u; = 0 ekvivalentni tomu, ze
v8echny koeficienty u bazovych prvki, ve kterych se nevyskytuje u;, jsou nulové. Proto se ve
vSech ¢lenech musi vyskytovat vSechna uq,...,u, a w mé kyzeny tvar. O

Vidime tedy, ze obrazem Pliickerova vlozeni jsou pravé ta w € AFK”, pro néz ker ¢, ma
dimenzi alespon k (pfitom vétsi dimenzi mit nemuze) nebo ekvivalentné ¢, ma hodnost
nejvyse n — k. To lze Tict také tak, ze matice ¢, ma vSechny minory fddu n — k& + 1 nulové.
Protoze jsou tyto minory polynomislni vyrazy v soufadnicich projektivniho prostoru P(AFK"),
je obrazem Pliickerova vloZeni projektivni varieta. Odted budeme vzdy G(k,n) uvazovat jako
varietu v P(AFK™).

V nésledujicim budeme potiebovat, ze G(k,n) je ireducibilni. To se jednoduse vidi pomoci
zobrazeni v : V(k,n) — G(k,n) definovaného vyse. Toto zobrazeni je zfejmé reguldrni a

1



2

surjektivni (stacilo by i dominantni). Protoze je (K")¥, a tedy i V(k,n), ireducibilni, bude
ireducibilni i obraz G(k,n).

V nasledujicim se nam bude hodit, Ze zobrazeni v je oteviené. Zakladni priklad otevieného
zobrazeni v topologii je projekce sou¢inu X x Y — X (v algebraické geometrii se toto musi
dokézat znovu, protoze sou¢in ma vice otevienych mnozin). Jednoduchym zobecnénim jsou
pak tzv. bandly, které vypadaji jako soucin pouze lokdlné. Nase zobrazeni je bandl, jak za
chvili ukazeme.

Lemma 1.2. Necht X a'Y jsou kvaziprojektioni variety. Pak je projekce X xY — X oteviend.

Dukaz. Tvrzeni staci dokdzat pro projektivni variety, protoze zizeni otevieného zobrazeni na
oteviené podmnoziny je oteviené. Nechf je 7 : U C X x Y bézova oteviend mnoZina, tedy
doplnék U = (X x Y) \ V(g) nulové mnoziny néjakého polynomu g = g(z,y). Potom x € X
nelezi v 7(U) préaveé kdyz g(x,—) je nulovy na celém Y, tj. g(z,—) € I(Y). To je ale linedrni
podminka na koeficienty g(x, —) € Klyo, - . -, Ym], které zavisi polynomialné na xg, ..., z,. O

Uvazujme podmnozinu U C V(k,n) danou k-ticemi (vy,...,vy), jejichz projekce do K¥
tvofeného prvnimi k souradnicemi jsou linedrné nezavislé. Jejich vhodnou kombinaci, tj. vy-
nasobenim vhodnou invertibilni matici A, mizeme dosdhnout toho, ze tyto projekce tvoii
standardni bazi K¥. To znamen4

_ A\ _ E
(v1,...,vp)A" = <B>A - (BA_1> = (e1 +wi,...,ex + wg)

Potom [v1,...,v;] = [e1 + w1,...,ex + wi| a navic baze (e1 + wi,..., e + wi) uvedeného
tvaru (projekce do K¥ dévaji kanonickou bazi) je jedind. To znamend, Ze zobrazeni

(K"_k)k — G(k,n), (wi,...,wg)— [e1 +wr,..., e+ wg]

je regularni bijekce a neni tézké napsat predpis pro jeho inverzi, ktera je regularni na jisté
oteviené mnoziné U C G(k,n), konkrétné na obraze predchoziho zobrazeni. Vzhledem k

~

tomu, jak jsme tento izomorfismus odvodili, je ziejmé, ze v(U) = U a pii uvedené identifikaci
U = (K" %)% m4 zobrazen{ piedpis
<A> —3 BA™L.

B

>~

A¢ to tak na prvni pohled moznd nevypadd, jedna se o projekci. To je ddno tim, ze U
(K"=*)* x GL(k) pomoci

@) 5 (BA™, A).

Shriime situaci nasledujicim diagramem

K=kt x GL(k) = U < V(k,n)
Jo ]
KRk~ U c G(k,n)

Konstrukci lze provést i s jinymi slozkami nez pravé s prvnimi k. Vzniklé mnoziny U pokryvaji
G(k,n) a mnoziny U pokryvaji V(k,n). Jelikoz je kazdé ztuzeni U — U oteviené, jednoduse
se ukéze, ze i celé v : V(k,n) — G(k,n) je oteviené.
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Projektivni verze Grassmannovy variety je varieta k-rozmérnych projektivnich podpros-
toru, kterym budeme v dalsim tikat k-roviny, v P". To je ale to samé, co (k + 1)-rozmérné
vektorové prostory v K1 budeme tedy znadcit

G(k,n)=G(k+1,n+1).
Nad G(k,n) krom V(k,n) existuje jesté celd fada dalsich bandla (pficemz vSechny v jistém
smyslu vzniknou z V(k,n) — jsou k nému tzv. asociované). My budeme potiebovat nasledujici
“tautologicky bandl”

Y ={(A,z) € G(k,n) xP" | z € A} C G(k,n) x P"
Pomoci ¥ definujme pro projektivni varietu X C P" tzv. incidenéni varietu Cx(X) jako
Ch(X)={A e G(k,n) | XNA#0} CG(k,n).
Ukéazeme nyni, ze se skutecné jedna o variety. V piipadé ¥ to plyne z néasledujiciho
(w],[v]) € B <= wAv=0.

Oznacfme-li projekce 71 : ¥ — G(k,n) a my : ¥ — P, pak Cp(X) = 71 (7, (X)) a jde tedy
také o projektivni varietu. Poznamenejme, ze ¥ — G(k,n) je opét bandl s fibrem P,

Rekneme, Ze obecny bod x variety X m4 vlastnost P, jestlize mnozina bodu « € X majicich
tuto vlastnost je oteviend hustd (v piipadé ireducibilni X tedy oteviend neprézdnd) nebo

obecnéji, pokud mnozina bodi x € X majicich tuto vlastnost obsahuje néjakou otevienou
hustou podmnozinu.

Tvrzeni 1.3. Je-li k > 1, tak obecnd k-rovina obsahuje obecnou l-rovinu a obecnd [-rovina je
obsazena v obecné k-roviné.

Diikaz. Necht U C G(I,n) je oteviend neprazdnd. Smysl prvniho tvrzeni je, ze mnozina
V={AeG(k,n) |IF €U : T C A}
je oteviend neprazdna. Uvazujme nasledujici zobrazeni

§: KOHDEHD s G(1,n)

posilajici (k + 1)-tici vektort (vo,...,v;) na l-rovinu [vg,...,v;]. Potom V = ~v(6~1(U)) a
prvni tvrzeni plyne z otevienosti 7. Druhé tvrzeni se ukaze podobné z otevienosti § (ta plyne
z toho, Ze to je slozeni projekce a v pro l-roviny). ([l

2. DIMENZE

Definice 2.1. Rekneme, ze projektivni varieta X C P m4 kodimenzi nejvyse k, jestlize kazdy
k-rozmérny projektivni podprostor (zkracené k-rovina) A C P™ protind X. Samoziejmé pak
X mé kodimenzi prévé k, jestlize navic existuje (k — 1)-rovina disjunktni s X (tedy X nem4
kodimenzi nejvyse k + 1). Dimenzi variety X pak nazveme ¢islo d = n — k.

Zabyvejme se nyni (k—1)-rovinami v pripadé, ze X mé kodimenzi k. Podle definice existuje
néjakd, ktera je disjunktni s X. Ukdzeme nyni, Ze ve skute¢nosti obecnd (k — 1)-rovina bude s
X disjunktni. Uvazujme tedy varietu incidence Cp_1(X). Ta je uzaviena a podle predchoziho
také vlastni, takze jeji komplement

G(k —1,n) N Cxp—1(X),

sklddajici se préavé z (k—1)-rovin disjunktnich s X, tvoii otevienou neprazdnou, a tedy hustou,
podmnozinu.
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Lemma 2.2. Dimenze projektioni variety X je rovna mazximu z dimenzi jejich ireducibilnich
komponent.

Diikaz. Oznaéme komponenty X;. Jelikoz je kazda X; obsazena v X, plyne piimo z definice, ze
dim X; < dim X. Pfedpokladejme, Ze je tato nerovnost striktni pro v8echna ¢. Potom obecna
k-rovina je disjunktni s kazdou X; a tedy i s X. To je spor s tim, ze kodimenze X je k. [

Je-li A nyni k-rovina, obsahujici néjakou “obecnou” (k— 1)-rovinu, tedy takovou disjunktni
s X. Potom X N A musi byt koneé¢na, jelikoz je disjunktni s projektivni nadrovinou a je tedy
afinni. Ve skuteénosti opét plati, Ze mnozina v8ech k-rovin majicich koneény prunik s X tvoii
otevienou neprazdnou podmnozinu. To je proto, Ze obecnéd (k — 1)-rovina je disjunktni s X
a tedy obecnd k-rovina A obsahuje (k — 1)-rovinu disjunktni s X. To ale znamend, ze prunik
X NA C A musi byt koneény, protoze je disjunktni s néjakou nadplochou a je tedy afinni.

Ve skutecénosti plati, ze pocet pruseciku X N A je pro obecnou k-rovinu maximélni mozny
a roven stupni variety X.

Priklad 2.3. Ve dvou trividlnich (extrémnich) ptipadech, lze zcela charakterizovat variety
urcité dimenze. Podle definice varieta X C P"™ ma dimenzi 0, tj. kodimenzi n, pravé kdyz
kazdd n-rovina (ta existuje jedind a to P™) protne X, tedy X je neprazdnd, a navic existuje
(n — 1)-rovina, kterd je s X disjunktni. Potom je ale X afinni a tedy konec¢na.

Varieta X C P" mé dimenzi n, tj. kodimenzi 0, pravé kdyz kazda 0-rovina, tj. bod, protina
X. To ale znamena, ze X = P".

V soucasné chvili neni viibec jasné, zda dimenze zavisi pouze na varieté, nebo i na jejim
vlozeni do P™. K tomu, abychom tuto nezavislost ukazali, bude potifeba dimenzi popsat jinym,
invariantnim zpusobem. Necht P je libovolny bod (k — 1)-roviny A C P" disjunktni s X.
Uvazujme projekci z bodu P. To je regularni zobrazeni

P {P} — P!
dané volbou nadroviny I' C P". Obraz 7(Q) je potom jediny prisecik piimky PQ s I' = P71,
Ve vhodnych soufadnicich, ve kterych P = (0:---:0:1) aT' = P" ! m4 7 predpis
(ot rmp) = (ot Tp1).

Ukézeme nyni, ze obraz 7(X) ma stejnou dimenzi jako X. Zaroven porovname dals{ invari-
ant, stupen transcendence trdegK(X) télesa K(X) raciondlnich funkci na X. Jednd se o
maximalni pocet prvku K(X) algebraicky nezdvislych nad K. Jsou-li tyto prvky aq,...,as, je

K(aq,...,as) izomorfni podilovému télesu okruhu polynomu v s proménnych. Kazdy prvek
K(X) je algebraicky nad K(ay,...,as). Jelikoz je K(X) konetné generované, je uz rozsiteni
K(X) : K(ay,...,as) koneéné. Plati, ze libovolny maximalni systém algebraicky nezéavislych

prvku mé stejny pocet.
Tvrzeni 2.4. Plati dim7(X) = dim X a trdeg K(7(X)) = trdeg K(X).

Diikaz. Prvné si uvédomme, Ze pro prvni rovnost chceme dokazat codim w(X) = codim X —1.
Necht tedy A C P*~! je libovolnd (k—1)-rovina. Potom 7! AU{ P} je k-rovina a proto protind
X. To ale znamend, ze A protind m(X). Zaroven m(A) je (k — 2)-rovina disjunktni s m(X),
protoze A je disjuktni s X.

Pro vypocet stupnu transcendence pripomenme, ze K(X) je generované x/xo, ..., Zn/xo,
kde predpoklddame, ze ¢ neni nulové na X, tj. zo & I(X). Zobrazeni X — 7(X) je dom-
inantni, lze tedy chépat K(X) jako rozsiteni K(7(X)). Jako takové je generované jedinym
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prvkem z,,/xg. Uvdzme libovolny homogenni polynom f € I(X) stupné d, ktery je nulovy na
X, ale nikolivna P = (0:---:0:1). To znamen4, ze jeho koeficient u 2¢ je nenulovy a fakt,
ze f/xd = 0 v K(X) vyjadiuje piesné, ze prvek z,/zg je algebraicky nad K(m(X)). Je tedy
rozsiteni K(X) : K(7w (X)) kone¢né a proto se stupné transcendence rovnaji. O

Dausledek 2.5. Plati dim X = trdeg K(X).
Diikaz. Dukaz provedeme indukei vzhledem ke k = codim X. Pro £k = 0 mame X =P" a
trdeg K(X) = trdeg K(z1 /o, ..., xn/x0) = n = dim X.
Je-li X vlastni podvarieta, zvolime projekci w jako vySe a dostdavame
dim X = dim7(X) = trdeg K(7(X)) = trdeg K(X)
podle ptredchoziho tvrzeni a indukéniho predpokladu. ]

7Z dikazu véty lze odvodit dalsf charakterizaci dimenze. Je-li zobrazeni f : X — P¢ surjek-
tivni obecné konecné!, je dim X = d. Lze totiz f nahradit kompozici

X =T, CP" x P! — P,

kde T'; zna&i graf f. Pfitom projekce P* x P4 C P(+1)(d+1)=1 _ Pd jo projekei ve smyslu
kompozice projekci z bodu a lze tedy aplikovat pfedchozi tvrzeni (jen v tomto piipadé X
prochazi bodem, ze kterého se promitd).

Tvrzeni 2.6. Necht f: X — Y je surjektivni obecné konecné zobrazeni mezi ireducibilnimi
projektivnimi varietami a X ;Cé X wlastni podvarieta. Potom f(Xo) ;Cé Y je také vlastni
podvarieta.

Diikaz. Prvné muzeme Y nahradit libovolnou afinni otevienou podmnozinou, napiiklad Yy,
a X piislusnym vzorem Xz, ktery je také afinni. Poté mizeme X nahradit grafem I'y, takze
f je ztizenim projekce A™ — A™. Na zavér si uvédomme, ze sta¢i dokazat tvrzeni v piipadé
m = n — 1, protoze obecny piipad je kompozici takovych projekci. Jsme tedy v situaci, kdy

XCA", YCA™! a flay,.. o xn) = (1, ., Tp—1)-

Piedpokladejme sporem, ze f(Xp) = Y. Potom K(Xy) i K(X) lze povazovat za rozsireni
K(Y), navic algebraické, protoze je f obecné koneéné a existuje tedy h € I(X), které je
nenulové na néjakém bodu f~1(Y) \ X. Po vyjddien{

h = ap(z1,.. .,xn_l)xﬁ + - +ag(rr,. .., Tn-1)

je pak ziejmé, ze néjaky koeficient a; ¢ I(Y) a generdtor x,, € K(X) nad K(Y) je tedy
algebraicky. Zvolme jeho minimdlni polynom, po vyndsobeni vhodnym polynomem z K[Y]
muzeme dosahnout toho, ze je tento prvkem K[Y][t] a navic primitivni. Ozna¢me jej opét h.
Podobné necht hg je minimdln{ polynom z, € K(Xo) nad K(Y). Zfejmeé plati h(z,) =0 v
K (Xy), proto holh v K(Y)[t] a diky primitivité hg také v K[Y][t]. Jelikoz je h minimdlni,
musi byt h = bhg, kde b € K[Y] a diky primitivité h je b jednotka K[Y]. Protoze je X =
71 Y)NV(h) a Xo=75Y)NV(ho), dostaviame X = Xj. O

Dausledek 2.7. Je-li Xg C X podvarieta projektivnd variety X, kterd neobsahuje Zadnou jeji
komponentu, pak dim Xg < dim X.

LJe otazka, jestli je toto tieba vubec zminovat, ja jsem provedl o néco jednodu$si dukaz véty o obecné
koneéném zobrazeni, ve kterém jsem to nezminoval.
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Diikaz. Sta¢i se omezit na piipad, ze X je ireducibilni a tedy X vlastni podvarieta. P¥ipo-
merime surjektivni obecné koneéné zobrazeni 7 : X — P? dané opakovanou projekei z bodi.
Podle predchoziho tvrzenf je 7(Xo) & P? a m4 tedy dimenzi

dim Xy = dim7(Xp) < d = dim X.
O

Véta 2.8. Je-li X projektivni varieta a V(f) nadplocha neobsahujici Zidnou komponentu X,
pak plati dim(X NV (f)) =dim X — 1.

Dikaz. Podle predchoziho dusledku je jisté dim(XNV(f)) < dim X —1. Predpoklddejme nyni,
ze je tato dimenze striktné mensi. Potom existuje (k + 1)-rovina A disjunktni s X NV (f).
Potom ale X N A musi byt koneénd (lezi totiz v afinnim A \ V(f)) a jisté lze najit k-rovinu
I' C A, kterd bude s X disjunktni. To je ale spor s tim, ze k je kodimenze X. O

Pozndmka. V piipadé ireducibilni projektivni variety X pfedchozi véta tika, ze mazimum z
dimenzi komponent X NV (f) je rovno dim X — 1. Ve skutecnosti ale plati, ze vSechny kom-
ponenty X N V(f) maji dimenzi dim X — 1. To se d4 dokdzat pomoci afinni verze predchozi
véty — prechodem k afinni oteviené podmnoziné totiz muzeme z X vyfiznout vSechny kom-
ponenty X N V(f) s vyjimkou jediné a dimenze pruniku vysledné variety s V(f) pak bude
jedind zbyvajici komponenta. Podle afinni verze bude mit dimenzi dim X — 1.

Pomoci predchozi véty lze dimenzi ireducibilni projektivni variety X charakterizovat jako

“délku” d nejdelsiho retézce
NS XgG- S Xo=X

ireducibilnich variet (index zna¢i kodimenzi). Podle pfedchoziho dusledku ma totiz kazdy
fetézec délku maximalné d. Podle predchozi véty pak lze najit X, ; Xy dimenze piesné d — 1
a indukci pak fetézec délky d. V teci souradnicovych okruhti mé tato charakterizace nésledujici
vyjadieni, ve které je nyni X ireducibilni afinni varieta. Dimenze X je rovna tzv. Krullové
dimenzi K[X], kterd je definovéna jako “délka” d nejdelsiho fetézce

0=1G- G IS K[X]

prvoidedlu v K[X].
Tato definice ma tu vyhodu, ze je vyjadfena v Teci variety samotné a nezavisi na jeho

vlozeni do projektivniho prostoru a je tedy zjevné invariantni vzhledem k izomorfismam?.

Pomoci této charakterizace nyni dokdzeme nésledujici vétu vhodnou pro pocitani dimenzi.

Véta 2.9. Necht je f: X — Y surjektivni zobrazeni mezi projektivnimi varietami takové, Ze
d = dim f~(y) nezdvisi na y € Y. Potom

dimX =dimY +d.

2Ukéizeme nyni, Ze je invariantni i vzhledem k biraciondlnim ekvivalencim. To je do jisté miry jasné u stupné
transcendence, nedokdzali jsme vsak, Ze ten je dobfe definovany. Necht 7 : X — P? je néjakd obecné koneénd
projekci, kde X je ireducibilni projektivni varieta. Necht U C X je néjakd otevienid mmnozina. Ukdzeme, Ze
dim U = dim X (v definici pomoci délky fetézci). Zrejmeé kazdy ostie rostouci fetézec uzavienych ireducibilnich
podmnozin U zaddva pomoci uzdvéru ostie rostouci fetézec uzavienych ireducibilnich podmnozin X. Je tedy
dim U < dim X. Pro opac¢nou implikaci staci najit ireducibilni nadplochu Y C X, ktera nebude lezet v X \U a
pouzit indukci na Y NU C Y. Podle pfedchoziho je w(X \ U) vlastni uzaviend mnozina. Zvolme v P" libovolny
nadrovinu A nelezici v 7(X \ U) a zvolme za Y libovolnou komponentu 7~ (A), kterd se zobrazi surjektivné
na A. Potom 7 : Y — A je opét obecné konecné projekce a muzeme pokracovat indukei.
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Diikaz. Muzeme predpokladat, ze Y je ireducibilni — jinak ji rozlozime na ireducibilni kom-
ponenty. Necht Yy G Y je libovolna komponenta Y NV (g), kde g nenf nulova na Y a polozme
Xo = f~1(Yp). Ma-li Yy maximélni dimenzi dimY — 1, dostavdme indukei na Xq — Yo, ze

dimX >dimXyg—1=dimYy+d—1=dimY +d.

Necht naopak Yj je komponenta, jejiz vzor Xo = f~!(Yp) obsahuje komponentu X NV (gf)
maximalni dimenze dim X — 1. Potom

dimX =dimXyg—1=dmYy+d—1<dimY +d.
O

Priklad 2.10. Spocitejme dimenzi Grassmannovy variety G(k,n) elementarnim zpusobem.
Uvazme zobrazeni

v:V(kn)— G(k,n), (vi,...,v%) — [v1,..., 0k

s definiénim oborem V' (k,n), ktery neni projektivni, ale pouze kvaziprojektivni — chtélo by
to vdechno zobecnit, snad nékdy pifsté. Jelikoz se jednd o otevienou podmnozinu v K™, je
dim V' (k,n) = nk. Spo¢itejme dimenzi fibru f~1(A). Ten se zjevné sklad4 praveé ze viech bazi
A a lze jej tedy ztotoznit s otevienou podmnozinou K ¥ a mé4 dimenzi k2. Proto

nk = dimV(k,n) = dim G(k,n) + k>
a koneéné dim G(k,n) = nk — k* = k(n — k).

Priklad 2.11. Kazda projektivni varieta X C P™ je biracionalné ekvivalentni nadplose.
Predpoklddejme, ze X ma kodimenzi alesponn 2 a hledejme projekci

7 :P* {P} — P!,

z né&jakého bodu P tak, aby ztzeni 7 : X — 7(X) mélo v obecném fibru jediny prvek.
Podle véty o obecné konecnych zobrazenich je pak m : X — w(X) biracionalni ekvivalence
(na drovni téles raciondlnich funkei se jednd o rozsiteni stupné jedna). Zabyvejme se proto
mnozinou vSech piimek protinajicich X. To je presné C;(X) a md dimenzi d + n — 1, nebot
varieta incidence mé tuto dimenzi (projekce na X m4 fibry dimenze n — 1) a projekce na
C1(X) ma obecné konec¢né fibry.

Zabyvejme se nyni podmnozinou C;(X) téch piimek, které protinaji X ve vice jak jednom
bodé. Uvazujme zobrazeni (X x X)~\ A — G(1,n) posilajici dvojici bodu (z,y) na piimku zy.
Jeho obraz (pfesnéji fe¢eno uzaveér tohoto obrazu) ma dimenzi nejvyse 2d < d +n — 1. Proto
obecna piimka z C;(X) protind X v jediném bodé. Uvazujme nyni varietu dvojic (P, p), kde
P je bod lezici na piimce p, kterd protind X. Podmnozina téch dvojic (P, p), kde p protina
X v jediném bodé ruzném od P je podle predchoziho oteviend a neprazdnd. Libovolny bod
P vyskytujici se v néjaké takové dvojici pak bude spliiovat, ze projekce z néj bude po zizeni
na X obecné bijektivni.

Véta 2.12. Necht f: X — Y je zobrazeni mezi projektivnimi varietami a poloZme
d = min{dim f~'(y) | y € Y}.

Potom mnozina U = {y € Y | dim f~(y) = d} je neprdzdnd oteviend. Jsou-li obé X, Y
ireducibilng, pak plati dim X = dimY +d.
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Diikaz. Nahradme X C P" grafem f a zobrazeni f pak projekci
g: Ty CP'"xY —Y.

Necht minimélni dimenze fibru je d = dim f~!(yy). Zvolme libovolnou (n — d — 1)-rovinu
A C P disjunktni s f~1(yo). Potom U zfejmé obsahuje kopmlement vlastni uzaviené mnoziny
Yo =gy N (A xY)), tj. mnozinu téch y € Y, pro néz je f~'(y) disjunktni s A.

Ukazeme nyni, ze U je skutecné oteviend. Kdyby (Y \ Yp) & U, zuzime f na Yp a
pouzijeme piedchozi tvrzeni znova. Opét tedy mnozina téch y € Yy, pro néz je dim f~1(y)
minimélni, obsahuje komplement néjaké vlastni uzaviené mnoziny Y; ; Yy. Protoze je pros-
tor Y Noetherovsky, musi se posloupnost Yy 2 Y1 2 -+ stabilizovat od néjakého Y, a tedy
U =Y \Y, je oteviena.

Je-li nyn{ Y ireducibiln{, tak ztzenim na U dostavame f : f~1(U) — U spliiujici predpo-
klady ptfedchozi véty. ([l

Zajimavym dusledkem je nasledujici.

Disledek 2.13. Necht f : X — Y je zobrazeni mezi projektivnimi varietami takové, Ze
viechny fibry f~1(y) maji tutéz dimenzi. Jsou-li Y a viechny fibry f~'(y) ireducibilni, je
treducibilni 1 X .

Diikaz. Necht X = X U---UX, jerozklad X na sjednoceni ireducibilnich komponent a necht
fi + X; = Y znagi zizeni f na jednotlivé komponenty. Ozna¢me d; minimalni dimenzi fibru f;
anechf d; je maximéln{ z nich. Podle pfedpokladu je pak dimenze f; *(y) konstantni a rovna
dimenzi f~!(y). Z ireducibility fibrti pak ffl(y) = f~Yy) a tedy X = X7 je ireducibilni. O

3. BLow-up

Blow-up, blow-up v bodé
Tecny kuzel, jeho dimenze

4. TECNY PROSTOR
Definujme pro idedl I C K[zq,...,x,] jeho linedrni ¢ast v bodé P € A" jako

1

Iy ={af(P) | fe 1},
kde df(P) = 2 dzg + -+ 2Lz, (akde da; = 2; jakozto linedrni funkce na A™). Tecny

Ln
prostor TpX ireducibilni projektivni variety X v bodé P € X je nasledujici rovina

TpX = {v € K" | Va € I(X) : a(v) = 0}.
Bod P € X se nazyva hladky, jestlize dim TpX = dim X (ekvivalentné CpX = TpX). Dudlni
prostor k TpX je izomorfni

TpX = KW[ay, ... 2,]/1(X)Y,

je totiz zobrazeni KM[zy,... z,] = (K*)* — (TpX)* (dané zizenim linearni formy na
podprostor) surjektivni s jadrem pravé I(X )gpl).
Véta 4.1. Mnozina hladkijch bodu ireducibilng projektivni variety tvori neprdzdnou otevirenou
podmmnoZinu.

Dausledek 4.2. Dimenze ireducibilni variety X je rovna dim X = min{dimTpX | P € X}.
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Diikaz. PopiSme prvné mnozinu téch bodu P, pro néz ma TpX miniméalni dimenzi d = n — k
ze vSech teénych prostoru. Ta je pak ddna tim, ze néjakych k diferencidlu dfi (P),...,dfx(P)
je linedrné nezavislych, kde fi,..., fr € I(X), tedy nenulovosti néjakého determinantu. Je
tedy vskutku oteviena. Zbyva ukazat, ze je d dimenze X. K tomu pouzijeme nésledujici
charakterizaci.

Tvrzeni 4.3. Tecny prostor TpX afinni variety X je dudini k mp/m% = Mp /M3, kde
mp C K[X] je mazimdlnt idedl prislusny bodu P a Mp C Ox p je mazimdini idedl lokdiniho
okruhu X v P.

Pted dukazem tohoto tvrzeni dokonceme ditkaz véty. Z lokalni charakterizace tetného pros-
toru plyne, Ze je invariantni vué¢i izomorfismim variet. Z otevienosti mnoziny bodu, kde
dim Tp X je minimdlni, pak plyne, ze toto minimum je dokonce invariantni vzhledem k bira-
ciondlnim ekvivalencim. Protoze je kazda varieta biracionalné ekvivalentni s nadplochou, staci
rovnost d = dim X ovéfit pro ireducibilni nadplochu X = V' (f) (tj.f je ireducibilni polynom).
Pfitom je ziejmé, ze plati TpX = ker d f(P) a staci tedy ukazat, ze diferencidl df je v néjakém
bodé nadplochy X nenulovy. Protoze mé ale g—i mensi stupeti nez f, plyne z % cI(X)=(f),
ze 8% =0 a f je potom konstantni, coz je spor s ireducibilitou. O

Vratfme se nyni k diikazu tvrzeni.

Diikaz Tvrzent 4.3. Definujme prvné diferencidlni polynomidlni funkce f € K[X] v bodé P €
X, df(P) : TpX — K, jako zizeni libovolného rozsiteni na polynomidlni funkci na A",
tj. polynom. Jelikoz se kazdé dvé takové rozsiteni lisi o prvek I(X), jehoz diferenciél je nulovy
na TpX, je df(P) dobie definovany. Je-li f € m%, tedy soucet polynomialnich funkef tvaru
gh, kde g,h € mp jsou nulové v P, pak podle Leibnizova pravidla

df(P) = d(gh)(P) = g(P) dh(P) + h(P) dg(P) = 0.
0 0
Méme tedy dobfe definované zobrazeni

Dp : mp/m% — (TPX)* = K(l)[xl, s w/L'n]/I(X)g?l)

Jelikoz je kazda linedrni funkce « diferencidlem afinni funkce a—a(P) € mp, je Dp surjektivni.
Pro injektivitu necht f € mp. Tayloruv rozvoj v bodé P déva

f(z) = f(P)+df(P)(x = P)+---,
——
0
kde dalsi ¢leny jiz zjevné lezi v m?;, protoze vzdy obsahuji sou¢iny alespon dvou linedrnich
¢initeltt (x; — z;(P)) € mp. Je-li tedy df(P) =0, pak f € m% a Dp je izomorfismus. O
Pozndmka. Tayloruv polynom (a rozvoj) v reguldrnim bodé pfes lokalni parametry, lokalni
parametrizace (jakozto formdlni fada). Aplikace na biraciondlni invarianci dimenze ve smyslu

délky nejdelsiho fetézce ireducibilnich podvariet. Definice stupné protinani dvou rovinnych
kiivek v bodé.

5. STUPEN

Véta 5.1 (Bezoutova véta, elementdrni verze). Necht X,Y C P? jsou dvé krivky zadané
homogennimi polynomy X = V(f),Y = V(g). Potom pocet jejic priseciki je maximdlné
IXNY| <degf-degg.
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Diikaz. Zvolme soufadnice tak, ze (0 : 0: 1) ¢ X UY a ze zddné dva pruseciky nelezi na
piimce prochézejici timto bodem. To znamend, Ze muzeme predpokladat

Bod (z¢ : x1 : x2) je prusecikem, pravé kdyz polynomy f,g € Klzg,z1][z2] maji spolecny
koten, tj. pravé kdyz rezultanta

Res(f,g,22) € Klzo, 1]

ma4 kofen (z¢ : 7). Snadnym vypoctem se lze presvédcit, ze Res(f, g, z2) je homogenni stupné
d - e. Plat{ totiz, ze v matici zadavajici Res(f, g, z2) je na pozici (,j) bud polynom stupné
i — j nebo i — j + d, piicemz druhé plati, pravé kdyz j > d, tj. mezi (o(1),1),...,(c(n),n) je
to praveé e-krat. Tvrzeni plyne z toho, ze kazdy koten Res(f, g, x2) odpovida nejvyse jednomu
pruseciku. O

Pozndmka. S trochou préace lze ukdzat, ze v piipadé, ze se X,Y protinaji v bodé (z¢ : 21 : x2)
transverzalné, je (z¢ : x1) jednoduchym kofenem rezultanty Res(f,g,x2). To znamend, ze
kdyz se X,Y protinaji transverzalné vSude, je pocet prusec¢ikl roven piesné soucinu stupnu
deg f - deg g definujicich polynomu.

Znaci-li ag,...,aq : P! — P2 néjaké lokalni parametrizace kofenti f (napiiklad v podobé
formalnich mocninnych fad oj(zg : z1) = (xo : 21 : @j(zo : 1)), kde o € K[zg : 21]), lze
rezultantu psat (obecné ve vzorci vystupuje vedouci ¢len f, ktery jsme ale prohlésili za 1)

Res(f,g,72) = g(a1) - g(aa).

Derivaci v P = (zg : x1) dostavame za predpokladu, ze kofenem f je aq(P), vztah

d(Res(f, g, 22))(P) = d(g(e1))(P) - g(aa(P)) - - g(aa(P))

(ostatni ¢leny vypadnou, protoze obsahuji g(a;(P)) = 0). Protoze tetny prostor V(f) v bodé
a1(P) je dén presné obrazem daj(P), a jelikoz tento nelezi v ker dg(aq (P)) diky predpokladu
transverzality, je diferencidl d(g(a1))(P) nenulovy a proto je nenulovy i cely souéin. Ve
vysledku je P jednoduchym kofenem rezultanty Res(f,g,x2).

V obecném piipadé (kdy se X, Y neprotinaji transverzalné) je potieba kazdy prusecik brat s
vhodnou nésobnosti, abychom dostali jejich pocet rovny deg f - deg g. V moderni algebraické
geometrii se tato ndsobnost zavadi s pomoci schémat. Prinik X N'Y ve smyslu schémat
obsahuje totiz mnohem vice informaci nez jen body tohoto pruniku. Veskera informace je
obsazena v souctu idedlu I(X)+1(Y), ktery neni obecné radikélovy a neodpovidd tedy variete.
Radikélovy neni dokonce ani v pfipadé transverzalniho pruniku, ale rozdil mezi I(X)+ I(Y')
a I(X NY) se vyskytuje pouze v nizkych stupnich polynomu, pro k& > 0 je

IM(X)+ 10 (v) = 1R (X nY).

V takovém piipadé fikdme, ze tyto idedly maji stejnou saturaci a z hlediska schémat je
povazujeme za totozné. Stejné jako projektivni variety jsou v bijekci s radikdlovymi ho-
mogennimi idedly (po odebrani irelevantniho), podschémata projektivniho prostoru jsou v
bijekci se saturovanymi homogennimi idedly. Budeme tedy v ndsledujicim pracovat s (témér)
obecnymi homogennimi idedly a tvarit se, ze jsou to geometrické objekty. V ptipadé, ze tyto
idedly budou radikalové, budeme je ztotoznovat s odpovidajicimi projektivnimi varietami.
Necht I C K[z, ..., z,] je homogenni ide4l. Rekneme, 7e je saturovany, jestlize pro kazdy
homogenni prvek f plati zof,...,z,f € [ = f € I. Saturace idealu je nejmensi saturovany
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idedl
I={feKzg,...,z,) | Gk >0): (mg)*f C I}

obsahujici I.

Lemma 5.2. Pro homogenni idedly I,J C Klxo,...,zy,] jsou ndsledujici podminky ekviva-
lentni.
1) I=J,

(2) pro d>> 0 plati 11D = J(@,

Diikaz. Prvné dokazeme implikaci (1) = (2) pficemz zjevné staci, ze I\ = @ pro d > 0.
To je proto, ze [ = (fi, ..., fr) a kazdy homogenn{ prvek f = ayf1+---+a,f- € I dostatetné
velkého stupné mé kazdé a; tak velkého stupné, ze a;f; € (mg)¥f; C I. Pro druhou implikaci
si sta¢f uvédomit, ze to, zda f € I, zavisi pouze na I @ d>0. O

Dejme nyni do souvislosti saturované idealy s projektivni vétou o nulach. Plati, Ze zobrazeni

{radikdlové saturované idedly} v, {projektivni variety}

je bijekce (irelevantni idedl mg neni saturovany) a V(I) = 0, pravé kdyz 1 € I.

Nyni vysvétlime, jaky geometricky objekt lze saturovanému idealu prifadit. Predné je
to jeho mnozina bodi V(I) C P, ta viak opovidé idedlu v/I. Nejjednodussim pifkladem
neradikélového idedlu je I(X)?, o kterém budeme uvazovat jako o mnoziné X “nasobnosti
dva”. Zjemnénim V(I) je mnozina ireducibilnich komponent idedlu I, ktera obsahuje vSechny
ireducibilni komponenty V' (I), ale jesté nékteré variety navic. Ty jsou zdsadni pro pocitani v
soufadnicovém okruhu Kz, ..., z,]/I. Ireducibilni komponenty I se definuji pomoci tzv. pri-
marniho rozkladu (Ize to i pfimé&ji, my ale budeme primdarni rozklad stejné potiebovat).

Rekneme, ze idedl I je ireducibilni, jestlize nelze napsat jako prunik dvou striktné vétsich
idedlu. Protoze je S = K]z, ..., x,] Noetherovsky okruh, tj. neexistuje nekoneénd rostouci
posloupnost idedlu, 1ze kazdy ideal rozlozit jako koneény prinik

I=hLN---N1,

ireducibilnich ideali. Poznamenejme, ze tento rozklad neni jednoznacny v zadném smyslu.

Rekneme, zZe idedl I je primdrni, jestlize
fgel= (fel)V(ge VI).

Tato vlastnost se dé interpretovat dvéma zpusoby. Lezi-li sou¢in fg v I a f ¢ I, pak f €
V1. Toto lze také interpretovat ekvivalentné v kvocientu S/I takto: kazdy délitel nuly je
nilpotentni. Pro nds bude v nésledujicim uzitetnéjsi jeji obraceni. Jestlize prvek S/I neni
nilpotentni, pak neni délitel nuly, tj. ndsobeni timto prvkem je injektivni zobrazeni S/I — S/I.
Myslim si, ze pro homogenni ideal I, nesta¢i podminku ovérovat pouze pro homogenni prvky
f, 9. Nicméné muzeme nadefinovat primarni homogenni idedl jako ten, ktery vyse uvedenou
podminku spliiuje pouze pro f, g homogenni. To ndm bude v néasledujicim postacovat.

Lemma 5.3. KaZdy ireducibilni idedl je primdrni.

Diikaz. Necht I C S je ireducibilni ideél a f,g € S dva (homogenni) prvky spliujici fg € I.
Definujme (homogenni) idedly

(I:¢g")={heS|hg"el}
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které zjevné tvori neklesajici posloupnost
(I:9)CU:g®) S

Diky Noetherovskosti S musi pro néjaké n platit (I : g"™1) = (I : g"). Jelikoz chceme ukézat,
ze bud g" € I nebo f € I sta¢i ndm diky ireducibilité I dokdzat, ze (I + (f))N(I+(¢9")) = I.
Necht tedy h lezi v tomto pruniku (a muzeme predpokladat, Ze je homogenni). Mame

hge I+ (fg) =1,

tedy pii rozkladu h = k + lg" musi byt 1g"™! € I, coz znamend [ € (I : g"™) = (I : g") a
proto lg™ € I a konecné h € I. O

Tvrzeni 5.4. Je-li I primdrni, pak /I je prvoidedl.

Diikaz. Je-li fg € VI, tj. fFg¥ € I, pak bud f* € I nebo ¢* € VT, kazdopadné vsak f € /T
nebo g € V. O

V dal§fm nés nebude zajimat rozklad na prunik ireducibilnich idedl, ale primédrnich idealu.
Plati, ze I N J je primérni, pokud v/I = v/J (ktery je pak roven /I N.J):

fgeInJe(feDVvgeVD)&(fe)VgeVI) e (feINT)V(geVInl)

Muzeme tedy sloucit ty cinitele, jejichz radikaly jsou stejné a dostaneme rozklad na prinik
primarnich idedll, ktery ovSem stédle neni jednoznaény. Je-li vsak I = I;N---N I, takovyto ire-
dundantni rozklad na primarni, tj. takovy, ze vynechanim libovolného ¢lene se prunik zméni,
pak /11, ...,+/I, uz na rozkladu nezavisf® a pifslusné ireducibilni variety V(I1), ...,V (I,) se
nazyvaji ireducibilni komponenty (projektivniho schématu zadaného idedlem I). Samoziejmé
plati

V) =V(IiNn---nL)=V(L)U---UV(I,).

Piiklad 5.5. I = (2%,2y) = (z) N (2,y)* = (z) N (22, y) (plus obrdzek). Ireducibilnimi
komponentami tedy jsou piimka V(z) (tedy osa y) a bod V(z,y) (tedy pocatek).

Tvrzeni 5.6. Je-li V(I) = {P}, pak I'D C S@ md pro d > 0 konstantni kodimenzi, kterd
je rovna dimenzi “afinnitho souradnicového okruhu”.

Diikaz. Predpoklddejme, ze P = (1:0:---:0) a uvazme (surjektivni) homomorfismus
o : Klzo,...,xn) — Klz1,... 20,  f(zo,.. . 2n) = f(1,21,...,25)

a zlizenim na homogenni polynomy stupné d nalevo a polynomy stupné nejvyse d napravo
jim indukovany izomorfismus

©d: K(d)[xg,xl, R " K(Sd)[xl, ey Ty
Vezmeme nyni kvocient podle obrazu idedlu I a dostaneme izomorfismus
K(d)[g}o? T1y--e) xn]/I(d) i) K(Sd)['rla ce 7xn]/(pd(l(d))
Ukézeme nyni, ze prava strana je izomorfni “soufadnicovému okruhu” Klzi,...,zy]/¢(I)

pro d > 0. Podle projektivni véty o nulich mp = /I, tj. (x1,...,2,)* = (mp)¥ C I a proto

3Nebudeme to dokazovat, jen uvedeme zdkladni mys$lenkou. Tou je charakterizovat tyto prvoidedly alterna-
tivnim zpusobem jako ty, které se vyskytuji mezi idedly (I : f), f € S.
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(mg)* C (I). Diky tomu je kazdy prvek K[x1, ..., 2,]/¢(I) reprezentovén polynomem stupné
menstho nez k. Je-li tedy d > k — 1 je pfirozené zobrazeni
KED [z, . 2] fpa(TD) — Kz, ..., 2] /(1)
surjektivni. Potfebujeme dale ukéazat, ze pro d > 0 je
(D) NKED [z, .. 2] = pa(ID).

Piitom ale (mo)* NKED [y, .., 2,] € @a(ID) vady. Jelikoz je o(I)/(mg)* konecné rozmérny
vektorovy prostor generovany feknémé o(g1) + (mo)*, ..., ¢(g-) + (mg)¥, bude pro libovolné
d > max{deg g1, ...,degg,} platit, ze p(I) je generovany

(0(g1); - -, elgr)) + (mo)* C o(ID).

Definujeme Hilbertovu funkci homogenniho idedlu I C K[z, ..., x,] jako
hi(d) = dim K D[z, . .., x,] /1D,

V nasledujicim ukézeme, ze pro d > 0 je hy(d) polynom nad Q (a to sice tzv. numericky,
tj. jeho hodnoty jsou celociselné). Zatim jsme to ukédzali pro idedl, jehoz asociovand varieta ma
jediny bod. Rozsifeni na libovolné konecné mnoziny vyzaduje rozklad idedlu na ireducibilni
komponenty. Je-li I = Iy N---N I, kde V(I) = { P}, tvrdime, Ze pro d > 0 plati
hi(d) = hr,(d) + - - - + hr,(d).

Predpokladejme, ze r = 2, tj. I = I; N Is. Potom

0— S/(Il ﬂ]g) — S/Il EBS/IQ — S/(Il +IQ) — 0
je exaktni, pficemz I + I» = S, alespoii pro d > 0, nebot V(I; + L) =V (1) NV (L) =0a
tedy Iy + Io = S. Ve vysledku hr,nr,(d) = hr,(d) 4+ hr,(d) pro d > 0.

Pro nas bude primérni rozklad uzite¢ny zejména kvili tomu, Ze ndm umozni poznat délitele
nuly v S/I. Idedl I je totiz primarni, pravé kdyz kazdy délitel nuly v S/I je nilpotentni.
Rozklad na primédrni potom davéd nasledujici kritérium. Je-li (f + I) € S/I délitel nuly, pak
existuje g € S tak, ze fge I =11 N---N1, a tedy za predpokladu, ze f nelezi v zddném \/E
dostavdme g € I; pro vSechna j, tedy g € I.

Lemma 5.7. Jestlize f neni nulovy na Zddné ireducibilni komponenté I, pak f+1 € S/I je
nedélitel nuly.

Véta 5.8. Hilbertova funkce hy(k) = dimK® [z, ..., z,]/I% je pro k > 0 rovna hodnoté
(jediného) numerického polynomu, jehoZ stupen je roven d = dimV (I). Vedouci koeficient
tohoto polynomu je 1/d!-nasobkem prirozeného ¢isla deg I, které nazgvime stupném I.

Dikaz. Vétu dokazeme indukei vzhledem k dim V'(I). Je-li tato dimenze nula, vétu jsme jiz
dokézali. Necht tedy m& V(1) nenulovou dimenzi a zvolme libovolny linedrni polynom f, ktery
je nenulovy na vsech ireducibilnich komponentédch I. Potom nasobeni f zadava injektivni
homomorfismus S/I — S/I jehoz kojadro je zjevné S/(I + (f)). Oznacime-li J = I + (f)
mame tedy exaktni posloupnost

0 — SE=1 /=1y glk) /1) 5 gk) / (k) g,
Pro dimenze tedy plati h;(k) — hy(k — 1) = h;(k), neboli

hi(k) = hy(k) + -+ h;(0).
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Protoze V(I + (f)) = V(I) N V(f), je tato dimenze o jedna mensi a muzeme indukci
predpokladat, ze pro k > 0 je
ha(k) = caa(f1) + -+ eo()-
Sec¢tenim pak dostavame pro k > 0 vyjadieni
hr(k) = camn ((5) o+ (50 oo (8) o+ (5F1)) + (ko)
K1y
( Z )—const

= cd—1(/f§1) NI co(lwlrl) + const = 5d('§) + 4G (7{3) +50(]8)'

Z tohoto tvaru je jasné, ze vedouci koeficient je ¢y/d!, pficemz ¢y = cq4—1 je podle indukce
prirozené cislo. O

Priklad 5.9. Spocitejme stupen idedlu (f). V piipadé, ze f nemd nésobné ¢initele v rozkladu
na souc¢in ireducibilnich polynomu, tedy pocitame stupen I(V(f)), tedy nadplochy V(f).
Postupujme stejné jako v predchozim dikazu pro I =0, J = (f), médme tedy

ho(k) = dimK® [zg, ..., 2,] = (FI™).

n

7 exaktni posloupnosti analogické té z diikkazu, kde ale tentokrat f navysuje stupen o deg f,
dostavame pro k > 0 vztah

h(py(k) = ho(k) — ho(k — deg f) = (*1m) — (Ftn des /)
= (k”/n! +(n+-+1) - nl —I-lot)—
= (k"/nl+ (= deg f) + -+ + (1= deg /) - K" /nl + ot
=ndeg k"' /n! + lot
=deg f-k""!/(n—1)! +lot.
Je tedy stupen idedlu (f) roven stupni polynomu f.

Véta 5.10 (Bezoutova). Necht I C S je libovolny homogenni idedl a necht f € S je ho-
mogenni polynom. Potom plati

deg(I + (f)) =degI - deg f

Dukaz. Vyuzijeme exaktni posloupnost z dikazu predchozi véty, opét s posunem o deg f.
Oznac¢ime J = I + (f) a dostavame

hj(k) = hi(k) — h;(k —deg f)
- (cdkd Foeg kT 4+ lot) _ ( calk —deg ) +cg_1(k — deg f)¢! +lot)
—_———

cq-kd—cqddeg f-k4=1+lot cq—1-k9=1+lot

= cqddeg f - kT + lot
=degI/d -ddegf- k%! +lot
=deg I -degf-k¥1/(d—1)!+lot
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V piipadé, ze je f linedrni, je jeho stupen 1 a je tedy pocet pruseciku X s V(f) roven

stupni deg X.
Dausledek 5.11. Kazdy izomorfismus P™ — P" je linedrni.
Dukaz. Idea dikazu je, ze nadroviny jsou pravé nadplochy stupné jedna a ty jsou pii kazdém
izomorfismu zachovavény. Pritom ale zobrazeni zachovévajici nadroviny je (alespor pron > 1
nebo 2) nutné linedrni. O
Piiklad 5.12. Kubicks kiivka X = {(s3 : st : st2 : t3) | (s : t) € P!} C P3 neni “Gplny
prunik”, tj. neexistuje codim X homogennich polynomu, které by generovaly I(X). V nasem
pripadé je kodimenze dva a chceme tedy ukazat, ze I(X) neni generovany dvéma homogennimi
polynomy. Pokud by to byla pravda, musel by soucin jejich stupnu byt roven stupni X. Ten
se jednoduse spocita, ze je tfi. Ukdzeme prvné, ze I(X) je roven idedlu

I = (zowo — 22, o3 — T1T2, T1 T3 — x%)
Jako bézi S(@ /I(X)(D lze totiz zvolit jisté ti{dy monomi. Snadno se pak lze piesvedcit, ze
relace

ToT2 ~ !E%a Tox3 ~ T1x2, T1XTZ ~ 93%
zachovavaji soucet indexi a naopak kazda dvojice monomu se stejnym souctem indexu je
ekvivalentni. Je proto hy(k) = 3k+1 adeg = 3. Jelikoz X = V(I) je jedinou komponentou I
dimenze 1, musi byt deg X = deg I(X) néjaky délitel 3, pficemz stupen 1 mé pouze projektivni
podprostor a X neni piimka.

Podle Bezoutovy véty by za predpokladu I(X) = (f, g) musely mit polynomy f, g stupné
1 a 3, coz by ale znamenalo, ze X lezi v roviné. Jednoduse se lze presvédéit, ze tomu tak
neni. Dodejme, Ze existuji homogenni polynomy f, g takové, ze X = V(f,g) (pricemz vyjde
nejspis 1(X)? = (f, g), protoze polynomy jsou stupiii 2 a 3). V takové, piipadé iikame, ze X
je mnozinovy Uplny prunik.

Zabyvejme se nyni tim, jak spocitat stupen nula rozmérného idedlu, o kterém budeme
uvazovat afinné. Pfedné pomoci primarniho rozkladu zredukujeme problém na ideal soustie-
dény v jednom bodé. Toho dosahneme pomoci néasledujictho lemmatu.

Lemma 5.13. Necht I = I1 N Iz, pricemz d = dim V() = dim V (I2) > dim V (I;) NV (I3)
(nebo V(I;) NV (I3) = 0). Potom plati deg I = deg I + deg I5.

Drikaz. Vyuzijeme exaktni posloupnosti
0—S/(Ihinly) — S/I1®S/Iy — S/(I1 + I3) — 0.
Podle ni plati
hrnr, (k) = hr, (k) + hr, (k) — hr 41, (k)
= (degll - k4/d! +10t> + (deglg CK4d! + lot) - (10‘5)
= (deg I, + deg I5) - k%/d! + lot.

Je-li tedy I nula rozmérny idedl s primarnim rozkladem I = I; N ---N I, pak plati
degl =degli + -+ degl,

a v nasledujicim postaci spocitat primarni ideél odpovidajici bodu P € V(I), ktery oznacme
Ip. Stupen deg Ip se nazyva lokalnim stupném [ v bodé P.
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Lemma 5.14. Primdrni idedl Ip odpovidagjici bodu P € V(I) je roven I + (mp)* pro k> 0.

Diikaz. Podle Hilbertovy véty o nuldch plati v/Ip = mp a tedy (mp)* C Ip pro néjaké k > 0.
Potom

I+ (mp)k C Ip.
Pro druhou inkluzi si uvédomme, ze

VO L+ mp))=V([] L)nV((mp)*) =0
Ii#Ip I;#Ip

a podle Hilbertovy véty o nulach pak ﬂlﬁélp I + (mp)* = R. Je-li f € Ip, mizeme tedy
psat f =g+ h, kde g € ﬂlj;ﬂp[j ah € (mp)F. Prototaké g = f —h € Ip + (mp)* = Ip a
dohromady ¢g € I. Proto plati také

Ip C 1+ (mp)~.

d

Poznamenejme, ze jakmile I + (mp)* = I + (mp)*¥T!, je jiz tato spole¢nd hodnota rovna
Ip. Toho lze vyuzit pro vypocet Ip — postupné pocitat I,I+mp, I+ (mp)?, ... do okamziku,
kdy se posloupnost zastavi. Jelikoz R/(mp)¥ lze kanonicky ztotoznit s vektorovym prostorem
polynomu stupné mensiho nez k, lze spocitat kodimenzi

Ip/(mp)* C R/(mp)*

vétsinou relativné snadno. Tato kodimenze je rovna dimenzi kvocientu R/Ip, tedy deg Ip.
Rekneme, ze dvé variety X,Y C P" komplementarni dimenze (tj. dim X + dimY = n) se
v bodé P € X NY protinaji transverzalné, jestlize TpX + TpY = TpP™.

Tvrzeni 5.15. Jestlize se variety X,Y C P"™ komplementdarni dimenze protinaji v bodé P
transverzdlné, pak deg(I(X) + I(Y))p = 1. Pokud prunik nend transverzdlni v P, potom

deg(I(X) + I(Y))p > n+ 1 — dim(TpX + TpY).

Diikaz. Pocitejme afinné s P = 0. Potom I(X) obsahuje polynomy tvaru f(!) + hot, kde f)
je nulové na Ty X a podobné pro I(Y'). Pokud je tedy prunik transverzalni, mame

x1 + hot, ..., x, + hot € I(X) + I(Y).
Snadno se lze piesvédcit, ze I(X)+I1(Y)+ (mg)* obsahuje induktivné véechny monomy stupné
k.,k—1,...,1 a proto
I(X)+ 1Y) + (mg)F =mg

ma kodimenzi 1 v R.
Neni-li prunik transverzalni, Ize podobné ukazat, ze

IX)+I(Y)+(mg)?’ CR

se skladd prave z téch polynomi s nulovym absolutnim ¢lenem, jejichz linedrni ¢ast je nulova
na TpX + TpY. Kodimenze tohoto idedlu je proto rovna té z tvrzeni (jednicka odpovida
absolutnimu ¢lenu). Kodimenze (I(X) + I(Y))p = I(X) + I(Y) + (mg)* je bud stejnd nebo
vys§i, proto plati nerovnost z tvrzeni. O
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Poznamenejme, ze Bezoutova véta plati mnohem obecnéji, nez jak jsme ji zde formulovali
a dokéazali. Zejména, pokud je prunik X NY transverzalni ve v8ech bodech, plati, ze

#(XNY)=degX -degY

(obecné to myslim nebude platit ani po nahrazeni #(X NY) stupném deg(I(X) + I(Y)),
ackoliv pro tplné pruniky by to platit mélo).

Tvrzeni 5.16. Idedl I C S je primdrni, prdvé kdyz mnozina {(I : z) | x ¢ I} obsahuje jedinyg
prvoidedl P. V tom piipadé iikdme, ze I je P-primdrni a plati P = /1.

Dukaz. Pocitejme (I : x) v piipadé, ze I je primarni. Jelikoz = ¢ I, je soucin xy € I pouze,
pokud y € VI, tedy vzdy I C (I : 2) C /I = P. Vzitim radikalt dostdvame /(I : z) = P
a jediny prvoidedl mezi (I : z) tedy muze byt P. V dalsim ukdzeme, ze néjaky prvek x, pro
néjz je (I : z) prvoidedl, existuje. Budeme v8ak postupovat obecnéji.

Predpokldadejme, ze I = Iy N --- N I je minimélni rozklad na prunik primarnich idealu.
Potom pro libovolny = € (IaN---NI.) ~ I; plati (I : ) = (I; : x) a podle pfedchoziho
pak /(I : ) = P;. Diky kone¢né generovanosti P; také (Py)* C (I : x), tedy (Py)*(x) C I.
Zvolme k minimalni s touto vlastnosti. Potom (Py)*~!(z) € I a necht y € (P)*1(x) \ I.
Dostévame Py € (P)¥(x) C I atedy Py C (I : y). Zaroveii viak podle predchoziho také
(I :y) = (1 :y) C P a dostavame tedy rovnost. Plati tedy, ze kazdy z asociovanych
prvoidedlu se vyskytuje jako (I : x) pro néjaké = ¢ I.

Pro tplnost jesté ukdzeme, ze v obecném ptipadé z predchoziho odstavce kazdy prvoidedl
tvaru (I : ) musi byt néktery z P;. To je proto, ze

Pn--nP=VIC/IT:x)=y/(Ii:z)n---n\/( )= ) P,

x¢ P;

Je-li tedy (I : x) prvoidedl, pak musi byt roven nékterému z P; (je roven pruniku nékterych
z nich a proto musi byt roven jednomu z nich). ([l

Pozndmka. 7 ptedchoziho tvrzeni lze jednoduse vyvodit, ze kazdy ireducibilni idedl je primarni.
Predpokladejme, ze existuji =,y ¢ I takové, ze (I : z), (I : y) jsou dva ruzné prvoidedly. Pak
pro libovolny z € I + (z) ~ I je (I : z) = (I : x) (inkluze “D” je zfejmé a druhd plyne z toho,
ze z t(wx) € I plyne tw € (I : z) atedy ¢t € (I : x), protoze wx ¢ I, tj. w ¢ (I : x)). Stejné
tak (I : z) = (I : y) pokud z € I + (y) ~ I. Proto (I + (z)) N (I + (y)) = I, coz je spor s
ireducibilitou. Podobny dukaz Ize vést v homogennim piipadé, jakmile se ukaze, ze v piipadé,
ze (I : x) je prvoideal, musi byt automaticky homogenni a je roven (I : x;), kde x; je néjaka
homogenni komponenta x. Dikaz tohoto tvrzeni viz Eisenbud.



