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1 Model rozdelenia pravdepodobnosti a Statisticky model

Priklad 1 (porovnanie dvoch typov modelov) Model rozdelenia pravdepodobnosti je modelom
ndhodnej premennej X, napr. model rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X Sirka dolnej
celuste alebo (2) model rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X hribka koZnyjch rias u
dospelijch zdravijch Zien. Statisticky model je modelom ndhodnej premennej Y|X (Y kauzdlne zavisi
na X ), napr. (1) model zdvislosti ndhodnej premennej Y $irka dolnej éeluste zdvisld na premennej X
pohlavie alebo (2) model ndhodnd premennd Y hribka koznych rias u dospelych zdravijch Zien zdvisld
na premennej X BMI. Vsimnime si, Ze ndhodné premenné oznacujeme X alebo Y podla toho, aky
model ich charakterizuje. pred.

Priklad 2 (jednoduchy ndhodny vyber) V jednoduchom ndhodnom vijbere s rozsahom n z po-
puldcie s koneénym rozsahom N md kazdy prvok rovnaki pravdepodobnost vybratia. Ak vyberdme bez
vrdtenia, hovorime o jednoduchom ndhodnom vibere bez vrdtenia'. Ak vyberdme s vrdtenim,
hovorime o jednoduchom ndhodnom viybere s vrdtenim?. Majme mnoZinu M s N = 10 prv-
kami a chceme z nej vybrat n = 3 prvkov (a) bez vrdtenia a (b) s vrdtenim. Kolko mdme moZnosti?
Ako wyzerd jedna takdto moznost, ak ide o mnoZinu M = {1,2,...,10}. Zopakujte to isté pre
N =100, n =30 a mnozinu M ={1,2,...,100}. cvic.

RiesSenie aj v @

(a) Spolu méme (]X ) moznych nahodnych vyberov. Ak N = 10 a n = 3, potom kombina¢né ¢islo
(%) = 2y = (5) = 120 moznosti. Ak N =100 a n = 30, potom (},) = (') = 2937234 x 10
moznosti.

choose(10,3) # pocet vsetkych moznych vyberov bez vratenia

choose (100, 30)

library(utils)

combn(10,3) # pocet vsetkych moznych vyberov bez vratenia

combn (100, 30)

sample(x=1:10,size=3,replace = FALSE) # jednoduchy nahodny vyber bez vratenia
sample(x=1:100,size=30,replace = FALSE)

(b) Spolu mame (N+:_1) moznych ndhodnych vyberov. Ak N = 10 a n = 3, potom (N+:_1) =
S = (%71 = 220 momosti. Ak N = 100 a n = 30, potom (VFr7t) = (107 =

2.009491 x 10?2 moznosti.

choose(10+3-1,3) # pocet vsetkych moznych vyberov s vratenim

choose (100+30-1,30)

library(utils)

combn(10+3-1,3) # pocet vsetkych moznych vyberov s vratenim

combn (100+30-1, 30)

sample(x=1:10,size=3,replace = TRUE) # jednoduchy nahodny vyber s vratenim
sample(x=1:100,size=30,replace = TRUE)

Priklad 3 (jednoduchy ndhodny vyber) Nech je skupina ludi oznacend identifikacnymi cislami
(ID) od 1 do 30. Vyberte (a) ndhodne 5 ludi z 30 bez ndvratu, (b) ndhodne 5 ludi z 30 s ndvratom
a nakoniec (c) ndhodne 5 ludi z 30 bez ndvratu, kde ludia s ID od 28 do 30 maji pravdepodobnost
vybratia 4x vicsiu ako ludia s ID od 1 do 27. cvic.

'Kombinéacie bez opakovania n-tej triedy z N prvkov mnoziny M.
2Kombinacie s opakovanim n-tej triedy z N prvkov mnoziny M.

(3. juina 2014)
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RieSenie v ®

sample(x=1:30,size=5,replace = FALSE)
sample(x=1:30,size=5,replace = TRUE)
sample (x=1:30,size=5, prob=c(rep(1/39,27),rep(4/39,3)), replace = FALSE)

Priklad 4 (normadlne rozdelenie) Majme ndhodni premenni X (méze to byt napr. vyska postavy
10-ro¢ngjch dievéat) a predpokladdme, Ze md normdlne rozdelenie s parametrami p (strednd hodnota)
a o? (rozptyl), éo zapisujeme ako X ~ N(u,c?), u = 140.83,0% = 33.79. Normdlne rozdelenie pred-
stavuje model rozdelenia pravdepodobnosti pre tito ndhodni premennii. Vypocitajte pravdepodobnost

Pr(a<X <b)=Pr(X <b)—Pr(X <a)=Fx (b)—Fx (a), kdea=p—ko,b=pu+ko, k=1,2,33

RieSenie (aj v @®); (pozri obrazok 1)

a=p—o=135.0171, b = p+ o = 146.6429,

Pr([X — p| > 0) = 0.3173,Pr (|X — y| < o) = 1 — 0.3173 = 0.6827,

@ = — 20 =129.2042, b = ju + 20 = 152.4558,

Pr(|X — u| > 20) = 0.0455, Pr (| X — p| < 20) =1 — 0.0455 = 0.9545,
a=p—30=123.3913, b = u + 30 = 158.2687,

Pr(|X — p| > 30) = 0.0027, Pr (|X — p| < 30) = 1 — 0.0027 = 0.9973.

Alternativny vypocet cez Standardizované normalne rozdelenie (syn. normélne normované rozdelenie)
je nasledovny:

mu <- 0

sig <- 1

bin <- seq(mu-3*sig,mu+3*sig,by=sig)
pnorm(bin[7]) - pnorm(bin[1]) # 0.9973002
pnorm(bin[6]) - pnorm(bin[2]) # 0.9544997
pnorm(bin[5]) - pnorm(bin[3]) # 0.6826895

Dostaneme pravidlo 68.27 — 95.45 — 99.73 (tzv. "miery normadalneho rozdelenia”).

Priklad 5 (normélne rozdelenie) Majme X ~ N(u,0?), kde p = 150,0° = 6.25. Vypocitajte
a=p—21_q0 ab=p+x1_40 tak, aby Pr(a < X <b) =1-—q, bola rovnd 0.90,0.95 a 0.99. Cislo
T1_o je kvantil normdlneho normovaného rozdelenia, t.j. Pr(Z = ==t <1 _,) =1—«a,Z ~ N(0,1).

Riesenie (aj v ®); (pozri obrézok 2)

Pr(p—z1_ 00 < X <p+x1040) =Pr( X <p+z00) —Pr(X<pu—xz1,0)=1—a =029 Z
transforméciou* na normélne normované rozdelenie dostaneme Pr(—z;_, < X < z;_ o) = 0.9, kde
BEBoaloll = gy, BEH=O — gy @y = T09 = 1.64, t.j. 90.00 % dét lez{ v intervale p=+1.640.
Pr (a < X <b)=0.95. Potom Zo.os = 1.96, t.j. 95.00 % dat lezi v intervale p 4 1.960.

Pr(a < X < b) =0.99. Potom xgg99 = 2.58, t.j. 99.00 % dat lez{ v intervale p + 2.580.

3Pravdepodobnost Pr(a < X < b) = Pr(a < X <b), pretoze pravdepobnost v bode (tu a a b) je rovna nule pre
spojité premenné, t.j. Pr(a) = Pr(b) = 0. Pre diskrétne premenné to neplati.

4Z-transformécia je sposob transformécie ndhodnej premennej X ~ N(u,0?) pomocou centrovania strednou hod-
notou p a normovania smerodajnou odchylkou o, kde Z = %; Z ~ N(0,1).

(3. jina 2014)
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Obr. 1: Miery normalneho rozdelenia; krivka hustoty s vyfarbenym obsahom pod touto krivkou medzi
prislusnymi kvantilmi na osi x; obsah je rovny pravdepodobnosti vyskytu subjektov s danou vyskou
v rozpéati tychto kvantilov

Q95 <- gnorm(0.95,0,1) # 1.644854
Q05 <- gnorm(0.05,0,1) # -1.644854
Q975 <- gnorm(0.975,0,1) # 1.959964
Q025 <- gnorm(0.025,0,1) # -1.959964
Q995 <- gnorm(0.995,0,1) # 2.575829
Q005 <- gnorm(0.005,0,1) # -2.575829
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Pr(~1.6449<X<1.6449)=0.90 Pr(-1.9599<X<1.9599)=0.95 Pr(-2.5758<X<2.5758)=0.99

Obr. 2: Upravené miery normalneho rozdelenia; krivka hustoty s vyfarbenym obsahom pod touto
krivkou medzi prislusnymi kvantilmi na osi x; obsah je rovny pravdepodobnosti vyskytu subjektov s
danou normovanou vyskou v rozpéti tychto kvantilov

Dostaneme pravidlo 90 — 95 — 99 (tzv. "upravené miery normadlneho rozdelenia”). Pouzili
sme nerovnost Pr (ua/z < Z< ul,a/z) =& (ul,a/Q) - (Ua/z) = 1—a, kde ® je distribu¢na funkcia
normalneho normovaného rozdelenia a vieobecne « € (0,1/2); v priklade o« = 0.1, 0.05 a 0.01.

Priklad 6 (normadlne rozdelenie) Predpokladajme model normdlneho rozdelenia N (132,13%) pre
systolicky krvny tlak. Akd ¢ast populdcie (v %) bude mat hodnoty vicsie ako 160 mm Hg?

Riesenie (aj v ®)
Pomocou Z-transformaécie dostaneme

Pr(X > 160) = Pr (53332 > 100-182) — pr (X132 > 9 154) = 0.016.

(3. jina 2014)
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(1-pnorm(160,mean=132,sd=13))*100 # 1.562612 7%
z.transf <- (160-132)/13
(1-pnorm(z.transf))*100 # 1.562612 7

Teda asi 1.6 % populécie z N (132, 13?) bude mat systolicky krvny tlak vicsi ako 160 mm Hg.

Priklad 7 (binomické rozdelenie) Predpokladajme, Ze pocet ludi uprednostiujicich liecbu A pred
lieébou B sa sprdva podla modelu binomického rozdelenia s parametrami p (pravdepodobnost viskytu
udalosti) a N (rozsah ndhodného vyjberu), ozn. Bin (N,p), kde N = 20,p = 0.5, t.j. ludia preferuji
oba typy liecby rovnako. (a) Akd je pravdepodobnost, Ze bude 16 a viac pacientov uprednostriovat
lieccbu A pred liechou B? (b) Akd je pravdepodonost, Ze bude 16 a viac a zdrovern 4 alebo menej
pacientov uprednostriovat liecbu A pred liecbou B ?

Riesenie (aj v ®)

(@) Pr(X >16) = 1-3", s Pr(X =2) = 1=, o5 (M)pm(1-p)V ™= =1-3,, 15 () 0.5 (1—
0.5)20-% = .006.

pbinom(16,size=20,prob=0.5) # 0.9987116
1-pbinom(16,size=20,prob=0.5) # 0.001288414

Z vyssie uvedeného @-kédu vyplyva, ze ide o pravdepodobnost Pr(X < 16) a Pr(X > 16), ale my
potrebujeme Pr(X > 16). Preto @-kéd upravime nasledovne

1-pbinom(15,size=20,prob=0.5) # 0.005908966
sum(choose(20,16:20)*%0.57(16:20)*0.57(20-16:20)) # 0.005908966

(b) Pr(X <4, X >16)=1-3 . s Pr(X =z)+ >, o, Pr(X =u1z;) = 0.012. Této pravdepo-
dobnost je dvojnasobkom predchddzajiicej pravdepodobnost’i, lebo Bin(N,0.5) je symetrické okolo
0.5, t.j.

1-pbinom(15,size=20,prob=0.5) + pbinom(4,size=20,prob=0.5) # 0.01181793

Priklad 8 (parametre) Priklady parametrov: 0 — strednd hodnota p, rozptyl o2, korelacny koefi-
cient p, pravdepodobnost p vyskytu nejakej udalosti, rozdiel dvoch strednijch hodnét j; — s, podiel
dvoch rozptylov o2 /a2, rozdiel dvoch korelacnijch koeficientov py — pa, rozdiel dvoch pravdepodobnosti
p1— P2 a pod.

Priklad 9 (poznamka k oznaceniu) Pojem ,model rozdelenia pravdepodobnosti“ sa céasto skra-
cuje na ,rozdelenie “. Potom hovorime, Ze ,X md rozdelenie Fx(x)“ ,X je charakterizované rozde-
lenim Fx(x)“ alebo ,X pochddza z rozdelenia Fx(x)“ ¢o oznacujeme ako X ~ Fx(x), kde symbol
o~ ¢ citame ako je rozdelend ako “ alebo ,pochddza z rozdelenia “ (¢asto sa uvddza aj pojem ,asymp-
toticky “, ¢o znamend ,pre velké n*). Mohli by sme pisat aj X ~ fx(x), to sa vsak pouziva len
zriedkavo. Ak porovndvame rozdelenia dvoch ndhodnijch premenngch X a 'Y, hovorime ,X a'Y maji
rovnaké rozdelenie “ alebo ,X a'Y su rovnako rozdelené®, ozn. X ~Y alebo Fx(x) ~ Fy(y). Pojem
LStatisticky model “ sa casto skracuje na ,model .

Definicia 10 (aproximdacia binomického rozdelenia normalnym) Ak X ~ Bin(N,p), Np >
5aNq>5, kde ¢ = 1—p, potom rozdelenie ndhodnej premennej X mozeme aproximovat normdlnym
rozdelenim , kde V.~ N(Np, Npq).

(3. jina 2014)
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Priklady minimélnych N pre fixované p potrebnych na aproximaciu

p |01 02 03 04 05
¢ |09 08 07 06 05
N |51 26 17 13 11

Priklad 11 (aproximédcia binomického rozdelenia normélnym) °Nech Pr(muz) = 0.515 zna-
mend pravdepodobnost vyskytu muZov v populdcii a Pr(Zena) = 0.485 pravdepodobnost vyskytu Zien.
Nech X je pocet muzov a Y pocet Zien. Za predpokladu modelu Bin(N,p) vypoéitajte (a) Pr(X < 3),
ak N =5, (b) Pr(X < 5), ak N = 10 a (¢) Pr(X < 25), ak N = 50. Porovnajte vypocitané
pravdepodobnosti s pravdepodobnostami aprozimovanymi normdlnym rozdelenim N(Np, Npq).

RieSenie (aj v ®) (pozri obrézok 3 a 4)

(a) E[X] = Np=>5x0.515 = 2.575, E[Y] = 5 x 0.485 = 2.425,
Pr(X <3) =3, .5 (2)0.515%0.485°"% = 0.793,
Pr(X <3) =0.648, N(5 x 0.515,5 x 0.515 x 0.485).

(b) E[X] =10 x 0.515 = 5.15, E[Y] = 10 x 0.485 = 4.85,
Pr(X <5)=3, 5 (})0.515%0.485'* = 0.586,
Pr(X < 5) = 0.462, N(10 x 0.515,10 x 0.515 x 0.485).

(¢) E[X] =50 x 0.515 = 25.75, E[Y] = 50 x 0.485 = 24.25,
Pr(X <25) =, s (7)0.51550.485°0~% = 0.471,
Pr(X < 25) = 0.416, N(50 x 0.515,50 x 0.515 x 0.485).

pbinom(3,size=5,prob=0.515) # 0.7931878
pnorm(3,mean=5%0.515,sd=sqrt (5%0.515%0.485)) # 0.6481396
pbinom(5,size=10,prob=0.515) # 0.5856244
pnorm(5,mean=10%0.515,sd=sqrt (10%x0.515%x0.485)) # 0.4621927
pbinom(25,size=50,prob=0.515) # 0.4712842
pnorm(25,mean=50%0.515,sd=sqrt (560%x0.515%0.485)) # 0.4159648

7 vyssie uvedeného prikladu vyplyva, Ze pre pravdepodobnost’ p = 0.515 a N = 50 aproximadcia
stale nie je postacujica (ani na jedno desatinné miesto) a pre N = 10 a N = 5 ju nie je mozné
pouzit. Pre pravdepodobnosti p bliZiace sa jednotke alebo nule st potrebné vicsie pocetnosti ako pre
pravdepodobnosti p blizke hodnote 0.5.

Priklad 12 (normdlne rozdelenie) Model pre ndhodny vijber X1, Xo, ..., X, je N(u,0?) a hovo-

rime, e X1, Xo,..., X, pochddza z normdineho rozdelenia, t.j. X ~ N(u,0?). Parameter modelu
;. _emw?

N(p,0?) je vektor @ = (u,0?). Hustota tohto rozdelenia md tvar f (z) = z=e~ 27 ,z €R.

Priklad 13 (Standardizované normalne rozdelenie) Model pre ndhodny viber Xq, Xo,..., X,
je N(0,1) a hovorime, ze X1, X, ..., X, pochddza zo standardizovaného normdlneho rozdelenia, t.j.

X ~ N(p,0%), kde p =0 a 0*> = 1. Parameter modelu N(u,0?) je vektor @ = (0,1). Hustota tohto

rozdelenia md tvar ¢ (z) = f (z) = \/%76_%,:6 eR.

® Aproximécia znamend ,, priblizné vyjadrenie®, t.j. bud’ nejaké rozdelenie aproximujeme inym (majticim isté vyhody
oproti tomu, ktoré aproximujeme), alebo aproximujeme ddta nejakym rozdelenim (ktoré popisuje data pomocou 1'ahko
interpretovatelnych parametrov).

(3. jina 2014)
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Obr. 3: Aproximécia binomického rozdelenia normélnym pre p = 0.515 a N = 5,10 a 50; spojnicovy
graf superponovany hustotou (prvy riadok) a distribuénou funkciou (druhy riadok)

Priklad 14 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) Ndhodnij vektor (X,Y )T md dvojrozmerné nor-
mdlne rozdelenie

2
Ny (1, %), kde p = (i1, o) a2=( i p‘“é”)a

pPoO102 Oy
s hustotou
f(z,y) = 1 exp < — 1 { (@—p1)? 2p(w*m)(ywz) + (y—p2)® }
U om/olod (1= p?) 2(1—p2) L o 7102 o2 )

kde (z,y)" € R?, p; € R, 07> 0,7 =1,2pe (=1,1) si parametre, potom 6 = (p1, pi2, 07,05, p).
Vijraz v exponente mozeme pisat ako

1 T 5 -1
LT = 01 pPO102 r—
Q(Z/—M) <P0102 o3 ) <y—M2)’
margindlne rozdelenia® si X ~ N (u1,0%) aY ~ N (2, 032), p je koeficient koreldcie” (pozri obrdzok 5). cvic.

Priklad 15 (dvojrozmerné normadlne rozdelenie) Nech ndhodnou premennou X je najvicsia
vyska mozgovne (skull.pH; v mm) a ndhodnou premennou Y je morfologickd viska tvdre (face.H;
v mm). Nech E[X] = py je strednd hodnota najvicsej vijsky mozgovne a Var[X] = o} je rozptyl
nagvicsey viysky mozgovne, E[Y] = o je strednd hodnota morfologickej vijsky tvdire a Var[Y] = o3
je rozptyl morfologickej viysky tvdre. Predpokladajme, Ze najvicsia vyska mozgovne X md normdlne
rozdelenie N (1, 0?) a morfologickd vijska tvdre Y md normdine rozdelenie N (g, 03). Potom (X,Y)T
md dvojrozmerné normdlne rozdelenie Ny (p, ) s parametrami p = (uy, po)?, co je vektor strednyjch

6Margindne rozdelenie je rozdelenie marginilnej ndhodnej premennej, tu X nezdvisle na Y a naopak Y nezévisle
na X.

77 tohto prikladu je zrejmé, Ze na dostatoény popis dvojrozmerného normélneho rozdelenia potrebujeme p it para-
metrov, t.j. strednt hodnotu a rozptyl pre marginalne rozdelenie ndhodnych premennych X a Y a korela¢ny koeficient
p = p(X,Y) popisujici silu linedrneho vztahu X a Y.

(3. jina 2014)
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Obr. 4: Aproximacia binomického rozdelenia normélnym pre p = 0.1 a N = 5,10 a 50; spojnicovy
graf superponovany hustotou (prvy riadok) a distribuénou funkciou (druhy riadok)
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hodnét a o, o5 a p, ¢o si parametre kovariancénej matice X, kde sila linedrneho vztahu tijchto
dvoch premennych je dand velkostou a znamienkom p. Mozno predpokladat, Ze oba rozmery spolu
pomerne silno korelugi (p bude ¢islo bliZiace sa jednotke) a tvar dvojrozmernej hustoty sa bude blizit
prostrednému stl})cu na obrdazku 5.

Priklad 16 (Standardizované dvojrozmerné normaélne rozdelenie) Ndhodny vektor (X,Y)T
ma dvojrozmerné normdlne rozdelenie

Ny (0,%), kde 0= (0,0)" ¢ = = </1)§’>

s hustotou

_ _ 1 _$2—2pxy+y2}
¢(may)_f(xay)_2ﬂ_\/1_7p2€p{ 2(1_p2) )

kde (x, y)T € R?, p € (—1,1) si parametre, potom @ = (0,0,1,1, p). Vijraz v exponente mozeme pisat

ako . )
=0) G C)
2\Y pl y)’
margindlne rozdelenia si obe N (0,1) a p je koeficient koreldcie.

Priklad 17 (Standardizované dvojrozmerné normadlne rozdelenie) Nech ndhodnou premen-
nou X ~ N(ui,0}) je najuicsia vijska mozgovne (skull.pH; v mm) a ndhodnou premennou Y ~
N(us,03) je morfologickd vyska tvdre (face.H; v mm). Nech X a'Y maji dvojrozmerné normdlne
rozdelenie s parametrami (py, po)’ a o2, 02 a p si parametre kovariancénej matice . Ked od X
odpocitame jej stredni hodnotu iy a tento rozdiel vydelime odmocninou z rozptylu oy, dostaneme
ndhodni premenni Zx, ktord ma asymptoticky normdine rozdelenie so strednou hodnotou p; = 0
a rozptylom o? = 1, ¢o zapisujeme ako Zx ~ N(0,1). Ked od Y odpocitame jej strednii hodnotu
W a tento rozdiel vydelime odmocninou z rozptylu oo, dostaneme ndahodni premenni Zy, ktord md
asymptoticky normdlne rozdelenie so strednou hodnotou jy = 0 a rozptylom o5 = 1, éo zapisujeme ako

(3. jina 2014)
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Zy ~ N(0,1). Potom (Zx, Zy)' md standardizované dvojrozmerné normdlne rozdelenie Ny (p,X) s
parametrami p = (0,0)7 a 03 =1, 02 =1 a p su parametre kovariancénej matice 3. cvic.

-1
-1

-2
-2

-3
-3

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3

W =0,1=0,01=1,0,=1,p=0 W=0,4=0,0,=1,0,=1,p=05 H1=0,4,=0,0,=1,0,=1.2,p=0.5

M1=0,12=0,0:=1,0,=1,p=0 M1=0,4,=0,0:=1,0,=1,p=05 H=0,4,=0,0,=1,0,=1.2,p=0.5

Obr. 5: Hustoty dvojrozmerného normélneho rozdelenia pri roznych parametroch (prvy riadok —
konturovy graf, druhy riadok — perspektivny trojrozmerny graf v podobe plochy); ¢im je p odlisnejsie
od nuly, tym viac sa kontury lisia od kruhov (menia sa na elipsy); so zv a¢sujicim sa rozdielom medzi
01 a 0y sa zviacsuje rozdiel rozptylenia koncetrickych kruhov v smere jednotlivych osi (hovorime, ze
rozdiel variability premennych X; a X, sa zvicsuje)

Priklad 18 (dvojrozmerné normalne rozdelenie) Simuldciu pseudondhodnych ¢isel z No (p, 32)
mozeme v ® urobit nasledovne pouZitim:

1) kniznice l1ibrary (MASS) a funkcie muvrnorm();

2) kniznice library (mvtnorm) a funkcie rmvnorm();

3) funkcie rnorm() a nasledovného algoritmu — nech X7 ~ N(0,1) a Xy ~ N(0,1); potom (Y1,Ys) ~
Ny (p, X)), kde p = (1, po), éo je vektor strednijch hodnét a o2, o2 a p, co sii parametre kovariancnej
matice X, kde sila linedrneho vztahu Y, a Ys je dand velkostou a znamienkom p; Y, = o1 X1 + i1 a
Yo = 09(pX1 + /1 — p?Xs) + p2. Nasimulujte pseudondhodné ¢isla Y1 a Yy z Ny (p, X). Vypocitajte
dvojrozmernyj jadrovy odhad hustoty (Y1, Ys)T pomocou funkcie kde2d (). Nakreslite ho pomocou fun-
kcie image () a superponujte ho s kontiurovym grafom hustoty dvojrozmerného normdalneho rozdelenia
Ny (p, ) pomocou funkcie contour (). Pri simuldcii pouZite nasledovné parametre

(a) pp = 0,0 =0, 01 =1,00=1, p=0; (1) n =150 a (2) n = 1000,

(b) t1 =0, =0, 01 = 1,00 =1, p=0.5; (1) n =50 a (2) n = 1000,

(¢c) p1 =0, =0, 01 =1,00 =12, p=0.5; (1) n =150 a (2) n = 1000.

Vzorové riesenie pozri na obrdzku 6. cvic.

(3. jina 2014)
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W =0,1=0,0,=1,0,=1,p=0 H=0,1,=0,0,5%1,0,=1,p=05 M =0,4,=0,0,=1,0,=1.2,p=05

Obr. 6: Hustoty dvojrozmerného normalneho rozdelenia (prvy riadok n = 50; druhy riadok n = 1000)

Odlisnosti od teoretického rozdelenia. Odlisnosti empirického rozdelenia (rozdelenia realizécii)
od teoretického (napr. normdlneho) rozdelenia, mozeme charakterizovat’ napr. ako pravostranne alebo
lavostranne zosikmené rozdelenie (obrazok 7, prvy riadok vlavo a vpravo), ploché alebo §picaté roz-
delenie (obrazok 7, prvy riadok uprostred). Pri viacrozmernych rozdeleniach je situdcia komplikova-
nejsia. Pri dvojrozmernom normalnom rozdeleni moze byt napr. zosikmend jedna alebo obe premenné
(priklad zosikmenia oboch premennych zl'ava pozri na obrdzku 7, dolny riadok).

Priklad 19 (binomické rozdelenie, binomicky experiment) Experiment pozostdvajici z fixné-
ho poétu Bernouliho experimentov (ozn. N ) sa nazijva binomicky experiment. Pravdepodobnost tispechu
ozn. p, pravdepodobnost nevspechu ¢ =1 — p. Ndhodnd premennd X je pocet pozorovanijch spechov
pocas experimentu. Pravdepodobnost X = x za podmienky, e X pochddza z binomického rozdelenia
Bin(N,p) piseme ako Pr(X = z) = (V)p*(1 —p)V 2,2 =0,1,...,N (Ugarte a kol. 2008). Strednd
hodnota E[X] = Np a rozptyl Var[X] = Np(1—p). Naprogramujte a zobrazte v ® pravdepodobnostni
funkciu a (kumulativnu) distribucni funkciu pre Bin(5,0.5). cvic.

Riesenie v @ (pozri obrazok 8)

par (mfrow=c(1,2) ,mar = c(6,5,1,1), pty="s")

plot(0:5, dbinom(0:5,5,0.5), type="h", xlab="x",ylab="Pr(X=x)",
xlim=c(-1,6))

title(sub="hustota pre X"Bin(5, 0.5)")

plot(0:5, pbinom(0:5,5,0.5), type="n", xlab="x", ylab="F(x)",
xlim=c(-1,6), ylim=c(0,1))

segments(-1,0,0,0)

segments(0:5, pbinom(0:5,5,.5), 1:6, pbinom(0:5,5,.5))
lines(0:5, pbinom(0:5,5,.5), type="p", pch=16)
segments(-1,1,9,1, 1ty=2)

title(sub="distribucna funkcia pre X"Bin(5, 0.5)")

(3. jina 2014)
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1 — NOJY)

rrrrr 1(0,1,df=10)
— sN(O,1) \
— st(01,d=10) | [/

0.4
0.4

— N(O,1) ]
7 sN(0,1) f%

T T T
-3 -2 -1

0.3
03
1

0.2
0.2
1

0.1
1
0.1

0.0
0.0

H1=0,4,=0,0,=1,0,=1,p=0.5 H1=0,4,=0,0,=1,0,=1,p=0.5

Obr. 7: Hustoty norméalneho rozdelenia a zosikmeného normélneho rozdelenia pri réznych paramet-
roch (prvy riadok); hustoty dvojrozmerného zosikmeného norméalneho rozdelenia (druhy riadok vl'avo
a uprostred) a dvojrozmerného norméalneho rozdelenia (druhy riadok vpravo) pri roznych paramet-
roch

Priklad 20 (multinomické rozdelenie) Majme ndhodné premenné (1) socioekonomicky status
(vysoky — H, nizky — Lo), (2) politickd prislusnost (demokrat — D, republikin — R) a (3) politickd filo-
zofia (liberdl — Li, konzervativec — C). Oznacéme ich interakcie nasledovne Xy (H-D-Li), Xy (H-D-C),
X3 (H-R-Li), X4 (H-R-C), X5 (Lo-D-Li), X¢ (Lo-D-C), X; (Lo-R-Li) a Xg (Lo-R-C). Predpokla-

dagme, Ze mdame ndhodny vyber s rozsahom N = 50. Pravdepodobnosti p; st nasledovné

D-Li D-C R-Li R-C spolu
H 012 0.12 004 0.12 0.4
Lo 018 0.18 0.06 0.18 0.6
spolu, 0.30 0.30 0.10 0.30 1.0

Vypocitajte Var[Xi], Var[Xs], Cov [ Xy, X3], Cor [ Xy, X3] a ocakdvané pocetnosti Np;,j =1,2,...,8.

Riesenie X = (X, Xy,...,Xs) ~ Mult(N,p), kde N =50, p = (p1,p2,-..,ps)", vieme, ze X; ~
Bin(N,p;), p; st v tabulke v zadan{ prikladu a j = 1,2,...,8. Potom

Var[X;] =50 x 0.12 x (1 —0.12) = 5.28,

Var[X;] =50 x 0.04 x (1 —0.04) = 1.92.

Vybranda kovariancia a korelacia (medzi poc¢tami prislusnych skupin) je rovna

Cov [X1, X5] = —50 x 0.12 x 0.04 = —0.24, Cor [X1, X3] = —0.24//5.28 x 1.92 = —0.075.
Ocakévané poctetnosti pre kazdi bunku tabulky si (vSeobecne nemusia byt) celé ¢isla:

(3. jina 2014)
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T

0.8
I

1
0.6
I

Pr(X=x)
I

1
0.2 0.4
I

0.05 0.10 0.15 020 0.25 0.30

0.0
I

| |
T T T T T T
-1 0 1 2 3 4 5 6 -1 0 1 2 3 4 5 6

x X
pravdepodobnostna funkcia pre X~Bin(5, 0.5) distribucna funkcia pre X~Bin(5, 0.5)

Obr. 8: Pravdepodobnostné funkcia a distribu¢nd funkcia Bin(5,0.5)

D-Li D-C R-Li R-C
H 6 6 2 6
Lo 9 9 3 9

Priklad 21 (stcinové multinomické rozdelenie) Majme ddta z predchddzagiceho prikladu a nd-
hodnyj vgber s rozsahom Ny = 30 zo skupiny H, d'alsi ndhodny vijber s rozsahom Ny = 20 zo skupiny
Lo. Oznacme interakcie premennych nasledovne X1 = Xq1 (H-D-Li), X19 = Xop (H-D-C), X153 =
Xsn (H-R-Li), X14 = Xap (H-R-C), X0y = Xypp (Lo-D-Li), X9y = Xojp (Lo-D-C), Xo3 = X35 (Lo-
R-L’L) a X24 = X4‘2 (LO—R—C), kde X1 = (Xll,X127X137X14)T a X2 = (Xgl,XQQ,ng,X24)T. Potom
X = (X4, Xy) ma sicinové multinomické rozdelenie s K = 2, Ny = 30, J; =4, Ny = 20, Jo = 4. Zdpis
s Xjig, kde j = 1,2,3,4 a k = 1,2 zvgraznuje fakt, Ze rozdelenie je podmienené socioekonomickym
statusom (vysoky — H, nizky — Lo), t.j. rozdelenie v stl})coch tabulky je podmienené jej riadkom.
Realizdcie Xj, oznacujeme ako nj, = ny;, pravdepodobnosti ekvivalentné Xj, = Xy; ako pjj = p;.
Vypocitagte podmienené pravdepodobnosti pji, ocakdvané pocetnosti Nyprj, Var[Xis], Cov [Xa1, Xog]
a Cor [Xq1, Xag).

Riesenie Pravdepodobnosti Styroch kategorii asociovanych s H statusom si podmienené prav-
depodobnosti dané H statusom. Napr. Pr(Xs;) = 0.04/0.4 = 0.1. Pr(X;;) = 0.12/0.4 = 0.3,
Pr(Xs5,) = 0.06/0.6 = 0.1. Musime ale tabulku prepisat na stc¢inovo-multinomicky model, teda
podmienené pravdepodobnosti p;; dané socioekonomickym statusom 4 budu

D-Li D-C R-Li R-C spolu
H 03 0.3 0.1 0.3 1.0
Lo 03 03 01 03 1.0

Pre Ny =30 a Ny = 20 mame ocakavané pocty nasledovné

D-Li D-C R-Li R-C spolu
H 9 9 3 9 30
Lo 6 6 2 6 20

Var(Xsp) =30 x 0.1 x (1 -0.1) =2.7.

Vybrané kovariancie (medzi po¢tami prislusnych skupin) st rovné
Cov | X2, X32| = —20 x 0.3 x 0.1 = —0.6,

Cov X1|1,X3|j =0, lebo X; a Xj st nezavislé.

(3. jina 2014)
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Priklad 22 (farba o¢i a vlasov) Majme premenné farba vlasov (blond BIH, hnedd BrH, rysavd
RH) a farba o¢i (modrd BIE, hnedd BrE, zelend GE). Ich interakcie si usporiadané v tabulke ako
X, (BIH-BIE), X, (BIH-BrE), X; (BIH-GE), X, (BrH-BIE), X5 (BrH-BrE), X; (BrH-GE), X
(RH-BIE), Xg (RH-BrE), Xog (RH-GE). Nim zodpovedajice pravdepodobnosti p;,j =1,2,...,9, si v
tabulke (pozri tabulku). X = (X1, Xa, ..., Xo)T ~ Multy(N,p). Transformujte multinomicksyj model
na sucmovy multmomzcky model nasledovne — vypocitajte (a) riadkové margindlne pravdepodobnosti
P = Z] 1 Dj, Do = Zj 4 Djs P3. = Z] - i, (b) stlpcové margindlne pravdepodobnosti p., = pi + pa+
P7, P2 = P2+ D5 +Ds, D3 = P3+ P+ Do, (¢) podmienené pravdepodobnosti pj, = pr;; (d) podmienené
pravdepodobnosti py; = pjr; (d) akému cislu si rovné sumy Z?leﬂk pre kazdé k a Zi:lpklj pre
kazdé 77

farba vlasov/farba o¢i modrd (BIE) hneda (BrE) zelend (GE)

blond (BIH) 0.12 0.15 0.03
hnedd (BrH) 0.22 0.34 0.04
rySava (RH) 0.06 0.01 0.03

RieSenie (¢iastkové)

Marginalne pravdepodobnosti st

Pr(BIH)=10.3, Pr(BrH) =0.6, Pr(RH) = 0.1,

Pr(BIE) =04, Pr(BrE) =0.5, Pr(GE) =0.1.

Podmienené pravdepodobnosti py; su

Pr(BIH|BIE) = Pr(BIH N BIE) /Pr(BIE) = 0.12/0.4 = 0.3,
r(BIH|BIE) = Pr(BIH),

Pr(BrH|BIE) =0.22/0.4 = 0.55,
r(BrH) = 0.6.

Ak vieme, ze niekto ma modré oc¢i, potom bude menej pravdepodobné, ze ma hnedé vlasy v porovnani

s tym, ked’ nevieme, akej farby m4 oci. Teda

Pr(BIE|BIH) = 0.12/0.3 = 0.4,

Pr(BIE|BIH) = Pr(BIE),

Pr(BrE|BIH) = Pr(BrE),

Pr(GE|BIH) = Pr(GE).

Informé&cia, Zze m4 niekto blond vlasy, ndm nedéva d’alsiu informéciu o farbe jeho od.

Binomické, multinomické a siéinové multinomické rozdelenie si vhodné v pripadoch, ked’ mame
pocet pokusov N nie prili§ velky a pravdepodobnosti vyskytu udalosti p nie prili§ malé. V opa¢nom
pripade je vhodné Poissonovo rozdelenie.

Priklad 23 (Poissonovo rozdelenie; pocet havarii za tyzden) Ak kaZdy z 50 milidnov ludi so-
féruje auto v Taliansku budici tyjZden nezdvisle, potom pravdepodobnost smrti pri autonehode bude
0.000002, kde pocet imrti md binomické rozdelenie Bin(50mil, 0.000002) alebo limitne Poissonovo
rozdelenie s parametrom 50mal x 0.000002 = 100.

Priklad 24 (Poissonovo rozdelenie; pruské armadne jednotky) Nech pocetnostiimrti X ako
nasledok kopnutia koriom v Pruskych armddnych jednotkdach, md Poissonovo rozdelenie s parametrom
A, t.j. X ~ Poiss()\). Pravdepodobnost, Ze niekto bude smrtelne zranenyj v danom dni je extrémne
mald. Majme 10 vojenskych jednotiek za 20-roc¢ni periédu s rozsahom M = 200 (200 = 10 x 20),
kde popri pocetnostiach umrti n = 1,2,3,4,> 5, v danej jednotke a v danom roku, zaznamendvame
aj pocetnosti vojenskijch jednotick m, pri danom n, kde M = > m, (pozri tabulku). Vypocitajte

5, MMy,

ocakdvané pocetnosti, za prepokladu X ~ Poiss(\), kde \ = S

(3. jina 2014)
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4|54
1

Priklad 25 (Poissonove rozdelenie; tri typy havarii) Nech n, je pocet ludi, ktori zahyni pri
automobilovej nehode, ny je pocet ludi, ktori zahyni pri havdrii lietadla, ns je pocet ludi, ktori
zahyni pri havdrii vlaku v Taliansku budici tyzden. Potom Poissonov model pre (X1, Xo, X3) vytvdra
nezavislé poissonovské ndhodné premenné s parametrami (A, Ao, A3) a X1 + Xo + X3 ~ Poiss(A\ +

Ao+ As).

Priklad 26 (podiel chlapcov a dievcat v rodinach) Nech X predstavuje poéetnost chlapcov me-
dzi detmi v rodindch. Tu méZeme predpokladat, Ze X ~ Bin(N,p), t.j. rodina moze mat vychyleny
pomer pohlavi deti v smere ku chlapcom alebo dievéatdm. V realite teda mozeme mat prilis vela rodin
len s chlapcami alebo len s dievcatami a nemdme dostatok rodin s pomerom pohlavi blizkym 51 : 49
(pomer chlapcov ku dievéatam). Z toho ndm vyplyjva, Ze rozptyl pocetnosti chlapcov bude v skutocénosti
Vst ako rozptyl predpokladany binomickym modelom Bin(N,p).

Priklad 27 (overdispersion v binomickom modeli) V klasickej stidii pomeru pohlavi u ludi z
roku 1889 na zdklade zdaznamov z nemocnic v Sasku Geissler zaznamenal rozdelenie poctu chlapcov v
rodindch. Medzi M = 6115 rodinami s N = 12 detmi pozoroval nasledovné pocetnosti chlapcov (n si
pocetnosti chlapcov a m,, pocetnosti rodin s n chlapcami)

n|lo| 1] 2| 38| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10|11]12
m, | 3| 24| 104 286 | 670 | 1033 | 1343 | 1112/ 829 | 478 | 181 ] 45| 7

Vypocitajte m,, za predpokladu, Ze pocetnosti chlapcov X v rodindch maji binomické rozdelenie s

N
parametrami T = % =0.5192 a N =12, ozn. X ~ Bin(N, ).

RieSenie

n|O0| 1] 2] 3| 4] 5] 6] 7| 8| 9] 10]11]12
ocakdvané m,, | 1 [ 12 | 72 | 258 | 628 | 1085 | 1367 | 1266 | 854 | 410 | 133 | 26 | 2

Ked porovndme pozorované m,, a vypocitané (teoretické) m,, zistime, ze pozorované poukazuji na
overdispersion, t.j. mame vicsie pocetnosti rodin s malym a velkym mnoZstvom chlapcov v porovnani
s teroretickymi pocetnostami.

Priklad 28 (overdispersion v Poissonovom modeli) Majme pocetnosti irazov n medzi robot-

nikmi v tovdrni, kde pocetnosti robotnikov m,, pri danom n pozri v tabulke.

n| 0] 1| 2] 3]>4
my | 447 132] 42| 21] 5

Vypocitajte ocakdvané pocetnosti robotnikov za predpokladu, Ze pocetnosti urazov na robotnika X

maju Poissonove rozdelenie s parametrom \ = % = 0.47, ozn. X ~ Poiss()\).

RieSenie

n| 0] 1] 2[3]=>4
otakdvané m,, | 406 | 189 | 44 | 7| 1
Ked porovndme pozorované m, a vypocitané (teoretické, ocakdvané) m,, zistime, ze pozorované

poukazuji na overdispersion, t.j. mame viac robotnikov bez urazu ako aj viac robotnikov s vac¢sim
mnozstvom trazov v porovnani s teroretickymi poc¢etnost ami.

(3. jina 2014)
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1.1 Simulaény experiment ako nastroj Stidia teoretickych vlastnosti
modelov

Priklad 29 (binomicky experiment, simula¢nd stidia) Vygenerujte pseudondhodné céisla opa-

kované M-krdt (M = 1000) z Bin(5,0.5). Vytvorte tabulku vygenerovanijch ako aj teoretickych rea-

lizacit (pre n = 0,1,...,5), superponujte histogram vygenerovanych realizdcii s pravdepodobnostnou
funkciou teoretickijch realizdcii (pozri obrdzok 9).

RieSenie

rl 0 1 2 3 4 5
simulované realizacie | 0.031 0.158 0.302 0.324 0.161 0.024
teoretické realizacie | 0.031 0.156 0.312 0.312 0.156 0.031

Pr(X=x)
1

1] 1]

T T T T T 1
0 1 2 3 4 5

0.00 0.05 0.10 0.15 020 0.25 0.30
1

uspechy
teoreticke realizacie superponovane vygenerovanymi

Obr. 9: Teoretické realizécie (relativne pocetnosti) z Bin(5,0.5) superponované vygenerovanymi
(M = 1000,n = 5); histogram superponovany spojnicovym grafom

Priklad 30 (CLV pre binomické rozdelenie) ®Na zdklade CLV mézeme turdit, Ze pre ndhodni
premenni Xy plati Zy = % ~ N(0,1), t.j. Xy md pre dostatoéne velké N asymptoticky
p(1—p

normdlne rozdelenie Xy ~ N(Np, Np(1 — p)). Ukdazte, ze CLV plati pre Xy ~ Bin(N,p), ak N =

100, p = 1/2, na tri desatinné miesta.

Riesenie (aj v ®)
E[Xy] = Np =50, \/Var[Xy] = \/Np(1 — p) = V5.
Ak Yy = Xy /N, potom Pr(|Yy —1/2| <€) = 0.236, kde € = 0.02. Pr(0.48 < Yjo0 < 0.52) = Pr(48 <

X100 < 52) = PI‘(485 < Xigo < 515) = PI‘(48'\5/%50 < Lo < 51'\5/%5()), kde Zigg ~ N(50, 5)

pbinom(51,100,.5) - pbinom(48,100,.5) # 0.2356466
pnorm(51.5,50,5) - pnorm(48.5,50,5) # 0.2358228

Vysledky sa zhoduju na tri desatinné miesta. Vseobecne plati Xy, ~ N(M /2, M/4) a Yy = Xpr/M ~
N(1/2,1/(4M)).

8Priklad hovori o tom, ako dobre normélne rozdelenie aproximuje binomické pri rozsahu N = 100, ¢o je ddlezité
pri testovani hypotéz.
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Priklad 31 (CLV pre normélne rozdelenie) °Na zdklade simulacnej stidie (M=500000) pre-
verte, Ze ak X,, ~ N(150,6.25), potom X, ~ N(150,6.25/n) pre n = 30. Vypocitaste Pr(X, > 151)
zo simulovanych ddt a porovnajte tento vijsledok s teoretickou (ocakdvanou) pravdepodobnostou. cvic.

Riesenie (aj v @®) (pozri obrdzok 10)

Pr(X, > 151) = Pr(%}f’/{% > ;217;}%) ~ ©(2.190890) = 0.01422987.

1-pnorm((151-150) /sqrt(6.25/30)) # 0.01422987

M <- 500000; n <- 30

x <- rnorm(M*n,150,sqrt(6.25))

x.mat <- matrix(x,M)

x.bar <- rowMeans(x.mat)

mean(x.bar > 151) # 0.014238

hist(x.bar, probability = TRUE, col="gray", main="",
ylab="hustota",xlab="simulovane vyberove priemery")

curve (dnorm(x,150,sqrt(6.25/30)) ,from=147,t0=152,1wd=2, add = TRUE)

Pri dostatoéne velkom poéte opakovani vidime zhodu medzi teoretickym a simulovanym rozdelenim
X, na tri desatiné miesta (pri vypocte zadanej pravdepodobnosti).

. M

0.6 0.8
1

B
T+

hustota
0.4
|

0.2

0.0

T T T T 1
148 149 150 151 152

simulovane vyberove priemery

Obr. 10: Teoretické realizacie z N(150,6.25/30) v podobe krivky hustoty superponované vygenero-
vanymi (M = 500000, n = 30) v podobe histogramu

Priklad 32 (CLV pre normalne rozdelenie, jeden ndhodny vyber) '©Majme ndhodné vybe-
ry s rozsahmin = 2,5,20,50,100 a 500 z rozdelent (a) N(u,0%),u = 0,02 =1, (b) Exp(\),\ = 1/3,
(¢) Unif(min, max), min = 0,max = 1, (d) zmes dvoch N(u,0?): 0.1 x N(0,10) 4+ 0.9 x N(0,1).
Pouzite R na simuldciu ndhodngch vijberov (pocet simuldcii je M = 1000 ), pre kazdi simuldciu
vypocitajte aritmetické priemery T,,,m = 1,2,..., M a zobrazte ich do histogramu superponovaného
krivkou hustoty teoretického rozdelenia N(p, 02 /n) prishichagiceho danej simuldcii. cvic.

9Priklad hovori o tom, Ze ak mé ndhodnd premenns X, normélne rozdelenie, bude mat normalne rozdelenie aj
b b

aritmeticky priemer X,,, ¢o je dolezité pri testovani hypotéz.

0Priklad slizi na zistenie vlastnosti rozdelenia aritmetického priemeru pri réznych situdcidach. Exp()\) je expo-
nenciédlne rozdelenie s parametrom A, Unif(min, max) je rovnomerné rozdelenie s parametrami min a max. Zmes

voch normalnych rozdeleni predstavuje © primes normalneho rozdelenia s vac$im roz om rovnym o° = v
dvoch Inych rozdel dst 10% Ineh del tyl ¥ 2=10
normalnom rozdeleni s mensim rozptylom rovnym o2 = 1, éfm sme docielili vyskyt 10 % odl'ahlych pozorovani.
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Priklad 33 (CLV pre normalne rozdelenie, dva ndhodné vybery) ! Preverte normalitu roz-

delenia rozdielu X,, — Y pn,, teda X, — Yo, ~ N(u1 — pio, Z—? + %), pomocou simulacne; stidie.
Generujte pseudondhodné cisla M = 1000-krdt z rozdelent N(uj,a?),j = 1,2, kde p; = 100,07, =
10, ua = 50,09 = 9 pre (a) ny = 4,ny =5, (b) ny = 100,ny = 81. Pre pripad (a) aj (b) vypocitajte

Pr(X,, —Y.,) <52 na zdklade empirického (zo simuldcie) a teoretického rozdelenia X, — Y p,.

Pri dostatoéne velkom poéte opakovani vidime zhodu medzi teoretickym a simulovanym rozdelenim
X, — Y, na dve desatiné miesta (pri vypocte zadanej pravdepodobnosti; pozri obrézok 11).

|
/|

7{

hustota
0.00 0.05 010 0.15 020 025 0.30
|

T T T T 1
46 48 50 52 54

simulovane rozdelenie rodielov priemerov

Obr. 11: Teoretické realizdcie rozdelenia X, —Y,, v podobe krivky hustoty superponované vygene-
rovanymi v podobe histogramu (M = 1000, n; = 100, ny, = 81)

1.2 Statistika

Priklad 34 (Statistika) '2Majme ndhodny vyber (Xy, Xo, ..., X,)7, kde X; € R,i = 1,2,...,n,
potom prikladmi Statistik si: Ty = >0 X; € R, Ty =30 X2 e RTU{0}, T3 = (O, X4, > XP)
€ R2

Priklad 35 (CLV pre binomické rozdelenie, testovacia statistika) Ak ndhodnd premennd

— XN N(0,1)
(p(1—p)/N

testovacej Statistiky pomocou simulacnej stidie (p = 0,0.1,0.5,0.9,1; N = 5,10, 30, 50,100, M =

1000). Okomentujte vysledky v spojitosti s Haldovou podmienkou Np(1 — p) > 9.

X ~ Bin(N,p), preverte normalitu rozdelenia Z, kde testovacia Statistika Z =

Priklad 36 (CLV pre normalne rozdelenie, testovacia Statistika) ' Zistite pomocou simulac-
nej studie (pocet opakovani M = 1000), ¢ testovacia Statistika F' = (";—12)52 md asymptoticky x?_,
rozdelenie s n — 1 stupriami volnosti, ak (a) X ~ N(u,0?), kde p = 0,02 =1 a (b) X ~ Exp()\)
(exponencidlne rozdelenie s parametrom A = 1), kde E[X] =1 a 0* = 1. Rozsahy ndhodnygch vijberov

st pre oba pripady n = 15 a n = 100.

1priklad slizi na zistenie vlastnosti rozdelenia rozdielu dvoch aritmetickych priemerov pri réznych situdcidch.

12G8tatistiky teda mozu byt ndhodné premenné alebo ndhodné vektory, ktoré sumarizuji informéciu o datach, zjed-
nodusuji pohlad na ne a umoziiuji na ich zéklade déta jednoduchsie popisat a lahsie interpretovat.

13Priklad hovorf o pouziti jednovyberovej testovacej Statistiky pre parameter binomického rozdelenia (pravdepodob-
nost) pre rozne pravdepodobnosti a rozne pocetnosti. Ak Haldova podmienka nie je splnend, nie je mozné testovaciu
Statistiku pouzit.

14Priklad hovori o pouziti jednovyberovej testovacej statistiky pre parameter norméalneho rozdelenia (rozptyl) pre
rozne teoretické rozdelenia a rozne rozsahy nahodnych vyberov. Ak st vychylky od normality prili§ vel’ké, nie je mozné
testovaciu Statistiku pouzit.
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RieSenie
Vieme, zZe strednd hodnota E[F] =n—1a Var[F]| = 2(n—1), t.j. chceme, aby sa vysledky simulac¢nej
studie priblizili tymto teoretickym vysledkom (pozri tabulku).

odhady pocitané pri simuldcii | E[S?] Var[S?] E[F] Var[F]
normalne rozdelenie, n = 15 | 0.9900  0.1451 13.8599  28.4403
exponencialne rozdelenie, n = 15 | 1.0637  0.6629 14.8920 129.9219
normalne rozdelenie, n = 100 | 0.9952  0.0202 98.5274 198.3750
exponencialne rozdelenie, n = 100 | 0.9958  0.0766 98.5866 750.4624

Pri dostato¢ne velkom poécte opakovani vidime zhodu medzi teoretickym a simulovanym rozde-
lenim F'| len ak ide o dédta z normélneho rozdelenia (pozri obrazok 12).

0.08
0.08

hustota
0.04
hustota
0.04

0.00
0.00

I T T T T T 1 I T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

NC14 EC14

hustota

0.000 0.010 0.020 0.030
hustota
0.000 0.010 0.020 0.030

I T T T 1 I T T T 1
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

NC99 EC99

Obr. 12: Teoretické realizcie rozdelenia F' superponované vygenerovanymi (empirickymi) pre X ~
N(0,1) (Tavy stipec) a X ~ Eap(1) (pravy stipec) (M = 1000, n = 15 (horny riadok), n = 100
(dolny riadok); histogram empirického rozdelenia realizacii v relativnej skale superponovany krivkou
hustoty normalneho rozdelenia

1.3 Funkcia vierohodnosti

Priklad 37 (principy vierohodnosti) Majme binomické rozdelenie (N je fizované a ndhodnd pre-
mennd je pocet uspechov) a negativne binomického rozdelenia (pocet tispechov je fizovany vopred a
ndhodnd premennd je pocet zlyhani pozorovany pred zastavenim sekvencie pokusov). Ak 1 je pocet
ispechov a x5 pocet netspechov a 0 pravdepodobnost tispechu, potom

N
f1(371,0) = ( )9131(1 —(9)902,1‘1 = 1,2,...,71

X

1+ 19— 1
T2

fo(@s,0) = (

kde funkcia vierohodnosti pre oba pripady bude L(0) = c0* (1 — 6)*2.

)9@‘1(1 — 02,y =1,2,...,
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Priklad 38 (binomické rozdelenie, maximélne vierohodny odhad p) Nech X ~ Bin(N,p)
a realizacie X si x = n. Predpokladajme, Ze sme pozorovali (a) x = 2, (b) x = 10 a (¢) x = 18
ispechov v N = 20 pokusoch. Pomocou @R wvypocitajte mazimdlne vierohodny odhad p. Visledok
zobrazte do grafu spolu s funkciou vierohodnosti.

Riesenie (pozri obrézok 13)

(a) p=x/N =2/20 = 0.1,

(b) p=a/N =10/20 = 0.5,

(¢c) p=x/N =18/20 = 0.9.

Logaritmus funkcie vierohodnosti pre p ma tvar [((p|x) = nlog(p)+ (N —n)log(1 —p), kde p € (0,1).

T T T T T T ' T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

pravdepodobnost p
maximum v bode p = 0.1

pravdepodobnost p
maximum v bode p = 0.5

pravdepodobnost p
maximum v bode p = 0.9

Obr. 13: Funkcia vierohodnosti pre X ~ Bin(N,p) (p =0.1,0.5,0.9 a N = 20)

Z grafov (Obr. 13) je zretelné, ze funkcia vierohodnosti pre p je symetricka len pre p = 0.5, pre
ostatné p je asymetrickd. Naviac pre p a 1 — p dostaneme grafy, ktoré mozno transformovat jeden na
druhy pomocou osi zrkadlenia definovanej ako vertikdlna priamka v p = 0.5.

Priklad 39 (maximdalne vierohodné odhady; Poissonovo rozdelenie) KaZdy rok za poslednijch

pét rokov boli v nejakom meste registrované 3, 2, 5, 0 a 4 zemetrasenia za rok. Za predpokladu, Ze
pocet zemetraseni za rok X md Poissonovo rozdelenie, odhadnite jeho parameter X\, ktory predstavuje
ocakdvani pocetnost zemetraseni za rok.

Riesenie
Pomocou logaritmu funkcie vierohodnosti I (A\|x) = SN, ;In X\ — NA,N = 5, vieme vypocitat

N
A=

=7, ktory je rovny 2.8.

Vo vseobecnosti piSeme funkciu vierohodnosti pre Poissonove rozdelenie s parametrom A a pozo-
rovanymi pocetnostami m, ako L(A|x) = [[,p", kde p, = Pr(X = n) = e *A"/n! a logarit-
mus funkcie vierohodnosti ako [(A|x) = =AY m, + > nm,InA. Maximdlne vierohodny odhad

T >, nmy
>\_ an" '

Priklad 40 (overdispersion v binomickom modeli, pokrac¢.) Majme pocetnosti irazov n me-
dzi robotnikmi v tovdrni, kde pocetnosti robotnikov m,, pri danom n pozri v tabulke.

n| 0| 1] 2] 3|4|>5
m, | 447] 132] 42 21| 3| 2

(3. jina 2014)

CVvic.

cvic.



KATINA, S., 2013: STATISTICKA INFERENCIA I A II 19

Vypocitajte m,, za predpokladu, Ze pocetnosti urazov na robotnika X maji negativne binomické roz-
delenie s parametrami o a 7.

Riesenie Aby sme mohli fitovat negativne binomické rozdelenie, potrebujeme funkciu vierohodnosti
L(v, 7|x) = Pr(X = 2)Zn=0 (Pr(X > 5))™25 .
a jej logaritmus
(a,m|x) = Zmn InPr(X = z) 4+ mss;In (Pr(X > 5)).
Numerickou optimalizédciou dostaneme @ = 0.84 a T = 0.64. Pomer zlyhani ;1 = = 0.47. Ked

%
porovndme pozorované m, a vypocitané (teoretické) m,, zistime, ze pocetnosti su v lml podobné
(pozri tabulku).

n| 0| 1] 2] 3[4]>5
ocakdvané my, | 446 | 134 [44 [ 15[ 5] 3

Priklad 41 (kvadraticd aproximdcia funkcie vierohodnosti) (1) Nakreslite skalovany logarit-
mus funkcie vierohodnosti binomického rozdelenia. Na z-ovej osi bude p a na y-ovej osi I*(p|x) =
l(p|x) — max(l(p|x)). Porovnajte I*(p|x) s kvadratickou aproximdciou vypocitanou pomocou Taylo-
rovho rozvoja ln(%) ~ —iZ(p)(p — D)*. (2) Nech skére funkcia S(p) = a%ln L(p|x). Ked zo-
berieme derivdciu kvadratickej aproximdcie wvedenej vyssie, dostaneme S(p) ~ —Z(p)(p — p) alebo
~I712(p)S(p) ~ I'2(p)(p — p). Potom zobrazenim pravej strany na x-ovej osi a lavej strany na
y-ovej osi dostaneme asymptoticky linedrnu funkciu s jednotkovym sklonom. Asymptoticky tiez plati
TY2(p)(p—p) ~ N(0,1). Je postacujiice mat rozsah z-vej osi (—2,2), pretoZe funkcia je asymptoticky
(lokdlne) linedrna na tomto intervale. Rozumne skdlujte y-ovi os. Zobrazte pre (a) n = 8 N = 10,
(b) n=280,N =100 a (c) n =800, N = 1000 (p € (0.5,0.99)). Okomentugte rozdiely medzi (a), (b)

a (c). Grafické riesenie je na obrdzku 14.

Priklad 42 (Fisherova informaéna matica pre parametre N(u,02)) Nech X ~ N(u,0?). Co-
mu je rovnd pozorovand Fisherova informacénd matica Z(0), kde @ = (1i,5%)?

Riesenie
Logaritmus funkcie vierohodnosti ma tvar

Z(M,UQ)Z——lnd - 22

Derivécie funkcie vierohodnosti v u a 02 budi nasledovné

1
2 _ - . 2
S (/1“7 ) a Ql((:u7a )|X> 20_2 20_4 — (‘rl :u)
Potom
o (&0
I(lu“a ) - (0 %
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Obr. 14: Porovnanie skalovaného logaritmu funkcie vierohodnosti (plnd ¢iara) s jeho kvadratickou
aproximéciou (¢iarkovand ¢iara) v prvom riadku a porovnanie skdlovanej skore funkcie a priamky s
nulovym interceptom a jednotkovym sklonom v druhom riadku

Priklad 43 (profilova vierohodnost; normalne rozdelenie) Profilovd funkcia vierohodnosti pre
p pocitand pre kaide firované pi, kde mazimdlne vierohodny odhad o® bude 67, = L 3% (z; — p)?,

md tvar L(p|x) = ¢ (07, _n/Q, kde c je nejakd konstanta. L(u|x) nie je identickd s odhadnutou fun-
kciou vierohodnosti L(p, 0? = 5%x) = cexp (—g5 iy (xi — p)?), tj. s rezom L(p,0?|x) v bode
0% = 52. Obe funkcie vierohodnosti budi velmi podobné, ak je rozptyl o dobre odhadnutyj. V opacnom
pripade sa preferuje profilovd funkcia vierohodnosti. Profilovd funkcia vierohodnosti pre o* je rovnd

L(0?[x) = ¢ (%) exp (—5k S0 (21 — 7)) = c(0%) " exp (—n52/(202)).

Priklad 44 (maximdlne vierohodny odhad p a ¢?) ' Vygenerugte pseudondhodné cisla z X ~
N(4,1), n = 1000. (a) Napiste profilovii funkciu vierohodnosti pre u a o* a preverte, ¢ si simulo-
vané mazximdlne vierohodné odhady ;1 a 0 dostatocne blizko k ich skutocnym hodnotdm. Nakreslite
grafy l(p]x) a l(c?|x), kde zvijraznite polohu simulovanyjch maxim tijchto funkcii. (b) Napiste funkciu
vierohodnosti pre @ = (u, ) a preverte, ¢i je simulovany mazimdlne vierohodny odhad 6 = (u,c?)
dostatocne blizko k jeho skutocnej hodnote.

Riesenie (pozri obrézok 15)

Logaritmus funkcie vierohodnosti pre jednotlivé parametre ma tvar

l(pjx) = —2In(27) — L Inof — ﬁ O ai—2u> "z +np?), kde p € (2,6),01 = 1;
[(0%x) = —2In(27) — 2Ino? — Z=lBl de ) = 4,0 € (0.5, 1.5);

202
(11, 02)|x) = =2 In(27) — 2Ino? — == e 1y e (2,6) a o € (0.5, 1.5).
Vysledky simuldcie: i = 4.019708 a 52 = 1.000038.

o2

15 Ak ndhodné premennd X nebude mat normélne rozdelenie, funkcia vierohodnosti pre strednt hodnotu nemusi
mat symetricky parabolicky tvar okolo strednej hodnoty. Odhad strednej hodnoty moéze byt potom vychyleny.
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Obr. 15: Funkcia vierohodnosti pre g a 0® (X ~ N(4,1)); odhad strednej hodnoty (aritmeticky
priemer) a odhad rozptylu st oznacené zvislou ¢iarkovanou ¢iarou a v nich mé funkcia vierohodnosti
maximum

2 Charakteristiky polohy a variability

Priklad 45 (argument minima; DU) Vygenerujte pseudondhodné éisla X ~ N(u,0?), n = 1000,

w = 0,02 = 1. Vygenerované ¢éisla ozn. z;,i = 1,2,...,1000. Ndjdite numericky také c, ktoré mi-
nimalizuje (a) sumu §tvorcov odchgflok 3,07 (x; — ¢)?, t.j. ¢, = argming. > 100 (2; — ¢)? a (b) sumu

absolitnych odchijlok leiq |z; — ¢|, t.j. co = argminy, Z}gﬂo x; — ¢|. Za ¢ dosadzugte postupne (1)

vietky x ;) () st usporiadané x; podla velkosti od najmensicho po najvicsie) a vybrané charakte-
ristiky polohy ako (2) aritmeticky priemer, (3) nejaké kvantily =,, kde p € (0,1) a pod. Nakreslite
obrdzok zdvislosti (a) sumy stvorcov odchylok na x;), t.j. body [x;,y;], kde y; = S0 (2 — z(;))? a
(b) sumu absolitnych odchglok na x(j, t.j. body [z, y;], kde y; = 2100 |2 — x| Podobné obrdzky

1=
nakreslite aj pre x, namiesto xj).

Priklad 46 (vygenerované pasy normality; cvic., DU) Na zdklade vygenerovanyjch pseudond-
hodngjch éisel X ~ N(u,0%), n = 50,u = 0,02 = 1, kde M = 1000 odhadnite (a) hustotu i-tej
realizdcie pomocou funkcie density() (ponechajte argument n=512 a nastavte from=-3 a to=3), (b)
distribucni funkciu i-tej realizdacie pomocou (a) a funkcie cumsum() a (c) empirické kvantily i-tej
realizdacie pomocou funkcie ggnorm(). Vygenerované ¢isla x;;,1 = 1,2,...,1000 a 7 = 1,2,...,50
ulozte do matice X, ktord bude mat rozmery 1000 x 50. Odhadnuté hustoty a distribucné funkcie
ulozte do matic H a D, ktoré bude mat rozmery 1000 x 512 a empirické kvantily do matice K,
ktord bude mat rozmery 1000 x 50. Pre kaZdi z matic H, D a K vypoéitajte Toos a To.g5 po stl})coch
a zobrazte ich ako pdsy pomocou funkcie polygon(). Do obrdzkov vkreslite (a) teoreticki hustotu,
(b) teoreticki distribucni funkciu a (c) kvantilovi priamku (pomocou funkcie qqline()) cervenou
farbou. Obrdzky usporiadajte ako trojicu vedla seba. Ddta, ktorych normalitu chceme graficky testovat
budi (1) X ~ N(0,1), n = 50, (2) X ~ pN(0,1) + (1 — p)N(0,4), n = 50 a p = 0.95 a (3)
X ~pN(0,1) 4+ (1 — p)N(0,4), n =50 a p = 0.9. Zobrazte separdtne (1), (2) a (3) do grafov (a),
(b) a (c). Okomentugte.
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3 Testovanie hypotéz

Priklad 47 (MC experiment pre IS; cvic., DU) Nech (a) X ~ N(0,1) a (b) X ~ [pN(0,1) +
(1—p)N(0,4)], kde p = 0.9, t.5. ide o zmes dvoch normdlnych rozdeleni X ~ N(0,1) a X ~ N(0,4) v
pomere 9:1. Vygenerujte M = 100 ndhodnych vijberov s rozsahom n = 500 a vypocitajte 100(1 — )%
IS pre u. Zistite, kolko IS obsahuje stredni hodnotu u = 0. Toto ¢islo podelené M predstavuje
stmulovand hladinu vyjznamnosti . Okomentugte.

Priklad 48 (tri typy testovacich statistik; DU) Predpokladajme, ze X ~ N(u,0?), kde o2 je
zndma. Testugme Hy : 0 = 6y oproti Hy : 0 # 0, kde 0 = . Ukdzte, Ze vsetky tri testovacie statistiky
s rovnaké, t.5. Upgp = Uy = Ug.

1. Up = n@;

2. Uy = nEpl

3. Ug = p Xl

o2

Priklad 49 (pred., DU) Predpokladajme, e X ~ N(u,0?), kde o* je zndma. Nech 6 = p. Tes-
tugme tri typy hypotéz

1. Hoy : = po oproti Hyy @ pu % po;
2. Hog : po < o oproti Hug @ pu > po;
3. Hoz :pp > po oproti Hiz : pn < pio;

(a) Vypocitajte pravdepodobnosti chyb druhého druhu Pr,(CHDD) pri danej alternative pre vsetky
tri typy hypotéz, t.j. i1, Pz a Pis.

(b) Vypocitajte a zobrazte silofunkcie pre vsetky tri typy hypotéz, t.j. 1— i1 (u), 1—LFia(p) a 1—[Fi3(p).
Pre zobracovanie si zvolte g = 0, p € (—10,10),0 = 6.4, = 0.05 a n = 10,20, 30,40 a 50 (jeden
obrdzok pre kazdi z hypotéz (1), (2) a (3)).

Nac¢rtnutému zodpoveda nasledovné situacia

Ho — Hi W B (1)
p=po p#pe Wi ={2Zw;|Zw| > uap} @ <Ua/2 _ W)J—_“l\/ﬁ>

p<po p>po We={Zw;Zw > u.} D (uq + H2-E/n)
p>po p<po Wi={Zw;Zw < —ust @ (uq — 22/n)

B(p) v tabulke pre Hgy; oproti Hyp je priblizné (Casto sa pouZiva v praxi namiesto presnej 5(u)), jej
zodpovedajtica presna silofunkcia je definovana ako:

1—p6(p) <@ <U1—a/2 + £ ;MO\/E) + @ (U1—a/2 _ £ _J'uo\/ﬁ>
= <U1—a/2 - MOU_ Mﬁ) +o (U1—a/2 + Fo — “ﬁ)

o

Ug 2 + Up 2 Ug 2 + Up 2 Uq/2 + U 2 9
n Z _— = T =|— o-.
¢ H—&U K= Ho
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Nech Z je nejaka testovacia Statistika a zyy je jej realizdcia (pozorovand, vypocitana tes-
tovacia Statistika), potom p-hodnotu poc¢itame nasledovne:

2Pr(Z > |zwl||Ho), ak  Hy : p # po
p-hodnota = < Pr(Z > zy|Hy), ak Hy:p> po -
Pr(Z < zw|Hp), ak Hy:p < g

100(1 — )% empirické IS pre vsetky tri typy hypotéz maji nasledovny tvar:

Hy H, hranice (d, h) pre 100(1 — a)% empiricky IS
p=jpo pF#p CSia={po:to € (T — ua/2\%,f+ua/2\%>}
p<po p>po CSi—a=po: o€ f—%\%mc)

=g p<pro CSia=Ho:po € (—00,T+ g }

Priklad 50 (jednovyberovy Z-test strednej hodnoty p; DU) Porovnajte presni a priblizni si-
lofunkciu pre test Hy : = po (oproti Hy : p # po, ak o je zndme) nakreslenim oboch do jedného
obrazka pre n = 20, up = 0 a 0 = 1. Okomentuyjte.

Priklad 51 (vylepsena vierohodnost pomocou ¢(0); DU) Nakreslite (a) logaritmus funkciu vie-
rohodnosti parametra p binomického rozdelenia Bin(N,p), kde N =10 a n = 8, superponovany jeho
kvadratickou aprozimdciou. Nakreslite (b) logaritmus funkciu vierohodnosti g(p) = logit(p) = In 1
(pri rovnakom zadani N a n ako v (a)) superponovany jeho kvadratickou aprozimdciou. Je funkcia
vierohodnosti g(p) requldrnejsia ako funkcia vierohodnosti pre p? (c) Vypocitajte Waldov a vierohod-
nostny 100 x (1 —«) % empiricky IS pre p. (d) Vypocitajte Waldov 100 x (1 —«) % empiricky IS pre
g(p) z (a) a (b) a transformugte ho spit do origindlnej skdly. (e) Ukdzte, Ze vierohodnostny IS pre p
v Skdle p je identicky s vierohodnostngm IS v skdle g(p) z (a) a (b) po jeho spitnej transformdcii do
origindlne; skaly. Okomentujte.
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3.1 Testy dobrej zhody

Priklad 52 (y*-test dobrej zhody) Majme ddta Grades, ktoré reprezentuji SAT skére (n = 200)
nahodne vybranej vzorky Studentov z jednej univerzity v USA. Otestujte na hladine vyznammnosti
a = 0.05, ¢ maji ddta normdlne rozdelenie. Pouzite intervaly (u — 30,1 — 20), (u— 20, — o),
(w—o,p), (gypu+o), (W+o,u+20) a(p+20,u+30). Nakreslite histogram pouZitim vyssie spo-
menutych intervalov a superponujte ho s oéakdvanymi hodnotami SAT skére v kaZdej kategdrii, ked’
Fo(z) ~ N(u,0?).

80
|

60
1

40

20
1

o | =t o

T T T T 1
800 1000 1200 1400 1600

sat

Obr. 16: Histogram superponovany s ocakavanymi hodnotami SAT skore

Priklad 53 (y*-test dobrej zhody; pokrac.) Zopakujte vypocet z predchddzajiiceho prikladu na
intervaloch definovaniych pomocou hranic:

(a) kvartilové hranice — T pmin, To.25, 0.505 £0.75, Lmaz;

(b) decilové hranice — T, To1,T0.2, - - - £0.85 £0.95 Lmaz-

Nakreslite histogram pouZitim vyssie spomenutiych intervalov a superponujte ho s ocakdvanymi hod-
notami SAT skére v kazdej kategorii, ked Fy(x) ~ N(p,0%). Porovnajte vysledky s visledkami
predchddzajiceho prikladu.

Priklad 54 (y*-test dobrej zhody) Johann Gregor Mendel vo svojich pokusoch s krizenim rastlin
hrachu (Pisum sativum) Studoval dedicnost siedmych réznych znakov. V kazdom z pokusov, pri sle-
dovani jedného znaku, ziskal po krizeni dvoch cistych linii (t.j. dominantného homozygota AA s re-
cestvnym homozygotom aa) generdciu, v ktorej mali véetky rastliny rovnaky fenotyp (t.j. heterozygoti
Aa). Po ich samooplodneni (¢o je prirodzensj spésob rozmnoZovania hrachu) ziskal d al$iu generdciu,
v ktorej sa vyskytovali sledované znaky v dvoch formdch, a to zakaZdym v pomere velmi blizkom 3:1.
Jednym zo znakov, ktoré Studoval, bola farba semien. Po kriZeni 258 hybridov ziskal celkove 8023
semien, z ktorijch 6022 bolo Zltych a 2001 zelengjch (Matalovd 2008). Otestujte platnost fenotypového
stiepneho pomeru 3 : 1 na hladine vyznamnosti o = 0.05.

Priklad 55 (y*-test dobrej zhody) x2-test dobrej zhody:

(a) Otestujte zhodu pocetnosti umrti X ako ndsledok kopnutia koriom v Pruskgch armddnych jed-
notkdach (pozri priklad 100) s Poissonovym rozdelenim s parametrom A, t.j. X ~ Poiss(\) na hladine
vyznamnosti o = 0.05. Pozrite priklad 24 (. DU v Statistickej inferencii I).

n 0 1 2 3 4| 5+
My, 109 65 22 3 1 0
oc¢akdvané m,, | 108.7 | 66.3 | 20.2| 4.1 | 0.6 | 0.1

(3. jina 2014)
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(b) Otestujte zhodu pocetnosti chlapcov X v rodindch s binomickym rozdelenim s parametrami N a
7, t.j. X ~ Bin(N,m) na hladine vijznamnosti o = 0.05. Pozrite priklad 27.

ni|0| 1 2 3 4 5 ) 7 8 9| 10| 11} 12
My | 3| 24| 104 | 286 | 670 | 1033 | 1343 | 1112 | 829 | 478 | 181 | 45| 7
ocakdvané m,, | 1| 12| 72| 258 | 628 | 1085 | 1367 | 1266 | 854 | 410 | 133 | 26 | 2

(c) Otestugte zhodu pocetnosti urazov medzi robotnikmi X (pozri priklad 106 a 132) (1) s Poissonovym
rozdelenim s parametrom X, t.j. X ~ Poiss(\) a (2) s negativne binomickym rozdelnim s parametrami
a am, t.j. Negbinom(a, ) na hladine vjznamnosti o = 0.05. Pozrite priklad 28 a 40.

n| 0] 1] 2] 8[>14

My | 447 | 132 | 42| 21 5

(1) ocakdvané my, | 406 | 189 | 44 | 7 1
(2) ocakdvané m,, | 446 | 134 | 44 | 15 8

Priklad 56 (Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody) Majme vysky n = 12 ndhodne vy-
brangjch 10-rocnych dievéat x = (131,132,135, 141,141,141, 141,142,143, 146, 146, 151)T. Otestugte
na hladine vijznamnosti o = 0.05, ¢ maji ddta normdlne rozdelenie, kde Fy(x) ~ N(u,0?).

Pozn.: Funkciu ecdf () (pouzitie v podobe Fn <- ecfd(vyska); FnX <- Fn(vyska)) nie je mozné
pouzit, pretoze pri zhoddch je posunutd F,(x; 1) vypocitand z F),(x;) nespravna.

Ak je hypotéza zlozend, Kolmogorov-Smirnovov test je vel'mi konzervativny. Avsak D, mozeme
pouzit na vypocet, ak odhadneme parametre prislusného rozdelenia, kde Fy(z) substituujeme za
Fy(z). Potom vsak nastavaji problémy s rozdelenim D,,. Problém riesi modifikdcia Kolmogorovho-
Smirnovovho testu, kedy sa tento test nazyva Lillieforsov test normality, pouzitim MC simulacii,
kde kritické hodnoty oznacime Dg)(oz). Pri testovani sa casto pouziva Dallal-Wilkinsonova apro-
ximacia p-hodnoty v podobe

0.974598+ 1.67997
Vn n

pre n € (5,100) a p-hodnotu < 0.1. Ak je n > 100, potom D,, vo vyssie uvedenom vzorci nahradime
Dpy = Dy(755)°%, kde m je skutoény rozsah a n substituujeme ¢islom 100. Ak p-hodnota > 0.1,
potom D,, nahradime Dy,0q = D,,(v/n — 0.01 4 0.85+/n). Podla velkosti Dy,0q Vypocitame p-hodnotu

nasledovne:

p-hodnota = exp(—7.01256 D2 (n+2.78019)+2.99587 D,y v/n + 2.78019—0.122119+ )

o ak Dyoq < 0.302, p-hodnota = 1,

e ak Dyoq < 0.5,

p-hodnota = 2.76773 — 19.828315 Dyoq + 80.709644D2, | — 138.55152D3 | + 81.218052D"

mod mod>
e ak D, q <0.9,

p-hodnota = —4.901232 + 40.662806 Dyoq — 97.400286 D2, +94.020866 D3, — 32.355711D

mod
o ak Dyoq < 1.31,

p-hodnota = 6.198765 — 19.558097 Dyoq + 23.186922D2, | — 12.234627D3 _, + 2.423045D% ..

mod
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3.2 Asymptotické testy o jednom parametri

Priklad 57 (minimdalny rozsah N) Vypocitajte minimdlny rozsah n prep = 0.1,0.2,...,0.9, py =
0 pria = 0.05, B = 0.8 a obojstrannej alternative Hyy. Skontrolujte, ¢i je splnend Haldova podmienka.
Ak nie je, doplite minimdlne N, ktoré tuto podmienku splna.

RieSenie:
pl 01 02 03 04 05 06 07 08 09
N 71 32 19 12 8 6 4 2 1

Np(1—p) | 639 512 3.99 288 2.00 1.44 0.84 032 0.09
9/(p(1—p)) | 100 57 43 38 36 38 43 57 100

Priklad 58 (minimdalny rozsah N) Vypocitajte minimdlny rozsah N pre p = 0.1,0.2,...,0.9, po
vZdy o 0.1 mensie ako p, pri a = 0.05, B = 0.8 a obojstrannej alternative Hyy. Skontrolujte, ¢i je
splnend Haldova podmienka. Ak nie je, doplite minimdlne N, ktoré tuto podmienku splia.

Riesenie:
p| 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Do 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
p(1—p)]0.09 016 021 024 025 024 021 0.16 0.09
N 71 126 165 189 197 189 165 126 71
Np(1—p) | 6.39 20.16 34.65 45.36 49.25 45.36 34.65 20.16 20.16
9/(p(1 —p)) | 100 57 43 38 36 38 43 57 100

Priklad 59 (pravdepodobnost pokrytia) Nech X ~ Bin(N,p), kde N =30 a p = 0.8 a prav-
depodobnost tispechu p = % = 0.8, kde x =24 a N = 30. Waldov 95% empiricky DIS pre p je rovny
(d,h) = (0.657,0.943). Vypocitajte pravdepodobnost pokrytia tohoto intervalu. Pozn.: pravdepodob-

nost pokrytia Waldovho 95% DIS pre p vypocitame nasledovne

Pr(pokrytie) = 3, Pr(X = Np; : p € Waldov 95% DIS pre p;),

kde pj € M; = {3—10, %, R 3—10}, t.g. ide o sucet takych funkcéniych hodnot pravdepodobnostnej
funkcie v bodoch Npj;, kde p € Waldovmu 95% DIS pre p;. Visledky usporiadajte do tabulky, ktorej
stlpce budi x;, p;, d; (dolnd hranica Waldovho 95% DIS pre p;), h; (hornd hranica Waldovho 95%
DIS pre p;), Pr(pokrytie) a pokrytie (indikdcia toho, ¢i p patri alebo nepatri Waldovmu 95% DIS pre
pi).

Priklad 60 (pravdepodobnost pokrytia) Nech X; ~ Bin(N,p;). Vypocitajte pravdepodobnosti
pokrytia Waldovho 95% DIS pre kazdé p;, kde p; patria mnoZine My = %, 1— %>, su ekvidistantne
vzdialené medzi % al— % a ich pocet M = 5000. Nakreslite obrazok, kde na x-ovej osi budi p; a na
y-ovej osi pravdepodobnost pokrytia Pr;(pokrytie). Zvolte (a) N =30, (b) N =100 a (¢) N = 1000.
Pozn.: pravdepodobnosti pokrytia Waldovho 95% DIS pre p; vypocitame nasledovne

Pr;(pokrytie) = >, Pr(X = Np; : p; € Waldov 95% DIS pre p;),

kde p; € M; = {%, %, R %}, t.g. ide o sucet takiych funkcnijch hodnot pravdepodobnostnej
funkcie v bodoch Npj, kde p; € Waldovmu 95% DIS pre p;.

(3. jina 2014)
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Priklad 61 (pravdepodobnost pokrytia) Nech X; ~ Bin(N,p;). Vypocitajte pravdepodobnosti
pokrytia:

(a) vierohodnostného 95% DIS,

(b) skére 95% DIS,

(¢) spitne tranformovaného Waldovho 95% DIS pre g(p;) s hranicami (dy),hy)) na Waldov 95%

DIS pre pi s hranicami ((g(d”)) ™, (g(hi") ™), kde (1) glpi) = 5. (2) g(pi) = In 32
9(pi) = arcsin(\/p;)
pre kazZdé p;, kde p; patria mnoZine M = <11v’ 1-— —>, st ekwnidistantne vzdialené medzi % al— % a

ich pocet M = 5000. Nakreslite obrdzok, kde na x-ovej osi budi p; a na y-ovej osi pravdepodobnost

pokrytia Pr;(pokrytie). Zvolte (a) N = 30, (b)) N = 100 a (¢) N = 1000. Pozn.: pravdepodobnosti
pokrytia 95% DIS pre p; vypocitame nasledovne

Pri(pokrytie) = >, Pr(X = Np; : p; € 95% DIS pre p;),

kde p; € M; = {%, %, R %}, t.g. ide o sucet takych funkénych hodnot pravdepodobnostnej
funkcie v bodoch Np;, kde p; € 95% DIS pre p;. Pre tie DIS, ktoré maji pre p =0 a p = 1 nenulovi
<, A oy _ /0 N

$irku, mozZeme pouzit My = (x, ¥ )-

Priklad 62 (nezavislost p a o%; pravdepodobnost pokrytia) Nech X ~ N(u,02), kde p =
20 a 0% = 100. Vypoéitajte Pearsonov korelacny koeficient Ix.s pomocou simulacnej Studie (M =

100000). Nakreslite rozptylovy graf (T;,s;), kde i = 1,2,..., M (sivou farbou). Dokreslite do grafu
také body, pre ktoré plati ty,; = ‘@T_’i\/ﬁ‘ < tn_1(a/2) (Ciernou farbou) ako aj hranice, ktoré definuji

také body (T, s;), pre ktoré ty; = t,_1(a/2). Vypoéitajte pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre p
ako podiel Y, I (tw; < tn—1(a/2)) /M. Zvolte (a) n =5, (b) n=>50 a (¢) n = 100.

20 25

smerodajna odchylka
15

smerodajna odchylka

smerodajna odchylka

T T T T T
0 10 20 30 40 15 20 25 16 18 20 22 24

ammetlck nemer ammetlck nemer aritmeticky priemer
n=5, d/é’ 58 n=100, r—y0p005348

Obr. 17: Rozptylovy graf T;, s;, ¢ = 1,2,..., M, M = 100000 pre n = 5 (vlavo), n = 50 (v strede) a
n = 100 (vpravo)

Priklad 63 (nezavislost p a o pravdepodobnost’ pokrytia) Nech X ~ [pN(p,0?) + (1 — p)
N(u,03)], kde p = 0.9, u = 20, 0? = 100 a o5 = 400. Vypocitajte Pearsonov korelacny koeficient
x5 pomocou simulacnej studie (M = 100000). Nakreslite rozptylovy graf (T;,s;), kde it =1,2,..., M

(stvou farbou). Dokreslite do grafu také body, pre ktoré plati tw,; = ‘f_—&\/—’ < tp—1(a/2) (¢iernou

farbou) ako aj hranice, ktoré definuji také body (T;,s;), pre ktoré tw, = t,—1(a/2). Vypocitajte
pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre p ako podiel >, I (tw; < tn—1(a/2)) /M. Zvolte (a) n =5,
(b) n =50 a (¢) n = 100.
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Priklad 64 (necentrdlne t-rozdelenie) Nakreslite distribucni funkciu necentrdlneho t-rozdelenia
tno1x, kde 6 = 1 — po a X = §/(0/\/n). PouZite igp = 0, 6 = 1, 0 = 1.4 a n = 26. Vypocitagte
pravdepodobnost nad kvantilom xqg7s pod krivkou hustoty tohoto rozdelenia. cvic.

Priklad 65 (necentrdlne t-rozdelenie) Nakreslite hustoty jedného centrdlneho a Styroch necen-
trdlnych t-rozdeleni t,_1x (0 = p— po a A =40/(c/\/n)) do jedneho obrdzka tak, aby boli odlisitelné
farbou alebo typom ciary. PouZite pg =0, 6 =0,0.5,0.8,1 a 1.2, 0 = 1.4 a n = 26. cvic.

Priklad 66 (sila a silofunkcia) PouZite ® na simuldciu hustoty rozdelenia t,_ 5 testovacich statis-

tik Té‘? A) = Em—s;’ﬂ\/ﬁ (necentrdlne t-rozdelenie s n — 1 stupriami volnosti a parametrom necentrality
A, kden =25, X =3, m =1,2,...,M, pri M = 20000 opakovaniach. Na zdiklade tohoto roz-
delenia vypocitajte silu testu pre g = 2.5 a py = 4 (pozri obrdzok 18). (1) X ~ N(4,2.5%) a (2)

.
X ~ [pN(4,2.5%) + (1 — p)N(4,4.5%), kde p = 0.9. DU
< L
o o
N
f l
[ j \ o
o o
8 8
e N e o
g © 3 ©
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] ]
o o
o H o | H
e \ \ \ \ \ \ ° \ \ \ \ \ \
-4 -2 0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8
centralne a simulovane necentralne t-rozdelenie centralne a simulovane necentralne t-rozdelenie
1-B(uy)=0.8204 1-B(uy)=0.7447

Obr. 18: Hustota centralneho a necentralneho t-rozdelenia; vlavo — hustota necentralneho t-rozdelenia
je superponovand histogramom simuldcii X ~ N(4,2.5%) a vpravo — X ~ [pN(4,2.5%) + (1 —
p)N(4,4.5%), kde p = 0.9

Pravdepodobnost empirickej CHPD pre MC experiment je pravdepodobnost p signifikantnych
testovacich statistik medzi ich M opakovaniami, ak Hy plati. Potom SE(p) = \/p(1 — p)/M je mensia
alebo rovna 0.5/v M.

Priklad 67 (pravdepodobnost empirickej CHPD t-testu) Nech X ~ N(u,0?), kde pu = 500
a 0? = 100. Testujte Hy : . = 500 oproti H, : p > 500, ak o = 0.05, o je nezndme. Pouzite R na si-
muldciu empirickej Pr(CHPD), kde pocet simuldcii je M = 10000 a rozsah ndhodného vijberu je n =
20 pre jednovyberovy Studentov t-test o strednej hodnote p. PouZite funkciu t.test (z, alternative

= "greater", mu = mu0) a pre kaZdi testovaciu statistiku t,,,m = 1,2,..., M vypocitajte p-hodnotu
a jej standardni chybu za platnosti Hy. Ide o zistenie relativnej pocetnosti p zamietnutyjch Hy na hla-
M .
dine vyznamnosti o = 0.05 medzi M testami, kde p = Pr(CHPD) = Zi:lI(HOA;amwmme). cvié.

Priklad 68 (vierohodnostny DIS pre p) Majme ddta one-sample-mean-skull. tzt a premen-
ni dizka lebky skull.L v mm starovekej eqyptske; muzZskej populdcie, o ktorej predpokladdme, Ze
md normdlne rozdelenie N(u,0?). Vypocitajte vierohodnostny 95% empiricky DIS pre stredni hod-
notu dl/zvk:yAlebky 1 pomocou 15% cut-off relativnej (standardizovanej) funkcie vierohodnosti £(0|x) = DU

L(0|x)/L(8|x) a porovnajte ho s vierohodnostngm 95% empiricky DIS pre p. cvic.
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Priklad 69 (MC odhad koeficientu spolahlivosti 1 — ) Vypoéitajte v @® MC odhad koeficientu
spolahlivosti (pravdepodobnosti pokrytia) pre pravostranny (horny) 95% JIS pre o pri M = 1000 a
n = 20. Tento JIS je ekvivalentny s testom Hyy oproti Hys. (a) Nech X ~ N(0,4), (b) X ~ x*(2) a
(¢) X ~ [pN(0,4) +(1 — p)N(0,9), kde p = 0.9.

Priklad 70 (minimdalny rozsah stiboru) Vypocitajte v @ minimalny rozsah ndhodného vyjberu

pre test Hoz : 02 > 02 oproti Hiz: 0? < o2 pria=0.05 a1 — 3 = 0.8, ak podiel Z—fz je rovny (a) 1.1,
(b) 1.5 a (c) 5.

Priklad 71 (konvergencia p a ¢ k normdlnemu rozdeleniu) Urobte v ® simuldciu pseudond-
hodngjch ¢isel z No (p, X)), kde iy = 0, 42 = 0, 01 = 1,09 = 1 (pozri priklad 18), kde n = 5,10, 20,50 a
100, M = 10000. Pouzite (a) p =0, (b) p=10.50 a (¢) p = 0.9. Pre kazdé m = 1,2, ..., M vypocitajte
Pearsonov korelacny koeficient r,,, a Fisherovu Z-premenni zg . Zobrazte histogramy simulovanijch
Tm @ ZRm G superponujte ich teoretickymi hustotami prislichajicich normalnych rozdelend.

Priklad 72 (porovnanie troch DIS v extrémnej situdcii) Nech N = 25 studentov, ktorgm sme
polozili otdzku, ¢i st vegetaridni. Z nich x = 0 odpovedalo ,dno “. Vypocitajte empirické 100x (1—a))%

DIS (a) Waldov DIS, (b) skére DIS a (c) vierohodnostny DIS pre p (1 —a = 0.95).

Priklad 73 (funkcia vierohodnosti v extrémnej situdcii) Nakreslite funkciu vierohodnosti pre
situdciu v predchadzajicom priklade.

Priklad 74 (pruské armdadne jednotky) Majme X ~ Poiss(\). Vypocitajte (a) Waldov 95%
DIS pre A, (b) skore 95% DIS pre A a (c) vierohodnostny 95% DIS pre A (ddta pozri v priklade 55).

Priklad 75 (test o rozdiele strednych hodnotot p; a pus) Majme ddta two-samples-means-
birth. tzt, premenni porodnd hmotnost birth.W v gramoch novorodencov (chlapcov) narodengjch
v kragskej nemocnici v priebehu jedného roka a premenni pocet starsich surodencov o.stib.N, ktord
nadobida hodnoty 0 (Ziadny) a 1 (jeden). Predpokladdme, Ze premennd birth. W chlapcov so Ziadnym
starsim sirodencom md normdlne rozdelenie N(py,0?) a birth.W chlapcov s jednym starsim siroden
com md normdlne rozdelenie N(uy,03). (a) Otestujte hypotézu o zhode stredngjch hodnét py a ps na
hladine vyznamnosti « = 0.05. (b) Vypocitajte 100 x (1 — «)% empiricky DIS pre rozdiel strednych
hodndt py — pa, kde koeficient spolahlivosti 1 — o = 0.95. PouZite (1) Waldovu testovaciu $tatistiku
Tw pri predpoklade (1.1) rovnosti a (1.2) nerovnosti rozptylov, (2) testovaciu Statistiku pomerom vie-
rohodnosti Upr pri predpoklade (2.1) rovnosti a (2.2) nerovnosti rozptylov a DIS prislichagice (1.1),

(1.2), (2.1) a (2.2).
Zhrnutie kapitoly o testoch o dvoch pravdepodobnostiach

2PI‘(ZW Z |Zw||H0), ak H1 :InRR 7é IDRRO
p-hodnota = { Pr(Zy > zw|Hy), ak H, :InRR > InRRy
PI‘(ZW < Zleo), ak H,:InRR < InRRy

Hy Hy hranice (d, h) pre 100(1 — «)% empiricky IS

IWRR =InRRy IRR#IRRy CS) o= {InRRy: mRRo € (INRR ~ uaposy RR + tay25,) |
INRR <InRRy InRR >IRRy CSi_o={ImRRo:InRRy € (InRR — ugs,, oo>}

mRR >ImRR, ImRR < ImRRy CS; o= {ImRRy:ImRR, € (—o00, InRR + uasg)}
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2PI‘(ZW > |ZwHH0>, ak H1 :RR # RRO
p-hodnota = < Pr(Zy > zw|Hy), ak H; :RR > RRy
Pr(Zw < zw|Hy), ak H; : RR < RRy

Hy H, hranice (d, h) pre 100(1 — o)% empiricky IS

RR=RRy RR#RRy CSio={RRo:RRo€ (RR — tia55, I RR + a5, ) }
RR<RRy RR>RR, CSi o= {RRo:RRy€ (RR - us,,00) |
RR > RR, RR <RR, (S, .= {RRy:RR,e (0,RR + uasg)}

QPY(ZW Z |ZwHHO), ak Hl :InOR 7é IDOR,O
p-hodnota = { Pr(Zy > zw|Hy), ak H, :InOR > InORy
Pr(Zw < zw|Hy), ak H; :InOR < InORy

Hy H, hranice (d, h) pre 100(1 — a)% empiricky IS

OR =IORy InOR #InORy CS) o = {InORy : mORy € (InOR — 125, 1 OR + a5, ) }
InOR<InORy; InOR >InORy CSi_, =InOR;y:InORy € InOR — uasg,oo>}

IMOR > ImORy ImOR < InORy CSy_o = {InORy: InOR, € (—o00,ln OR + uasg)}

QPI(ZW Z |Zw||H0), ak H1 : OR 7é ORO
p-hodnota = { Pr(Zy > zw|Hy), ak H, : OR > ORy
Pr(Zw < zw|H,), ak H, : OR < ORy

Hy H, hranice (d, h) pre 100(1 — a)% empiricky IS
OR=ORy OR#ORy CSi o= {ORy:ORy € (OR ~ ta/a55, OR + tia 25, ) |
OR <OR, OR>ORy CSi_o={ORy:ORy€ (OR — uas,, oo)}

OR > ORy, OR < OR, CSi_o={OR,:OR,e (0,0R + ua8g>}

Priklad 76 (maximadalne vierohodné odhady; naddor prsnika) Majme pocetnosti subjektov Xy,
ktoré maji rozsirené metastdzy nadoru prsnika, kde X; ~ Bin(Ny,p1) a pocetnosti subjektov X,
ktoré maji lokalizované metastazy nadoru prsnika, kde Xy ~ Bin(Na, ps).

(1a) Aplikugte funkciu vierohodnosti L(0|x1,%s), kde @ = (py,p2)T na ddta v tabulke a vypocitajte 0.
(1b) Nakreslite funkciu vierohodnosti ako funkciu py a pe [superpozicia contour() a image()].
(2a) Aplikujte funkciu vierohodnosti L(0|x1,x%s), kde 8 = (6,n)T, logaritmus pomeru Sanci 6 =
In % a ruswy parameter n = In % na ddta v tabulke a vypocitajte 0.

(2b) Nakreslite funkciu vierohodnosti ako funkciu 6 a n [superpozicia contour() a image()].

(2¢) Vypoéitajte vierohodnostny 95% DIS pre 0 pomocou metodiky 15% cut-off standardizovanej pro-

filovej funkcie vierohodnosti. DIS dokreslite do jedného obrdzka k profilove; funkcit vierohosnoti v jej
15% cut-off.

metastazy | rozsirené | lokalizované | spolu
ano 5 1 6

nie 10 9 19

spolu 15 10 25
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Priklad 77 (jednovyberovy test strednych hodnét) Toto nie je DU, len informdcia o ddtach.

Hodnoteny stbor: 7 archivnych materidlov (Schmidt 1888) méme k dispozicii povodné krani-
ometrické udaje o dizke a sfrke lebky zo starovekej egyptskej populacie. Stucasne mame k dispozicii
priemerné hodnoty oboch rozmerov, hodnoty smerodajnej odchylky a pocty pripadov vzorky z no-
vovekej egyptskej populacie (deka lebky: z,, = 177.568 mm, 7y = 171.962 mm; 5,,=7.526 mm,
$¢=7.052 mm; n,,=88, ny = 52 a Sirka lebky: 7, = 136.402 mm, Ty = 131.038 mm; s, = 6.411 mm,
s = 5.361 mm; n,, = 87, ny = 52).

Stbor dat: one-sample-mean-skull-mf.txt

Popis premennych:

id — poradové ¢islo;

pop — populdcie (egant — egyptska starovekd);

sex — pohlavie (m — muz, f — Zena);

skull.L — najvacsia dizka mozgovne (mm), t.j. priama vzdialenost kraniometrickych bodov glabella
a opisthocranion;

skull.B — najvicsia $irka mozgovne (mm), t.j. vzdialenost oboch kraniometrickych bodov euryon.

Biologické suvislosti: Brachycefalizacia, resp. debrachycefalizacia (t.j. relativne skracovanie ¢i
predlzovanie lebky), patri medzi prejavy sekuldrneho trendu. Tieto zmeny lebky/hlavy koreluju so
zmenami kosti koncatin a davaju sa do suvislosti so zmenami vonkajsich zivotnych podmienok i ge-
netického zlozenia populacie. Napriek tomu, ze pomer Sirky a dfiky lebky zavisi od oboch rozmerov,
ukazuje sa, ze zmeny v tvare lebky ovplyviuju predovsetkym zmeny v jej Sirke.

Ciele:

(A) zistit, ¢i sa dizka lebky starovekej egyptskej populdcie lisi v strednej hodnote od novovekej egypt-
skej populdcie (zvlast u muzov a u Zzien);

(B) zistit, ¢i sa Sirka lebky starovekej egyptskej populdcie lisi v strednej hodnote od novovekej egypt-
skej populdcie (zvlast u muzov a u Zzien).
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Priklad 78 (dvojvyberovy test strednych hodnét) Toto nie je DU, len informdcia o ddtach.

Hodnoteny stibor: Mame k dispozicii idaje o porodnej hmotnosti prvorodenych a druhorodenych
chlapcov, novorodencov narodenych v krajskej nemocnici v priebehu jedného roka (Aldnova 2008).
Novorodencov narodenych vo vysSom poradi sme z tohto porovnania vylucili.

Subor dat: two-samples-means-birth.txt

Popis premennych:
0.81b.N — pocet starsich sirodencov (0 — ziadny, 1 — jeden);
birth.W — porodna hmotnost (g).

Biologické suvislosti: Z niektorych studii vyplyva, ze medzi prvorodenymi a druhorodenymi novo-
rodencami mozu byt rozdiely v poérodnej hmotnosti. Prvorodeni by potom mali mat niz§iu porodni
hmotnost nez deti narodené ako druhé v poradi.

Ciele:
(A) zistit, ¢i sa porodnd hmotnost prvorodenych a druhorodenych chlapcov z jednej porodnice a
sezony v priemere lisi.
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