Pracovni text a tkoly ke cvicenim MF002

1 Wieneruv proces (Brownuv pohyb)

Zakladnim stavebnim kamenem simulaci ndhodnych procesti popsanych pomoci stochastickych diferencidl-
nich rovnic je generovani trajektorii Wienerova procesu W, = W (w, t).

Definice tikd, Ze pocdte¢ni hodnotou je W, = 0, ale s jakoukoliv jinou zndmou hodnotou se pracuje
podobné. Prirtistky Wienerova procesu za ¢asové intervaly délky At jsou ndhodné veli¢iny AW ~ N(0, At),
a pro disjunktni ¢asové intervaly jsou tyto prirtistky stochasticky nezavislé.

Vlastni simulace trajektorie Wienerova procesu spo¢iva v déleni pozadovaného ¢asového intervalu [0, T]
na velmi kratké podintervaly délek At. V téchto jemné zvolenych ¢asech postupné (s rostoucim ¢asem) poci-
tdme hodnotu Wienerova procesu tak, Ze k hodnoté v bezprostfedné predchozim zndmém c¢ase ptripocitdvame
realizaci ndhodného prirtstku AW.

Pro hodnotu W (w, t + At) tedy plati:

W(w,t+At) =W (w,t)+ AW ,

pricemz
AW = UVAt, kde U ~N(0,1),

tj. realizace standardizované ndhodné ndhodné veli¢iny, jsou pro riiznd t vzajemné nezavislé.
Projdéte si nasledujici skript, ktery W, generuje pomoci for-cyklu:

1 dt <- 0.001

2 WO <- 0

3t <- seq (0, 1, by=dt)
4

5

N <- length (t)
6 W <- rep (0, N)
7 W[1] <- WO
g Wakt <- WO
o for (k in 2:N) {
10 dW <- sqrt (dt) * rnorm (1)
11 Wakt <- Wakt + dW
12 Wlk] <- Wakt
13

15 plot (t, W, type="1", col="red", xlab="t", ylab="W")
16 abline (h = WO, 1lty = 2)

Vyse uvedeny postup se vsak v modernich matematickych programech (R, Matlab) oznacovanych jako SVM
(Support Vector Machine) nepouziva.

Misto toho se jen jednim prichodem generuje cely ndhodny vybér (vektor) pfirtistkt (nezavislost z defi-
nice W,), ktery se kumulativné pti¢ita (funkci cumsum) k vychozi hodnoté Wj:

1 dt <- 0.001

2 WO <- 0

3t <- seq (0, 1, by=dt)
4

<

N <- length (t)
6 dW <- rnorm (N - 1) * sqrt (dt)
7 W <- cumsum (c (WO, dW))

8
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9
10

plot (t, W
abline (h

type="1", col="red", xlab="t", ylab="u")
Wo, lty = 2)

I~
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Réadky skriptu generujici W, je vhodné si ulozit jako vlastn{ funkci. Nasledné totiz miizeme jen zménou

parametru této funkce snadno generovat nové trajektorie:

1
2
3
4
5
6
7
8
9

A U1 AW N

generuj.Wp <- function (t, dt, WO) {
dW <- rnorm (length (t) - 1) * sqrt (dt)
W <- cumsum (c (WO, dW))

}

W <- generuj.Wp (t, dt, WO)

plot (t, W
abline (h

type = "1", col = "red", xlab = "t", ylab = "W")
Wo, lty = 2)

I~

Vyhoda vytvorené funkce se predevsim ukaze, kdyz chceme vygenerovat vice trajektorii:

M <- sapply (1:10 , function (k) {
generuj.Wp (t, dt, WO)
)

matplot (t,M,type="1",1ty=1,xlab="t",ylab="W" ,main="trajektorie W")
abline (h = WO , 1lty = 2)



trajektorie W
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Pouhou zménou rozsahu prvniho parametru funkce sapply 1ze ménit pocet trajektorii. Vysledné vektory
hodnot pro jednotlivé trajektorie se ptitom sklddaji vedle sebe, takze vyslednd proménnd je matice. Cemu
v této matici odpovidaji jednotlivé radky, resp. jednotlivé sloupce?

Zkousejte si vygenerovat jiné pocty trajektorii (az 1000, 10 000) W,. Vykreslete je do grafu, seznamte
se s parametry ptikazl plot a matplot pro rozsahy a popisy soutadnicovych os, a pro volbu stylu, tloustky,
symbolu a barvy Car zobrazenych dat. Méli byste dostat podobny graf:

trajektorie W

0.0 02 04 06 0.8 1.0

Déle budeme zkoumat rozdéleni pravdépodobnosti realizaci W, pro jeden konkrétni cas t = 0.6. Nejprve

7N

pottebujeme zjistit, ktery rddek tomuto ¢asu odpovida.
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1 index <- which (t==0.6)
2> vyber <- M[index,]

Vybrali jsme z matice trajektorii jen jeden radek odpovidajici pozadovanému casu t = 0.6, ktery je z pohledu
statistiky ndhodnym vybérem.

Ndésledujici ptikazy shrnuji nejcastéji pouzivané ndstroje pro ovérovani rozdéleni pravdépodobnosti: his-
togram, QQ-plot, empirickou distribu¢ni funkci (ecdf) a Kolmogoroviiv-Smirnoviv test. Pomoci napoveédy
prozkoumejte pouziti pfikazt a predev$im interpretaci vysledkd.

index <- which (t == 0.6)

1

2> vyber <- M[index,]

3

4 hist (vyber, breaks = 50, freq = FALSE)
5

6 qqnorm (vyber, pch = "+")

7 qqline (vyber, col "blue")

o plot (ecdf (vyber))

11 x <- seq (-2 ,2 , by = 0.1)
12y <- pnorm (x , mean = 0 , sd = sqrt (0.6))
13 lines (x, y, col = "red")

15 ks.test (vyber, pnorm, mean = 0 , sd = sqrt (0.6))
16 ks.test (vyber, pnorm, mean sd sqrt (0.6))
17 ks.test (vyber, pnorm, mean sd 1)
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Méli byste dostat podobné grafy:

Histogram of vyber
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1.1 Ukoly

Generujte postupné 10, 100, 1000, 10 000 trajektorii W, a vykreslujte je do grafu pfikazem matplot.

K matici realizaci Wienerova procesu spocitejte sttedni hodnotu a smérodatnou odchylku pro kazdy cas
(tedy pro kazdy radek matice). K tomu se bude hodit funkce apply pro aplikaci na kazdy radek ¢i sloupec
matice, a funkce mean pro stiedni hodnotu a sd pro smérodatnou odchylku. Do obrazku trajektorii pak
pridejte kiivku pro stfedni hodnoty a 95% interval spolehlivosti realizaci. Méli byste dostat obrazky podobné
nasledujicim, které jsou pro 100 a 1000 trajektorii:

trajektorie W
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trajektorie W
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Pro jednotlivé varianty (10, 100, 1000, 10000 trajektorif) si pro realizace Wienerova procesu v ¢asech
t = 0.2 at = 0.8 zobrazte histogram a QQ-plot. Vykreslete si také empirickou distribu¢ni funkci a graficky
ji porovnejte s teoretickou distribu¢ni funkci. Jaké rozdéleni pravdépodobnosti a s jakymi parametry ma W,
prot=0.2at=0.8?

Definujme ndhodné procesy

Y(w,t) =minW(w,s) ,
s<t

Z(w,t) =maxW(w,s) ,

s<t
tzn. minimum a maximum Wienerova procesu na intervalu [0, t|. Vygenerujte si jednu trajektorii Wienerova

procesu W, na intervalu [0,1] a k ni spocitejte trajektorie Y;, Z; na stejném intervalu. Pomohou funkce min
a max, a vybér podvektoru pomoci hranatych zavorek, napf.

1 max (W[1:50])

spocita maximum z prvnich 50 hodnot trajektorie Wienerova procesu. Trajektorie vSech tii procest pak zob-
razte v jednom grafu.

Vytvoite obrazek 2rozmérného Brownova pohybu. Kazda ze dvou soutadnic je tvofena Wienerovym pro-
cesem, ty jsou vzdjemné nekorelované. Generujte tedy 2 Wienerovy procesy pro ¢asovy interval [0, 10] s kro-
kem At = 0.001 a pomoci ptikazu plot kazdy pouzijte jako souradnice na jiné ose:
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