Pracovni text a tkoly ke cvicenim MF002

2 Brownuv most
Browniiv most na intervalu [0, 1] je ndhodny proces X, definovany pfedpisem
Xt:(thwlzo) 5 te[osl] P

kde W, je Wienerav proces na intervalu [0, 1]. Tzn. X, je Wienertv proces podminény hodnotou v koncovém
case t = 1. Jednou z moznosti jak takovy proces explicitné popsat, je

2.1 Ukoly

Vyuzijte predchoziho vztahu a napiste skript, ktery bude generovat trajektorii Brownova mostu. Nejdiive si
vygenerujte trajektorii Wienerova procesu W, na intervalu [0, 1] a pak ji transformujte na Brown@v most X,.
Do obrazku pak vykreslete nékolik jeho trajektorii:
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Vygenerujte si 100, 1000, prip. i 10000, trajektorii Brownova mostu a spocitejte sttedni hodnotu a rozptyl
pro kazdé t € [0, 1]. Obé zavislosti pak vykreslete do grafu. Jakym dvéma funkeim odpovidaji tyto zévislosti?
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3 Geometricky Brownuv pohyb
Cena akcie je modelovana pomoci stochastické diferencidlni rovnice (SDR)
dX; =rX,dt+oX,dW, ,

kde parametr r je irokova mira a parametr o > 0 volatilita. Pro jednoznac¢né feseni je nutno doplnit i po-
catecni hodnotu X, > 0. V jednoduchém modelu uvazujeme konstantni parametry, tedy nezavislé na case.
Re$enim této SDR je nezaporny ndhodny proces X, zvany geometricky Brownilv pohyb, jehoz trajektorie jsou
pro hodnoty X, = 100, r = 0 a 0 = 0, 2 zndzornény na ndsledujicim obrazku.

Vyse uvedenou SDR lze prepsat do diferen¢niho tvaru
AX(t)=rX(t)At+oX(t)AW .
Odtud dostavame vztah pro generovani trajektorii geometrického Brownova pohybu
X(t+At)=X(t)+AX(t) =X(t) +rX(t)At+ 0o X(t)AW .

Clen AW je ptirtistek Wienerova procesu na intervalu délky At (viz prechozi cviteni).
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3.1 Ukoly

Pomoci for-cyklu nebo funkce sapply napiste skript, ktery bude generovat trajektorie geometrického Brow-
nova pohybu s parametry X, r, 0. Vygenerujte pak nékolik trajektorii geometrického Brownova pohybu na
intervalu [0, 1] s paramety X, = 100, r = 0 a 0 = 0.2, jak je naznaceno na obrazku vyse.
Meénte hodnoty parametra X, > 0,7, > 0 a sledujte chovani trajektorii v zavislosti na téchto zméndch.
Ovéfte si, ze nédsledujicim zptisobem generovany ndhodny proces je také geometricky Brownav pohyb X, :

1 generuj.gBp <- function (t, dt, X0, r, sigma) {
2 dW <- rnorm (length (t) - 1) * sqrt (dt)

3 dX <- 1 + r * dt + sigma * dW

4 X <- cumprod (c (X0 , dX))

5}

Vygenerujte si 100, 1000 (prip. 10000), trajektorii geometrického Brownova pohybu.
Zvolte nékolik ¢ast, napt. t = 0.2, t = 0.8, a zkoumejte pravdépodobnostni rozloZeni hodnot X,, mtzZete
vyuZzit emirickou distribuéni funkei, histogramy, Kolmogoroviv-Smirnovav test...Pro kazdy ¢as t € [0, 1]
spocitejte sttedni hodnotu a smérodatnou odchylku realizaci a obé zavislosti vykreslete do grafu.

Meénte hodnoty parametrit X, r, o a zavislosti a pomoci graft se pokuste vusledovat, jak stfedni hodnota
a smérodatnd odchylka procesu Y, zavisi na hodnotach téchto parametru.
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Totéz potom proved’te se zlogaritmovanymi hodnotami procesu,
Y, =InX,.

Pro ptirozeny logaritmus je v R funkce log.

Zkoumejte a graficky zobrazujte rozdéleni pravdépodobnosti, stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku
procesu Y;.

Podafti se vdm nalézt takovou kombinaci parametrt, aby stfedni hodnota procesu Y, byla konstatni?



Napt. ndsledujici graf zobrazuje zdavislosti stfedni hodnoty a smérodatné odchylky procesu Y; na case
t € [0; 1] pro hodnoty parametrdt X, =1, r=1, 0 = 1:
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atotézproX,=1,r=0, o =1:
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