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Kapitola 1

Spojité nahodné veliciny a
stochastické procesy

1.1 Stochastické procesy

Definice 1.1.1. Stochasticky proces X = {X (t),t € T} je soubor nahod-

nych veli¢in na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P).

Tedy pro kazdé ¢ z indexové mnoziny 7" je X (¢) ndhodnd veli¢ina. Obvykle
t oznacuje cas. Pripomenme, zZe ndhodna veli¢ina je funkce Z : Q — R.
Kazd4 realizace ndhodného procesu X se nazyva trajektorie. X (t) po-

pisuje stav procesu v case t.

Déleni stochastickych procesu:

e je-li T koneéna nebo spocetna mnozina, fikame, ze X (t) je stochasticky

proces v diskrétnim case

e je-li T interval, fikdme, ze X (t) je stochasticky proces ve spojitém case

Dalsi rozdéleni podle hodnot, které nabyvaji veli¢iny X (¢):
e stochasticky proces s diskrétnimi hodnotami
e stochasticky proces se spojitymi hodnotami

Celkem tedy mame nasledujici ¢tyfi typy stochastickych procesti:



’ cas \ hodnoty \ priklady ‘

diskrétni | diskrétni | standardni nahodna prochazka

diskrétni | spojité | zobecnénd ndhodné prochazka
spojity | diskrétni Poissontiv proces
spojity spojité Wieneriiv proces, bily Sum

Uvedme si ptiklad Poissonova procesu.
Necht X (t) je pocet volani na telefonni ustfednu v ¢asovém intervalu
[0, t]. Pfedpokladéame, Ze

P(X(t+h) —X(t)=1)~ M

t.j. pravdépodobnost, ze v intervalu (¢, t + h) pfislo jedno volani je piimo

umérna h, a dale

P(X(t+h)—X(t)>1)=0.
Koeficient imérnosti A popisuje intenzitu procesu.

Stochastickda analyza se zabyva integralnim poctem pro funkce, jejichz

hodnoty jsou zavislé na Wienerové procesu.

Napriiklad, necht f (X, ) je cena opce v ¢ase t pfi cené podkladové akcie X,
pro kterou plati

dX

kde W je standardni Wieneriv proces (pfesnym smyslem této rovnice se
budeme zabyvat v dalsich kapitolach). Hodnota f tedy zprostfedkované zavisi

na hodnoté Wienerova procesu.

1.2 Spojité nahodné veliciny

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor modelujici uvazovany systém.



Definice 1.2.1. X : 2 — R je spojita nahodna veli¢ina, jestlize jeji distri-
buéni funkce F'(z) = P (X < z) se d& napsat jako

F(z) = / f(u)du
pro néjakou integrovatelnou funkci f : R — [0, 00). f (u) se nazyva (prav-
dépodobnostni) hustota ndhodné velic¢iny X.

Méme

P(X €[z, z+ Az]) = f(z) Ax

b
P(X €, B]) = / £ (u) du.
Pro kazdé jednotlivé x € R tedy plati
P(X =x)=0.

Poznamka. Mnoho dikazi pro spojité nahodné velic¢iny je zcela analogic-
kych jako v diskrétnim pfipadé. Pravdépodobnostni funkce f (x) se nahradi

hustotou f (x) dz, a suma Y se nahrad{ integralem |.

1.2.1 Nezavislost a jeji charakterizace

Definice 1.2.2. N&dhodné veli¢iny X a Y jsou nezdvislé, jestlize pro kazdé
x,y € R jsou jevy {X <z} a {Y <y} nezavislé.

Zakladni charakteristikou nahodné velic¢iny je jeji ocekavani.

Definice 1.2.3. Ocekavani spojité nadhodné veliciny X s hustotou f je

dano vztahem -
E(X):/ f(z) xdx
pokud integral existuje.

Priklad 1.2.4. Necht pro hustotu ndhodné veli¢iny X plati f (z) = % pro

z € [0, 27] a f(x) = 0 jinak. Jeji o¢ekavani je rovno

00 27 1 1 2 27
E(X)—/ f(x)xdx—/ Cpdr=— |2 | =1
—o0 0 27T 27T 2 0

8



Pii praktickém vypoctu ocekavani funkce nédhodné velic¢iny je dilezita

nasledujici véta.

Véta 1.2.5. Necht X je spojitd ndhodnd velicina s hustotou f (x) a g(x) je
spojitd funkce. Pak pro ndhodnou velicinu g (X)) plati

Definice 1.2.6. SdruZend distribucni funkce ndhodnych velicin X a Y je
funkce R?* — [0, 1] takova, Ze

Fr,y)=P(X <z ANY <y).

Definice 1.2.7. Nahodné veli¢iny X a Y maji sdruZenou pravdépodobnostni
hustotu f (x, y) : R? — [0, 00), jestlize

F(x,y):/_:/_;f(u,v)dudv

pro vSechna x, y € R.

Analogicky jako u obycejné hustoty mame

P{(X,Y) € (z, x4+ Ar) x (y, y + Ay)} = [ (z,y) ArAy.

Definice 1.2.8. Marginalni distribucni funkce X a 'Y jsou
Fx(z)=P(X <zx)=F(z, ),
kde F'(z, 00) = lim, o F (x, y) a

kde F (00, y) = lim, o F' (2, y).



Pro marginalni hustoty plati:

fx<x>=/_°of<:c, y) dy,

fr ) =/_°°f<a:, y) da.

Nasledujici véta dava ovéritelnou podminku pro nezavislost ndhodnych
veli¢in.
Véta 1.2.9. Ndhodné veliciny X, Y jsou nezdavislé pravé tehdy, kdyzZ pro
kazdé x, y € R plati
f(z,y) = fx () fv (y).

1.2.2 Priklady spojitych rozdéleni

Uniformni (stejnomérné) rozdéleni: Nahodna veli¢ina X je stejno-

mérné na intervalu [a, b], jestlize

1

fla)=—

pro z € [a, b] a f(x) = 0 jinak.
Normalnt rozdéleni: Nahodna veli¢ina X mé normalni rozdéleni, jestlize

1 _(a—p)?

e 202
V2mo?

pro x € (—oo, ), kde p je stfedni hodnota a o2 je rozptyl.

f(x) =

Normalizované normalni rozdéleni N (0, 1) ma hustotu

»

1 =2
fl@)= e

Hodnota normalizacni konstanty plyne z hodnoty tzv. Laplaceova integralu:

Lemma 1.2.10. Plati )
12

e z2dxr = 1.
—oo V2T

10



Dukaz: Oznacme

S | 22
I = e zdx.
/_oo \ 2T

Uvazujme druhou mocninu integralu

o0 1 z2 e 1 y2 1 oo o 12 y2
7?2 = (/ 27T6_2d1’> </ me_Zdy) = %/ / e~ 3 dxdy.

Transformujeme integral do polarnich souradnic,

) 1 2T [e'e) 2 1 27 1
I"=— e zrdrdd = — 1df = —27 =1,
2 Jo  Jo 2m Jo 2m

v . ’ 2
protoZe substituci t = —%- dostaneme

o 2 —00 0
/ re” 7 dr = / —eldt = / eldt = [et}(ioo = 1.
0 0 —o00

Odtud plyne I = 1.

2-rozmérné (standardizované) normalni rozdéleni: Dvojice ndhodnych

velicin X, Y ma toto rozdéleni pokud pro jeho sdruzenou hustotu plati

1

flx,y) = mexp (—ﬁ (2* — 2pxy +y2)) ;

kde p je korelace X a Y, spliujici —1 < p < 1. Piimym vypoctem dostaneme

file) = o=c® -
a 1 2
Iy (y) = \/%6 -
Pro p = 0 tedy plati
Lot o Log Lod _ron ).

f(z,y) = 7.¢ " = T

Odtud plyne dilezita charakteristika nezavislosti norméalné rozdélenych na-

hodnych velicin.



Véta 1.2.11. Normdlné rozdelené nahodné veliciny X a Y jsou nezdavislé

prave tehdy kdyz jsou nekorelované, t.5. p = 0.

Toto tvrzeni je klicové pro praktické ovérovani nezavislosti ndhodnych veli¢in
s normalnim rozdélenim. Obecné je nezavislost daleko silnéjsi vliastnost nez

nekorelovanost.

12



1.3 Priklady

Priklad 1.3.1. Vypoctéte stifedni hodnotu a rozptyl
a) stejnomérného rozdéleni na intervalu [a, b|.

b) exponencialniho rozdéleni

c¢) Paretova rozdéleni

d) gamma rozdéleni

e) beta rozdéleni
Priklad 1.3.2. Dokazte Vétu 1.2.9.

Priklad 1.3.3. Najdéte priklad dvou spojitych nahodnych velic¢in, které jsou

nekorelované, ale nejsou nezavislé

Priklad 1.3.4. Vypoctéte tieti a ¢tvrty obecny moment stejnomérného

rozdéleni na intervalu [a, b].

Priklad 1.3.5. Dokazte vztah (1.1).

13



Kapitola 2

[ ] (4

Charakteristicka funkce a jeji
vlastnosti

V této kapitole se budeme vénovat charakteristickym funkcim, jednomu ze
zékladnich néstroj pro pocitani se spojitymi nahodnymi veli¢inami. Tento
pojem je z hlediska vypocti identicky s Fourierovou transformaci pravdépo-
dobnostni hustoty, zakladni operaci pouzivanou v matematické analyze.
Budeme se také okrajové vénovat moment generujici funkci, kterd ma

pouziti jak pro diskrétni tak spojita rozdéleni.

2.1 Charakteristicka funkce

Pripomenuti: Generujici funkce pro diskrétni ndhodnou veli¢inu s hodno-

tami v N, X : 2 — N je definovana jako

Gx(s)=) fln)s"=E(sY),

kde f (n) = P (X = n) je pravdépodobnostni funkce X.
Obecnéji miizeme definovat (substituci s = e') moment generujici funkei,
i pro spojité nahodné veliciny.

Definice 2.1.1. Moment generujici funkce nahodné veli¢iny X je definovana

14



vztahem

M (t) = E ()
prot > 0.
Je-li X spojita ndhodné veli¢ina s hustotou f, pak

M (t) :/OO e f (1) da.

o0

A7 na obor integrace a znaménko v exponentu je to presné Laplaceova trans-
formace funkce f (u Laplaceovy transformace se integruje jen pfes kladnou
poloosu).

Moment generujici funkce dovoluje snadno pocitat jednotlivé momenty

nahodnych veli¢in. Pro stiedni hodnotu mame

E(X)=M(0).
Obecné plati nasledujici tvrzeni.

Lemma 2.1.2. Pro kaZdé k € N je

E(X*) =M™ (0).

Dikaz: Derivujeme integral podle parametru,

M'(t) = /_00 ve™ f (x) du,

o0

tedy

M'(O)z/_ooxf(:v)dx:E(X).

o0

Analogicky k-nasobnym derivovanim dostaneme

M® (t) = /00 z*el f (z) d.

o0

Tedy

15



M®(0) = B (X").

Charakteristicka funkce se formalné lisi od moment generujici funkce jen
imaginarni jednotkou v exponentu. Vyhodou je Ze na rozdil od moment ge-

nerujici funkce existuje pro libovolnou pravdépodobnostni hustotu.

Definice 2.1.3. Charakteristicka funkce ndhodné veli¢iny X je funkce ¢ :
R — C definovana vztahem

P (t)=E ().

Je-li f hustota X, pak mame

o) = [ 1@

A7 na znaménko je to Fourierova transformace hustoty. Vyuziti charakteris-

tické funkce se tedy redukuje na pocitani s Fourierovou transformaci.

2.2 Zakladni vlastnosti Fourierovy transfor-
mace

V této podkapitole budeme uvazovat funkce které jsou soucasné spojité a in-

tegrovatelné v absolutni hodnoté. Prostor takovych funkci budeme oznacovat
L'n C.

Definice 2.2.1. Fourierova transformace funkce f je funkce

Fo= [ rweed

Tedy je-li f hustota nahodné veliciny X, pak vztah mezi charakteristickou

funkci X a Fourierovou transformaci funkce f je
¢(=t)=[f(t).

16



Z linearity integralu plyne, ze Fourierova transformace je lineadrni operace.

Pro kazdé dvé funkce f, g a konstanty a, b plati

—

(af + bg) = af + by.

Lemma 2.2.2. (O zméné mévitka) Pro f € L' N C a R > 0 oznacme
fr(z) = f(Rx) (tedy fr je plvodni funkce vyjddrend v jiné volbé jednotek).
Pak

(€)= f ().

Dukaz: Z definice
E(ﬁ) :/ fR(x)e_ismdx :/ f(Rx)e_ig‘”dx.

Substituci y = Rx dostaneme

| tweingdy =g [ ety = 5.

O

Lemma 2.2.3. (O Fourierové transformaci derivace). Necht f € L'n C, f' €
L'N C alim, 1o f(x) =0. Pak

Derivovani se tedy Fourierovou transformaci pirevadi na obycejné nasobeni

faktorem €.

Dukaz: Integrovanim per partes dostaneme

) = / " f0)e € = [ f ()]~ (—i€) / " f@)e S de = ief(©).

O
Obecné, je-li f,f,....f® € L'n C a limyio f7(x) = 0 pro j =
0,1,...,k—1, pak k-nasobnym integrovanim per partes dostaneme

~

(f®)(€) = (1€)"f (&)

17



Lemma 2.2.4. (O derivaci Fourierovy transformace) Necht f € L' N C a
g(z) = xf(x) € L' N C. Pak f(£) je diferencovatelnd a plati

p
d—fg — igle).

Dukaz: Derivovanim vztahu
for= [ e

podle parametru ¢ dostaneme

o0

F© = [ s o= =i [ (fa)al e dn = —ig(e)

o0

Pro f,g € L! je jejich konvoluce definovana vztahem
Fro@ = [ fe = oy
Substituci ¢y’ = x — y dostaneme alternativni vyjadieni

frg(x) = /oo fy)g(x —y)dy = g * f(x).

Konvoluce je tedy komutativni operace.

Lemma 2.2.5. (O Fourierové transformaci konvoluce) Necht f,g € L'(R).
Pak

Fxg(&) = f(©)a(9).

Dukaz: S pouzitim Fubiniho véty dostaneme

—

f*g(&) = /OO (/_OO [z —y)g(y)dy)e " dx =

- —igx _ dudr = —i&(x—y) _ —iy dudr —
//Rz)e flz —y)g(y)dydzx //RQG flx —y)e “g(y)dydx

18
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Lemma 2.2.6. (O transformaci posunuti a o posunuti transformace) Necht
feL'n C. Proa>0 oznacme f,(x) = f(x —a). Pak

~

fal&) = f(E)e7™™.

Naopak,

—

feiar(€) = f(& —a).

Diikaz: Na jedné strané substituci y = x — a dostaneme

o0

fa() :/_ f(l“—a)@_i&dl":/_ f(y)e_if(yﬂ)dy:e_i“é/_ fly)e “vdy =

o0

=T f(©).
Naopak,

For(e) = [ swpenetar = [~ p)e e - i - a)
[

Dusledek 2.2.7. Necht Fourierova transformace funkce f(x) je F(§). Pak

Fourierova transformace funkce f(z)sinwz je rovna

SIF(E +w) = F(€ - )]

Tento vztah s obvykle nazyva modula¢ni identita (f je ptivodni signal, w

je nosnd frakvence, soucin f(z)e™® je namodulovany signél

Dikaz: Vime, Ze
eiwx _ e—iwx
sinwx = -
21

—

flx)e= (&) = F(§ —w).

19



Tedy

—

f(@)sinwr(€) = o [F(€ ) — F(E+w)] = S[F(E+w) — F(E )]

Lemma 2.2.8. (Fourierova transformace Gaussovy funkce) Je-li

pak

Dukaz: Oznacme opét F(§) = f(ﬁ) Maéame

\/12_7T$€2ZQ = —zf(x).

flw) =~

Na jedné strané je
(—af(x)) = ['(§) = iEF (&),
podle lemmatu o transformaci derivace, na druhé strané, z lemmatu o derivaci

transformace, je

—

(—izf)(§) = F'(§).
Celkem F' spliiuje rovnici
F(§) = =EF(S).
Separaci proménnych dostaneme feseni
F(&) =Ce= .

Konstanta C' je rovna hodnoté f v bodé nula, tedy Laplaceovu integralu

~

f(0) = \/%/_ e de =1,

20



Piiklad 2.2.9. Oznac¢me jako H (z) Heavisideovu funkci, tedy H(z) = 1 pro
x>0a H(zx)=0prox <0. Jeli

f(x) = e “"H(x)

pro néjaké a > 0, pak
A 1

Opravdu,
f(g) = / e ey = / e~ (0Fi0)z g —
0 0

_ 1 [ef(aJr'i{)x]oo .

7_a—|—i£

1
a+i&

Dale uvazujme funkci
fla) = e,

Pomoci Heavisideovy funkce ji miizeme napsat jako
f(z) = H(x)e * + H(—x)e.

Jeji Fourierova transformace je rovna

A 1 1 2a
f(g):a—l—if—i_a—if:aQ—l—xQ'

Véta 2.2.10. (Zdkladni identita pro Fourierovu transformaci) Necht f,g €

L'n C. Pak plati
/ fi= / fy.

Dikaz: 7 Fubiniho véty dostaneme

/Z f(x)g(z)dx = /OO f(x) /OO o)V dyda —

/ / o Do) dyde = /_ Zg(y) /_ Z fla)eVdady = /_ : W) f()dy.
0

21



Diilezita pro aplikace je nasledujici véta o inverzni transformaci. Plyne z

ni, Ze charakteriskicka funkce jednoznac¢né urcuje rozdéleni ndhodné veliciny.

Vé&ta 2.2.11. ( O inverzni transformaci) Necht f € L'N C, f je stejnomérné
spojitd a f € L* N C. Pak f (x) lze vypocitat z f(f) vztahem

fo) =5 | e

2.3 Véta o inverzni transformaci

K dtkazu Véty o inverzni transformaci budeme potiebovat aproximaci iden-

tity.
2.3.1 Aproximace identity

Definice 2.3.1. Necht ¢ € L*(R), ¢(z) > 0 a [~ ¢(x)dz = 1. Pak systém

funkeci
1 =z

6:(x) = ~o(%)

€
pro € > 1 se nazyva aproximaci identity prislusnou funkci ¢.

Z definice ihned plyne, ze pro vsechna ¢ plati

/_Z bo(2)dz = 1.

V nasem piipadé vezmeme za ¢ Gaussovu funkci

1 22
€Tr) = 677,
He) = Jom
tedy
6-(a) = —p—c 57
() = e 22,
2me

Nasledujici lemma odtivodiiuje termin aproximace identity.
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Lemma 2.3.2. Necht ¢. je aproximace identity a [ je spojitd omezend funkce
na R. Pak f % ¢.(z) konverguje (stejnomérné na kompaktnich intervalech )
k f(x) proe — 0.

Dukaz: Necht |f(z)| < M pro z € R. Mame

(@)~ f(2)] = | / (=)~ F(2)]6-(v)dy| = | / (r—etf)— F (@) 6y

kde jsme pouzili substituci y = ey’. Necht § > 0 je ddno. Vezméme R tak
velké, ze fy¢<_R R o(y)dy < 9, a déle € > 0 tak, aby

[f(z —ey) — flz)| <0

pro y € (—R, R). Mame tedy

[ =) —soar <1 [ 15— e) = Sl )iy +

[ e = e) - Felo)ds] <6+ (2M + 15 =25
R,R)
Tedy f * ¢-(x) — f(z) pro € — 0. Z nezavislosti odhadu na x plyne stejno-
mérna konvergence na kompaktnich intervalech.
2.3.2 Dukaz véty o inverzni transformaci

V této kapitole uvedeme ditkkaz véty o inverzni transformaci, zaloZzeny na

aproximaci identity zavedené v predchozi ¢asti.

Véta 2.3.3. Necht f € L' N C, f je stejnomérne spojitd a f € L'n C. Pak
o QOB
= — e :
21 J_ o

Dukaz: Necht z € R je libovolny pevné zvoleny bod a ¢ > 0 je déno.

Ozna¢me
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Vime, ze

A 1 _w-—o?
= —e 22
oy) = e >
tedy
N 1 T —y
o(y) = =V2mg( ),
€ €
kde

1 u?

e 2.

Budeme uvazovat aproximaci identity prislusnou této funkci a pouzijeme

zékladni identitu pro Fourierovu transformaci na funkce f a ¢. Na jedné

[:f¢=;%§[jgf?é%ﬂ@&:

strané je

Na druhé strané
| s6=voE | iwae -y = VERS 4 g.ta).

Vime, ze f * g.(x) — f(x) stejnomérné na kompaktech. Ale pro z pevné je

/Zeﬁﬁwﬂ&m%[ZW%@

pro ¢ — 0, nebot prvni ¢len pod integralem konverguje k jedné. Celkem tedy

pro € — 0 dostaneme

f@) =5 | e

Definice 2.3.4. Inverzni Fourierova transformace je definovana vztahem

f€) = o | sl

Podle predchozi véty je inverzni Fourierova transformace opravdu inverzni

operaci k Fourierové transformaci, plati tedy
()=
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Pro aplikace v teorii pravdépodobnosti je klicovy nasledujici diisledek.
Dusledek 2.3.5. Charakteristickd funkce jednoznacné urcuje hustotu né-

hodné veli¢iny.
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2.4 Priklady

Priklad 2.4.1. Vypoctéte generujici funkci geometrického rozdéleni

Priklad 2.4.2. Vypoctéte Laplaceovu transformaci funkce sin z, t.j.
o0
/ e *¥sinxdr
0

Priklad 2.4.3. Najdéte charakteristickou funkci stejnomérného rozdéleni na

intervalu [—1,1].

Priklad 2.4.4. Dokazte, Ze obecny moment ndhodné veli¢iny miZeme vy-

jadrit pomoci charakteristické funkce, vztahem

B(X*) = (—i)*¢{(0).

Priklad 2.4.5. Vypoctéte charakteristickou funkci exponencidlniho rozdéleni

s hustotou
f(z) = Xe .
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Kapitola 3

Zaklady L>-teorie

3.1 Prostor L*({(a,b))

V této ¢asti budeme uvazovat funkce na obecném intervalu (a, b) s hodnotami

v C a prostor
L*({a, b))

obsahujici funkce, pro které

/|f P < oo.

L*({a, b)) je Hilbertiiv prostor (nekone¢nérozmérna analogie Euklidovského

prostoru) se skaldrnim sou¢inem

(f9) = [ 1@

Skalarni souc¢in indukuje, stejné jako v Euklidovském prostoru, na L?({a, b))

1= (| b |f<:r:>|2dsc)é

a také metriku. Vzdalenost dvou funkeci je ¢islo

) =1 =l = ([ 1760 - ot |dx)

Definice 3.1.1. Systém funkei {¢y, } 22, se nazyva ortogonalni systém, jestlize

(¢na ¢m) =0

normu
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pro kazdé n # m. Nazyva se ortonormalni systém, jestlize navic plati

pro vsechna n € N.

Definice 3.1.2. Necht {¢;}2, je ortonormalni systém. Cisla

b
%z/fmmmm

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k systému {¢y}52,. For-

malni funkcéni rada

o0

Z Ck Pk

k=0
se nazyva Fourierova Tada.

Pomoci Fourierovych koeficientl definujeme funkce

N
v = Z CkPr-
=0

Zajima nas, za jakych podminek konverguje fy pro N — oo k funkci f.
Konvergenci v tomto piipadé rozumime konvergenci v normé prostoru L2.
Nasledujici lemma ukazuje, ze fy je nejlepsi aproximaci f mezi vSemi line-

arnimi kombinacemi funkci ¢, ¢o, ... dn.

Lemma 3.1.3. Necht {¢;.}3°, je ortonormdlni systém a f € L?. Pak pro

libovolna komplexni c¢isla dy, ..., dyx plati
N
1F = dosll > N1 = full-
j=0

Rovnost pritom nastane pouze tehdy, je-li d; = c; pro vsechna j =0,..., N.

Dukaz: Mame

N N N
1f =D digsll* = (f =D _digy. f =Y _didy) =
j=0 j=0 J=0
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= (L) = (1D did)) = O dis, /) + O djoy, Y diy) =
=0 =0 =0 =0

N N N
=P =) eidy = edi+ > dyd; =
=0 =0 =0
N

N
=P+ ey = di* = ey
=0

Jj=0
Prvni a posledni ¢len nezévisi na koefientech d;, prostfedni ¢len je nezaporny

a minimalizuje se pravé tehdy, kdyz d; = ¢; pro j =0,..., N.

Lemma 3.1.4. Fourierova 7ada

o0

> cndn

k=0

konverguje v normé L? k funkci f prdvé tehdy, kdyZ plati Parsevalova rovnost

o
Do lel =111
=0

Ve dvoudimenzionalnim prostoru se Parsevalova rovnost redukuje na Pytha-
gorovu vetu.

Pro dveé funkce plati Parsevalova rovnost ve tvaru

o0

b - _
(9= [ $@3@ = ad

k=0
kde ¢ jsou Fourierovy koeficienty funkce f, d; jsou Fourierovy koeficienty

funkce g a obé Fourierovy fady funkci f a g konverguji.

Definice 3.1.5. Ortonormalni systém je uplny jestlize plati: Pokud pro
n&jakou funkci g € L? ([a, b)) plati (g, ¢r) = 0 pro viechna k = 0, 1, ..., pak

g = 0. Tedy neexistuje nenulova funkce kolmé na vsechny prvky systému.

Lemma 3.1.6. Fourierova fada konverguje pro kazdou funkci f € L* ([a, b])

pravé tehdy, kdyz systém {¢y ), je uplny.
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3.2 Uplnost a Parsevalova rovnost

Definice 3.2.1. Ornonormalni systém { ¢y } 32, se nazyva tplny, jestlize plati:
pokud je pro néjakou funkei (f, ¢,) = 0 pro vSechna n, pak f = 0. Neexistuje

tedy nenulova funkce kolma na vSechny ¢,,.

Véta 3.2.2. Necht {¢r}32, je uplnyg ortonormdini systém a (cy) jsou Fou-
rierovy koeficienty funkce f. Pak

o0

Z CkPr

k=0

konverguje v normé L? k funkci fa plati tedy Parsevalova rovnost

o
Do lel =111
=0

Dikaz: Vime, Ze
o0
2
Z le;]” < oo,
=0

podle Besselovy nerovnosti. Funkce f je tedy rovna funkci z Riesz-Fischerovy
véty. Z uplnosti systému totiz plyne, ze koeficienty (cx) urcuji f jednoznacné.
Je-li také g ~ (cx), pak (f —g) ~ (0), a tedy f = g.

Vé&ta 3.2.3. Necht f a g jsou funkce z L?, kde f ~ (cx), g ~ (di.). Pak plati

b o0
/ fgd.f = Zdej.
a ]:O
Tedy zobrazeni f — (c) z L? do I? je izomorfismus (zachovdvd skaldrni
soucin).
Dikaz: Je

b n b n
a =0 a =0

Ale pro n — oo je f, — f v L? a prava strana konverguje k Z;’io c;d;.
Celkem tedy

b [ee]
/ fgdz =" ¢d;.
a =0
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3.2.1 Uplnost a uzavienost

Necht {¢x}52, je systém funkei z L2 Oznaéme (¢;) prostor vSech konecnych

linedrnich kombinaci funkci z {¢x}32,, t.j-

g € (dn) @gzzdm

k=0
pro néjaké n € N a d € C.

Definice 3.2.4. Systém {¢;}2, se nazyva uzavieny, jestlize prostor (¢;) je

husty podprostor L?.
Véta 3.2.5. {¢r}2, je uplnyg prdavé tehdy, kdyz je uzavieny.

Dukaz: Tvrzeni sta¢i dokazat pro ortonormalni systém, nebot kazdy systém
Ize ortonormalizovat. Necht {¢y}72, je Gplny systém a f € L?. Podle Véty
1.4.2 je f, — f v L% ale f, € (¢), tedy (¢) je husty.

Naopak, necht {¢y}7_, je husty a f € L? m4 vsechny Fourierovy koefi-
cienty rovny nule, t.j. (f, ¢,) = 0 pro vSechna n. Z hustoty plyne existence
posloupnosti funkci ®,, € (¢) tak, ze ®,, — f v L? t.j. ||®, — f]| — 0 pro
n — oo. Ale f, jsou nejlepsi aproximaci, tedy i f,, — f. Ale f,, = 0, tedy i
|| fIl = 0. Odtud plyne, ze {¢x}32, je uplny systém.

3.3 Borel-Cantelliho lemma
Pro pocitani s nekone¢nymi posloupnostmi jevii a ndhodnych veli¢in je dtlezi-
tym nastrojem Borel-Cantelliho lemma.

Lemma 3.3.1. (Borel-Cantelli ) Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni
prostor. Necht A, C Q, n = 1, 2,... je posloupnost jevi. Oznacme jako A

jev, Ze nastavd nekonecné mnoho A, tedy

AU

n=1m=n

Pak plati:
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1. Jestlize

2. Jestlize

(tj. fada diverguje) a A,, jsou nezavislé, potom P (A) = 1.

Dukaz: Mame

oo
wEA—= weE U A,, pro vSechnan =1, 2, ....

m=n

Plati ,
AC U A

pro vSechna n. Tedy

Ale

je limita ¢aste¢nych souctti a z definice konvergence tedy plati

iP(Am)—m

pro n — oo, ¢imz je prvni tvrzeni dokézano.
Pro dtikaz druhé casti, musime dokazat, ze P (AC) =0, kde

A= N 4.

n=0m=n

Mame tedy s vyuzitim nezavislosti a odhadu 1 — 2 < e ™ pro z > 0,

P (ﬁ A2> ~ lim P (ﬁ Az> = TP < TT exp-P(An) =

m=n m=n m=n
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=exp(— Y _ P(An) =0

kdykoliv >°>°_ P(A,,) = oco. Tedy

P(A®) = lim P (ﬂ Aﬁ) =0,
n—oo

m=n

neboli P(A) = 1, coz jsme chtéli dokézat.
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3.4 Priklady

Piiklad 3.4.1. Dokazte, ze funkce €™ a ™, pro dvé riizné celd éisla n, m,

jsou na sebe kolmé na intervalu (—m, 7).

Priklad 3.4.2. Najdéte polynom druhého stupné ktery je kolmy na funkci

f(z) = x na intervalu (—1,1).

Priklad 3.4.3. Pomoci Gramm-Schmidtova procesu najdéte ortonormaélni

bazi prostoru polynomi druhého stupné na intervalu (0, 1).

Priklad 3.4.4. Najdéte nenulovou linearni funkci, kterd je kolma na funkci

f(z) = €” na intervalu (0, e).
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Kapitola 4

Wieneruv proces

V této kapitole se budeme zabyvat Wienerovym procesem, ktery slouzi jako
zékladni kdmen spojitych model ve finanéni matematice. Historie tohoto
procesu tésné souvisi s historii finanéni matematiky. Jako prvni tento proces
pouzil Louis Bachelier v roce 1900, kdyz ve své dizertaci odvodil prvni vzorec
pro cenu opce. Model i vysledek jsou prekvapivé blizko o mnoho pozdéjsimu
modelu Blacka a Scholese. Bachelierova prace ve skute¢nosti upadla v zapo-
menuti a v Sedesatych letech ji znovuobjevil vyznamny americky matematik

J. Savage, ktery s ni seznamil ekonomickou komunitu.

4.1 Definice Wienerova procesu

Definice 4.1.1. Reélny stochasticky proces W (¢) na pravdépodobnostnim

prostoru (€2, A, P) se nazyva Wieneruv proces , jestlize plati:
1. W (0) = 0.

2. (spojitost trajektorii) S pravdépodobnosti 1 je funkce t — W (¢) spojitd v
t.

3. (nezavislost a normalita prirastkd) Piirastky W (t) — W (s) maji roz-
déleni N (0, t — s). Pro libovolné 0 < t; < ty < ... < t, jsou pfirtstky
W(ty), W(ta) =W (ty), ... W(t,) — W (t,—1) navzajem nezavislé.

V néasledujicim textu budeme povazovat pojmy Wieneriv proces a Browntv

pohyb za synonyma, stejné tak budeme zamériovat znaceni W () a W,.
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Nejdiive se budeme zabyvat otazkou, zda takovy proces viibec existuje, a

ukazeme si jednu z moznych konstrukci Wienerova procesu.

4.2 Haarovy a Schauderovy funkce

Wieneriv proces zkonstruujeme jako nahodny soucet tzv. Schauderovych

funkci, které vzniknou jako integral z Haarovych funkei.

Definice 4.2.1. Pro t € [0, 1] definujeme Haarovy funkce {h; (t)};—,

nasledujicim zptsobem. Pro k£ = 0 polozime

pro t € [0, 1]. Déle

Pro n > 1 nejdiive vyjadiime n ve tvaru
n=2+k
kde 7 > 0,0 < k < 2/ (tzv. dyadické vyjddieni ¢isla n), a definujeme
ha (t) = 25Dy (278 — k).

2% je normaliza¢ni konstanta, faktor 2/ pfedstavuje zménu méiitka a k posun
(urcuje polohu nosice).

Ptipomenme v této souvislosti pojem nosic¢ funkce,

supp f = {z € R; f (x) # 0}.
Napriklad,

supp (hs) = [0, ﬂ |
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Pro n = 73 méame dyadické vyjadreni
73=64+9=2°409,

tedy troven je j = 6 a poloha je £ = 9.
Podobné pro n = 51 je 51 = 32 +19 = 2° + 19, tedy troveii je j = 5 a poloha
je k =19.

Véta 4.2.2. Funkce {hy},-, tvori uplng, ortonormdlni systém v prostoru
L ([0, 1]).
Duikaz: Nejdrive dokazeme ortogonalnost, tedy

(hny hin) =0

pro m # n. Necht n =2 +kam=2"+ k" Pro j =7 je

supp (h,) N supp (hn)

bud prazdné nebo jednobodové mnozina. Tedy

/Olhn(:p)hm(m)d:v:/OIOdm:O.

Pro j # 7' musime uvazovat dva ptipady, disjunktni a nedisjunktni nosice
h, a h,,. V prvnim pripadé je opét soucin identicka nula. V druhém piipadé
predpokladejme bez Gjmy na obecnosti ze m > n. Nosi¢ h,, musi lezet v

intervalu, kde h,, je konstantni, tedy

1 . 1
/hnhm:ﬁ%/ h,, = 0.
0 0

Dale ukazeme, ze (h,, h,) = 1, tedy ortonormalitu systému. Pro n = 1 méme

1 1
Hh1||2_/0 hf(x)dx_/o ldo = 1.

Pro n > 1 dostaneme
1 N2 [ '
holl> = [ B2 (2)dx = (22 h? (27t — k) dt.
n 1
0 0
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Po substituci u = 2/t — k dostavame

27—k

(2%>2/01h§(21t—k)dt_/_k hf(u)du_/olhf(u)du_l.

Uplnost systému plyne z jeho uzavienosti. Pro kazdé f € L? ([0, 1]) existuje
posloupnost koneénych linedrnich kombinaci funkei z {hs};.,, kterd kon-
verguje k f. Opravdu, z Haarovych funkci jako linearni kombinace dosta-
neme funkce po c¢astech konstantni na dyadickych intervalech, pomoci kte-
rych mizeme libovolné dobfe aproximovat funkce spojité. Na druhé strané,

spojité funkce tvori hustou podmnozinu v L?. Odtud plyne tvrzeni.
Integrovanim Haarovych funkci dostaneme Schauderovy funkce.

Definice 4.2.3. Pro n =1, 2,... definujeme n-tou Schauderovu funkci

vztahem

pro t € [0, 1].

Grafem n-té Schauderovy funkce je rovnoramenny trojuhelnik, jehoz vyska

. J J_i_ _J_
Je#22:22 =l =9=35-1

4.3 Ciesielskiho konstrukce

Nasledujici dvé technicka lemmata jsou potieba k dikazu spojitosti trajek-

torii v Ciesielskiho konstrukei.

Lemma 4.3.1. Necht {ay},-, je posloupnost redlnych cisel, 0 < § < % a
necht plati |ay| = O (k°), tedy ezistuje konstanta ¢ > 0 tak, Ze |ay| < ck’.
Pak tada y_p | axsk (t) konverguje stejnomérné pro t € [0, 1].

Dukaz: Zvolme ¢ > 0. Pro 2" < k < 2""! maji funkce s, (¢) disjunktni

nosice. Polozme

b, = < (2
n =y max o <e(2)

Pak pro 0 <t <1 plati:
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1] < bn2n< 2n+1 -1 _
> ol 5k (0] £ 30 02" < s, b 0] <3

k=2m n=m n=m

— 26D Z on(6—3

pro dostatecné velké m, nebot § — % < 0 a tedy rada

i Qn(éfl
n=1

konverguje.

Lemma 4.3.2. Necht {Ay};—, jsou nezdvislé nahodné veli¢iny na pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, A, P) s rozdélenim N (0,1). Pak pro skoro vsechna
w € Q plati, Ze |Ay| = O (Vlog k) pro k — oo (tedy ezistuje c € R tak, Ze
4] < ev/Iog F).

Dikaz: Prox >0a k=1, 2,... mame:

P<|Ak|>x>:¢%/” —de_/

L 2 22 _s? ,L
2 e 1 e Tds<ce 4

"yl st

s

pro né&jakou konstantu ¢, protoze e~ 1 je klesajici na [z, o). MZeme vzit

s2
napi. ¢ = \/% o e Tds.
Polozme x = 44/log k. Potom

P (|Ak| > 44/log k:> < ceHosk — c%.

Protoze fada Y -, k4 konverguje, z Borel-Cantelliho lemmatu mame

P <|Ak| > 44/log k pro nekonecné mnoho k:) =0.

Tedy pro skoro vSechna w je |Ax| < c¢y/log k pro néjakou konstantu c.
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Véta 4.3.3. Necht W (t) je Wieneriv proces. Pak

Cov (W (t), W(s))=E (W (t) W (s)) =min (¢, s).

Dikaz: Necht s >t > 0. Mame
E(W @)W () + (W (s) =W (@)]) = E (W (@t)+E (W (t) [W (s) =W (t)]) =

=t=min(t s),

protoze E (W? (t)) =t z definice a
E(W ()W (s) — W (1)) = 0

z nezavislosti prirtstki.

Véta 4.3.4. Pro libovolna 0 < s, t <1 plati

Z Sk (8) s (t) = min (s, t).

oo
k=1

Dukaz: Pro libovolné pevné s € [0, 1] definujeme funkce

lpror <s
gs (1) =
Opros<7<1.

Podle Parsevalovy rovnosti (protoze Haarovy funkce tvoii ortonormalni iplny
systém v L? ([0, 1])) mame pro s < ¢:

o0

s = /0 gt () gs (x) dox = Z agby,

0

kde pro koeficienty ay, by, plati

t

ax = (g, hg) = /0 g1 (z) hy (z) dx = / hy (z) dx = sy (t)

0

be = (s, hk):/o gs(:)s)hk(w)d:)s:/Oshk(x)dx:sk(s).
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Celkem tedy min (s, t) = s =" si (t) s (s) .

Véta 4.3.5. (Ciestelskiho konstrukce Wienerova procesu): Necht
{Ar}r—, je posloupnost nezdvislijch nahodnyjch velicin s rozdélenim N (0,1),

definovanych na daném pravdépodobnostnim prostoru. Pak soucet

= Z Ak (w) Sk t
k=1

pro 0 < t <1 konverguje stejnomeérné vt pro skoro vSechna w, a W (t, w) je

Wieneruv proces.

Dtikaz: Stejnomérna konvergence plyne z predchozich lemmat. Ze stejno-
meérné konvergence fady spojitych funkci plyne spojitost trajektorie procesu
t— Wi(t,w).

Musime ovéfit, ze W (¢, w) je Wienertuv proces. Ziejmé W (0) = 0, protoze
sk (0) = 0 pro vSechna k.

Déle pomoci charakteristické funkce dokazeme, ze W (t) —W (s) pro s < t
ma rozdéleni N (0,t —s). Necht s < t. Z definice W, nezéavislosti Aj ~
N (0,1) a znalosti charakteristické funkce rozdéleni N (0, 1),

2

E (6“‘4’“) = 6—%,

mame
E [eiA(W(t)*W(S))} - F [ei/\ziozl k(s (t)—sk(s ] H Z)\Ak (sk(t)—sk(s ))D —
k=1
H MAk (sk(t 1_[6 5 2 sk () —si(s)]> _ — e~ Zi“él[Sk(t)—Sk(S)]Q —

_ o T 02Ok ()45 (5)

Trojnasobnym pouzitim pomocného tvrzeni

Z sk (8) sk (t) = min (s, t)

k=1

dostaneme
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o TR S O-2sk(Osk() 57 () — oA [t-25+s] _ — A [t—s]

To je ale charakteristickd funkce rozdéleni N (0, t — s). Z jednoznacnosti cha-

rakteristické funkce plyne
W(t)—W(s)~N(0,t—s).
Zbyva dokazat nezavislost prirtistkid. Protoze prirtistky maji normalni roz-
déleni, staci dokazat nekorelovanost,
E([W (tiy1) = W [ [W (41) = W (t5)]) =0

pro i # j.
Nejdiive vypocteme z definice W pro s <t

EW @)W (s)] =

Pl @ 0) (4@ o)) -
—E[(X D" @) A sk (t)si(s)) | =

- © 2
=B (Y7 @] 505 (5))
protoZe z nezavislosti

E(Ak (w) Al (w)) =0
pro k # [. Tedy

E (Z [Ai (w)] sk (t) s (3)) =

k=1

=D E[A} ()] sk (t) sk (s) =Y sk (t) sk (s) =min(t,s) = s,

k=1
nebot Ay ~ N (0, 1). Bez 4jmy na obecnosti mtizeme predpokladat ¢; < t;. Z

predchoziho vypoctu mame
E([W (tiv1) = W (&) [W (1) = W (t))]) =
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=E[W (i) W (i) =W () W (tj1) = W (L) W (t5) + W () W (t5)] =

=tiy1 —t; —tip1 +1;=0.

Pririistky jsou tedy nekorelované a tim padem nezavislé.
Analogicky se dokaZze vzajemna nezavislost vice nez dvou prirustki, s

vyuzitim vlastnosti vicerozmérného normalniého rozdéleni.
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4.4 Priklady

Priklad 4.4.1. Nakreslete graf Haarovy funkce hi; a ha;.
Priklad 4.4.2. Najdéte nosi¢ Schauderovy funkce s; a s17.

Priklad 4.4.3. Necht W (t) je standardni Wieneriv proces. Dokazte, Ze pro

libovolné k& > 0 je proces
1
X(t) = EW (k*t)

také standardni Wienertiv proces.
Priklad 4.4.4. Vypoctéte skalarni soucin funkei sg a s17.

Ptiklad 4.4.5. Dokazte tiplnost systému Haarovych funkei v prostoru L2([0, 1]).
(ndpovéda: staci dokazat hustotu linearnich kombinaci Haarovych funkei v

prostoru spojitych funkci)
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Kapitola 5

Linearni a kvadraticka variace

V této kapitole se budeme zabyvat zdkladni mirou variability funci. Uka-
zuje se, ze pro charakterizaci trajektorii Wienerova procesu klasicky pojem
linearni variace nevyhovuje, protoze s pravdépodobnosti jedna vSechny tra-
jektorie maji nekonec¢nou linearni variaci. Proto zavedeme pojem kvadratické
variace, ktera jiz poskytuje konec¢nou a nenulovou miru variability trajektorie

Wienerova procesu.

5.1 Linearni variace

Variace je mira proménlivosti (variability) funkce na daném intervalu.
Necht f : [a, b] — R je spojité funkce anecht D = {a =t; <ty < ... <t, =b}
je déleni intervalu [a, b].

Linearni variace vzhledem k déleni D je definovana jako
n—1

V(£ D) =D 1f (ten) = f ()]
j=1

Definice 5.1.1. Linearnt variace funkce f je definovana jako limita

LV (f)= lim LV (f, D),

1D]|—0

kde ||D|| je norma déleni, t;j.

D] = max | 34—t |
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Pf¥iklad 5.1.2. Funkce f (z) = 2? na intervalu [0, 1] m4 linearni variaci

LV (f)=f1)—f(0)=1
Opravdu, mame f (t;+1) — f (¢;) > 0 pro vSechna j, nebot f je rostouci.

Linearni variace je tedy

LV (f, D)= Z(f (tjr) — f(t5) =

Obecné, je-li f monotonni na [a, b], pak

LV (f) = £ (b) = f(a)].

Priklad 5.1.3. Vypoctéte linearni variaci funkce sin z na intervalu [0, 27].
Funkce je po ¢astech monotonni na jednotlivych podintervalech délky 7, na
kazdém z nich je variace rovna jedné. Sectenim jednotlivych variaci dosta-
vame LV (f) = 4.

Necht f: [0, T] — R je diferencovatelna funkce nabyvajici extrémt v bodech
tl a tg. Pak

LV (f) = [f (t1) = FO)] + |f (B2) = f (0)| + [f (T) = [ (£2)] =

:/Otlff(:c)dx—/:f'(x)dx+/:f’(x)dm:/OT|f'(x)ydx.

Obecné, je-li f diferencovatelna, pak podle véty o stfedni hodnoté pro kazdy

podinterval [t, t;41] existuje bod ¢} uvniti tohoto intervalu tak, ze

[ (tegr) = f(te) = f/ (t%) (brgr — 1),
tedy

| (trsr) = f (@) = D 1F ()] (k= )



coz je priblizny soucet z definice Riemannova integralu.

Limitnim pfechodem dostaneme

T
LV (f) = lim er ) = )] = [ 17 ()]

DIl —=0 +

Pro trajektorie Wienerova procesu neni linearni variace uzite¢ny pojem, pro-

toze je rovna nekonec¢nu pro skoro vsechny trajektorie.

5.2 Kvadraticka variace

Definice 5.2.1. Necht D = {ty, ..., t,} je déleni intervalu [0, T, tedy 0 =
t1 <ty <..<t,=T. Kvadratickou variaci funkce f na intervalu [0, T

definujeme jako

RV (£) = Jim 3 (f (tean) = £ ()

pokud limita existuje.

Lemma 5.2.2. Necht f je diferencovatelnd funkce na [0, T, pak KV (f) =
0.

Dukaz: Maéame

n—1

KV (f)= lm > (f (terr) = f (t))* =

1D]0 &=

lim Z|f ) (e — t1)* < lim |D||Z|f () (trr — 1) =

DI =0

lim |1D] / 0,
[|D||—0

nebot integral fOT (f' (t))*dt je konecny.

K vypoctu kvadratické variace trajektorie Wienerova procesu budeme potie-

bovat nasledujici lemma.
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Lemma 5.2.3. Necht W (t) je Wieneriv proces. Pak

E(W?(t) =t
E(W* (1)) = 3t%.

Dukaz: Z definice vime, ze W (t) — W (s) ~ N (0, t — s). Specialné pro
s=0jeW(t) ~ N(O t), tedy E(W (t)) =0a E(W?(t)) = t. Dale, N (0, t)

m4é hustotu \/Te % . Ze vztahu

= [T.9 (@) f(x)dx

mame

_22
e 2x dr =

4 _ [® 1 2tx
E(W (t>) o JLOO\/Q—Wf \/ﬁf e

2 o0

= ot <[eg§t (—t) x?’} . + ffoooeﬁt?)ﬁdx)

1 [ 2 1
= [e 2 (—t)x] e th
2mt —00
0+ 13t< *3*2(15)]00 + [T e d) 2[ ~%d
= e 2 (—f)x e 2t xTr | = tar =
vV 2mt
3t S Y
= € 2tqar = .
TN 2t
Vyuzili jsme toho, ze [6_37 (—t) xﬂ = 0, jelikoz exponencidla klesa rych-

leji nez roste libovolnd mocnina z.

Véta 5.2.4. Necht W (t) je Wieneriv proces na intervalu [0, T] a necht
D={0=t <ty <..<t,=T} je déleni intervalu [0, T]. Pak

3
—_

(W (i) =W (t))" = T

1

e
I

pro ||D|| — 0 v L*-normé.
Dukaz: Ozna¢me AW, = W (tpr1) — W (tx) a Aty = tgy1 — tr. Cheeme
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dokazat, ze
n—1 2
(z:mm —T) 0
k=1

pro | D] — 0 (tj. konvergenci v L?). Mame

n—1 n—1
(Z AWk tk+1 — tk ) = Z E(AW,? -2 (tk+1 — tk) AW]?‘F
k=1 k=1

1

+ (e — t)?) = (3 (thsr — th)? = 2 (thar — te)” + (ther — tk)z) =
1

3
|

B
Il

7
L

n—1
=2 (i — 1) < 20Dt — ) =2[|D| T = 0
1 1

-
i
i)

pro || D|| — 0.

Tedy trajektorie Wienerova procesu maji kvadratickou variaci rovnu 7' (vSechny

stejnou).

Dusledek 5.2.5. Trajektorie Wienerova procesu maji nekone¢nou linearni

variaci.

Disledek 5.2.6. Trajektorie Wienerova procesu nejsou diferencovatelné na

zddném podintervalu.

Pozoruhodné na predchozich vysledcich je, Ze na jedné strané trajektorie

Wienerova procesu je ndhodna, ale veli¢ina

At—0

je deterministickd (nezavisi na trajektorii) a rovna se 7' (stejné pro vSechny

trajektorie). To je matematicky smysl heuristické formule

(AW)? = At.
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5.3 Pyiklady

Priklad 5.3.1. Vypoctéte linedrni variaci funkce sin 5z na intervalu (0, 27)

Priiklad 5.3.2. Dokazte, ze funkce sin% nema konec¢nou linearni variaci na

intervalu (0, 1)
Priklad 5.3.3. Vypoctéte linedrni variaci funkce « sin 1 na intervalu (0, 27)

Priklad 5.3.4. Vypoctéte
E(Wt6)7

bud pfimym vypoctem, nebo s pouzitim néasledujici tlohy.
Priklad 5.3.5. Necht W, je standardni Wienertiv proces. Ozna¢me
mi(t) = BE(W}).
Dokazte, ze plati t
() = %k(k - 1)/0 i a(s)ds

pro k > 2
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Kapitola 6

Itonv integral a Itéovo lemma

V této kapitole budeme definovat stochasticky integral. Ukazuje se, Ze na
rozdil od klasického integralu bude definice zaviset na volbé déliciho bodu,
ve kterém bereme hodnotu integrované funkce.

Pro aplikace ve finan¢ni matematice dostaneme smysluplnou definici jen
v pripadé zZe za délici bod vezmeme levy krajni bod intervalu, coz vede ke
stochastickému integralu ve smyslu K. It6. Jediné pii této definici ma vy-
sledny proces vlastnost martingalu, a je adaptovany prirozené filtraci, tedy
¢erpa informace jen z minulosti.

Druhd pfirozena definice vede ke Stratonovicové integralu, ktery ma vy-

uziti v jinych aplikacich, predevsim v inzenyrstvi.

6.1 Itohv integral

Je-li f hladké funkce, pak mtzeme prirozené definovat integral podle pfi-

rastkd funkce f,

n

b b
[a@ar@ = [ g s = tm S g ) ()~ f ).

1=

kde a =ty < t; < ... < t, = b je déleni intervalu [a, b|. Integral

b
[ s@arw
je tzv. Stieltjestuv integral.
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Pro aplikace ve financich chceme analogicky integral podle pfirtstki Wiene-

rova procesu W4,
b
/ F (8 w) AW ().

Trajektorie Wienerova procesu ale neni hladka funkce, je tedy otazka jaky

smysl ma diV;.
Stieltjestiv a stochasticky integral se tedy lisi ve dvou aspektech:

— integral je ndhodn4 veli¢ina (vysledek zavisi na trajektorii Wienerova pro-

cesu)

— W} neni hladka, s pravdépodobnosti 1 nemé trajektorie derivaci v zadném

bodé.

Piiklad 6.1.1. (motivacéni) Necht W; (w) je cena akcie v ¢ase t pfi trznim
scénafi w. Necht f (¢, w) je obchodni strategie, tj. pocet drzenych akcii v ¢ase

t za scénare w. Pak

f (t7 w) (Wt-i-l - Wt) = f (ta (,d) AW

je zisk ze strategie v ¢asovém intervalu [t, t + 1]. Sou¢tem hodnot jednot-
livych ziskt dostaneme v limité integral fab fdW ktery predstavuje zisk ze

strategie v ¢asovém intervalu [a, b].

Priklad 6.1.2. (zavislost na volbé vnitfniho bodu) Mé&jme déleni intervalu
0, T, D={0=ty<t; <..<t, =T} anecht

1D = jenax L1 — 5]

Pro pevné \ € [0, 1] polozme
T = (1 — )\) te + Mgt

pro k=0,....,n—1. Pro A = 0 dostaneme levy krajni bod 7, = tx, pro A = %
dostaneme prostiedek 7, = % (tx + tk+1) a pro A = 1 dostaneme pravy krajni

bod Tk — tk—f—l-
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Definujeme Riemannovy soucty pro

T
/ Wdaw
0

vztahem

i
L

Ry =) W) (W (tgsr) =W (k) -

b
Il

Dostaneme
W () (W (trr1) = W (tg) = W (i) W (tgqa) = W () W (1) =

=W ()W (1) & 52 () 52 (0) % 52 () = W ()W (1) =

= S W () = W )+ 5V () = W (0 + 5 (W2 () = 2 (1)
Dale
Ro= YW (5 (W (th) — W (1)) = 5 S (W (t) = W ()" +
5 2 W () =W () + 5 Y W2 () = W2 ()]

Posledni ¢len je tzv. teleskopujici soucet ve kterém se vsechny c¢leny s vyjim-

kou prvniho a posledniho vyrusi, a rovna se tedy
W?2(T) - W?(0).

Pro | D|| — 0 podobné jako pii vypoétu kvadratické variace mame

1 1 1o, 2y WA(T) 1
Rn=—§(1—A)T+§AT+§[W(T)—W(O)}_ 5 +()\—§)T.

Dvé ptirozené volby hodnoty A vedou ke dvéma rtiznym stochastickym inte-

gralim:

pro A = % mame fOT W dW, = w ... Stratonovicuv integral,

pro A = 0 mame fOT W dW, = WQQ(T) — T ... Itotw integrdl.

Ve financich se pouziva jen Itotv integral, protoze portfolio musime sestavit

pred pohybem ceny
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6.2 Filtrace

Pripomenme si z diskrétnich modelti, ze o-algebra popisuje systém pozorova-
telnych jevi. Zachyceje tedy informaci které jevy mizeme pozorovat a které

ne.

Uvazujme standardni ptiklad s hodem kostkou. Pravdépodobnostni prostor
) mé Sest prvki,

0=1{1,2,3,4,5,6}
Uvazujme nejdiive o-algebru vSech podmnozin ). Pii této o-algebfe jsou
pozorovatelné vsechny jevy. Informace kterou o-algebra nese je tedy primo

hodnota ktera na kostce padla.

Na druhé strané, uvazujme mensi systém tvofeny mnozinami
®’ Q’ {17 37 5}7 {27 47 6}

Snadno ovérime uzavienost na sjednoceni a doplilky, je to tedy opét o-
algebra. Pti takové o-algebfe jsou pozorovatelné jen dva jevy, ze padlo sudé
¢islo nebo liché ¢islo. Informace kterou o-algebra nese je tedy pouze sudost
nebo lichost hodnoty ktera na kostce padla.

Nasledujici piiklad pfipominé pouziti o-algeber pii popisu vyvoje informace

v case.

Priklad 6.2.1. UvaZujme tii ¢asové okamziky, t = 0,t = 1 at = 2 a
dvoukrokovy model trhu. Nas pravdépodobnostni prostor je tvofen mnozi-

nou vsech uplnych scénart

Q={(++), (+=), (=), (==)}-

V case t = 0 jsou uréeny pouze jevy €2 a (), tedy o-algebra popisujici tuto
informaci je

Fo={0, Q}.
V caset = 1 jsouurceny jevy: Fiy = {(++), (+—)}a F_ ={(—+), (—)}.

Tedy o-algebra popisujici tuto informaci je
‘Flz{@a Qa F+7 F—}
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V case t = 2 jsou uréeny vSechny jevy (kazdd podmnozina §2), tedy o-

algebra popisujici tuto informaci je

Fo = exp Q = {Vpodmnoziny Q} .

Definice 6.2.2. Systém o-algeber F = {F;, t € 7} na pravdépodobnostnim
prostoru (€2, A, P) se nazyva filtrace, pokud pro vSechna t € 7 je F; C A
a Fs C F; kdykoliv je s < t.

Definice 6.2.3. Necht W (t) je Wienertv proces na (2, A, P). Filtrace
F = {F, t >0} se nazyva historie Wienerova procesu, jestlize pro
kazdé t > 0 je F; o-algebra generovana nadhodnymi veli¢inami W (s, w) pro
s < t.

F popisuje rust informace o trajektorii Wienerova procesu v zavislosti na

case. JF; je tedy informace o trajektorii v case t. Plati

Véta 6.2.4. F; je nejmensi o-algebra generovand mnoZinami typu

{w; W (t1,w) € Fy, ..., W (tg,w) € Fi},
kde k =1,2,... at; <t pro vsechna j =1,...k jsou libovolné c¢asy a F; C R
jsou libovolné Borelovské mnoZiny.

Véta 6.2.5. Funkce h(w) je Fi-méfitelnd, kde F je historie Wienerova

procesu pravé tehdy, kdyz h je bodovd limita souctu funkci tvaru

g1 (W) g We,)

kde g1, ..., gr jsou omezené spojité funkce, t; <t proj=1, .., kakecN.

Definice 6.2.6. Necht IV (t) je Wienertv proces na prostoru (£2, A, P) a ne-
cht F je historie Wienerova prostoru. Rikdme, e proces {G (¢, w); t € [0, c0)}
je adaptovany historii Wienerova procesu (neboli G (¢, w) je neanti-

cipativni ), jestlize pro kazdé ¢t > 0 je funkce w — G (¢, w) F-méfitelna.

Tedy hodnota G (¢, w) zavisi jen na historii Wienerova procesu do ¢asu t.

G (t, w) nepredvida proud informaci reprezentovanych o-algebrami F;.
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Definice 6.2.7. Stochasticky proces S se nazyva jednoducha funkce na
intervalu [0, T, jestlize existuje déleni D = {0 =ty < ... < t,, =T} tak, ze

S (t,w) =Sk (w)

pro t;, <t <tpy1 (k=0, .., m—1) pro néaké ndhodné veli¢iny Sy.

Definice 6.2.8. Necht S je jednoducha funkce. Pak

m—1

/ SdW = Z Sk (W) (W (tgg1, w) — W (tg, w))
0 k=0

se nazyvéa Itouv stochasticky integral funkce S na intervalu [0, 7.
Tedy oznacime-li AWy, = (W (tg41, w) — W (tg, w)), mame

m—1

T
/ &MV:E:&AW%
0 k=0

Definice 6.2.9. Necht W (t) je Wieneriv proces na prostoru (2, A, P).

Symbolem M budeme oznacovat tfidu stochastickych procesii
f(t,w):[0,00)xQ2—R

takovych, ze:
— f(t, w) je neanticipativni,
— f(t, w) je B x A-méfitelna, kde B jsou Borelovské mnoziny na [0, co),
— plati
P“fﬁ@fﬁ<+m}:1

Priklad 6.2.10. (Investi¢ni strategie) V intervalu [¢;, t;11) drzime e; (w)
akcii, kde e; (w) zavisi na vyvoji ceny W; (w) do ¢asu t; (W, je cena akcie v

Case t)

3
L

D (t, w) = ei (w) Xltis tit1)>

%

Il
=)

kde
1 pro te [tz, ti+1)

ltistin) = 0 jinak

——
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Pak @ (¢, w) je pocet akcii, které drzime v Case t (za scénédfe w). ® je jedno-

ducha funkce. Integral

m—1

/0 0} (t w th Z ez 7.+1 ) - Wti (w))

1=0
je nas celkovy zisk z této strategie od ¢asu 0 do casu T

Véta 6.2.11. (Itéova izometrie): Necht S je jednoduchd omezend funkce

(tedy Sy jsou omezené ndhodné veliciny). Pak

{(fo (t, w) dW; (w ))2] :E(fOng (t, w)dt),

Dukaz: Oznatme AW; = W (t;11, w) — W (t;, w). Mame z definice

m—1 2 m—1 m—1
E {(foTSdWﬂ = <Z SjAWj> =E (> SHAW)?+2) 5,8,AW,AW;
J=0 j=0 i<j

m—1

m—1
=Y E(S;AW?) +2i < j Y E(S;S;AW;) E (AW;) =
0 i, j=0

.
Il

3

m— —1

> E(S) B (@) = 3 E(S) (10— ) -

J J

—E (mz_l S (tj1 — tj)) —E [IOTSth] .

Il
o

Pro obecny proces f € M definujeme fOT f (t, w) dW limitnim pfechodem:

Lemma 6.2.12. Necht [ je ndhodny proces patiici do tiidy M. Pak existuje
posloupnost jednoduchych funkci f, € M tak, Ze pro n — oo plati

E (fOT (fo (t, w) — f (¢, w))th) —0.
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Definice 6.2.13. Pro obecny proces f € M definujeme Itotv integral pred-
pisem

Jo £t w)dW = Tim I fo (8, w) AW

Tato limita nezavisi na volbé posloupnosti f,, (dikaz je technicky, pomoci

Itoovy izometrie - viz literatura).

Véta 6.2.14. (Zakladni vlastnosti Itéova integrdlu) Plati

1. [ (aG +bF)dW = af, GAW + b FdW

2. B (Jy Gaw) =0

3. fOtGdW je F;-métitelny

Dukaz: Prvni tvrzeni plyne ihned z definice. Dokazeme druhé tvrzeni.
Necht G je jednoducha funkce, tedy G (t, w) = Gy (w) pro tx < t < tpi1,
kde k£ = 0, ..., m — 1. JelikoZz Gy (w) zavisi jen na W (s) pro s < t; (z

neanticipativnosti), dostavame:

-1

3

E ( fOTGdW> -y ( G (w) AWk) -

B
Il

0

[y

3

=0
Protoze F (G (w)) < oo a E (AWy) = 0, plati

3

ol
iy
o

" B (Gy () B (AW) =0,

3

e
Il

6.3 Itoovo lemma

Motivace: Necht f je hladka funkce na intervalu [a, b]. Uvazujme rovno-
mérné déleni intervalu a =ty < t; < ... <t, =b, kde At; =t; 1 —t; = b_Ta

pro vSechna ¢ =20, 1, ..., n — 1.
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Pak plati, s vyuzitim Taylorova polynomu

FO)=fla)=> f(tir) = f(t:) =D f(t)Ati+ = f" (t:) (At;)
=0 =0
f je hladka, tedy
If ()] < M

pro néjakou konstantu M na [a, b]. Odtud

n—1 n—1 2
1 b—a n_(b—a)
// 2
— M =-M
‘zzf 2 ( ) M 70
=0 1=0
pro n — oo.
Tedy pro n — oc:
fo)—f —nlggOE ft) At = [f (¢

Pro deterministicky ptfipad jsme tedy dostali Newton-Leibnitztv vzorec.

Ted uvazujme stochastické funkce. V aplikacich, cena aktiva je funkci Wie-

nerova procesu Wi,
Se(w) = (Wi (w))
Necht f je hladkéa funkce. Pak

FW ) —fWa)) =) _f (W (tir)) = f (W (k) =

I
[e)

=" (W (1) AW; + Z f" (t:) (AWL)? + ..

Z lemmatu o kvadratické variaci vime, Ze
n—1

Z(AWZ)Z —b—a

i=0
pro n — oo, tedy ¢leny 2. fadu nelze zanedbat (vyssiho fadu uz ano).

Dostaneme tedy:
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n—1

FOV () OV (@) = Tim S /(W (1)) AW, + 577 (W (1)) (AW, )* =

n—yoo 4
=0

= L5 W) AW o [ (W (1) .

Definice 6.3.1. Necht IW; je Wieneriv proces na pravdépodobnostnim pro-
storu (92, A, P). Jednodimenziondlni Itéuv proces je stochasticky pro-

ces tvaru:
X (w) = Xo + fotu (s, w)ds + f(fv (s, w)dWs (w),

kde u, v € M.

Clen fgu (s, w)ds je obyCejny Riemannuv integral (z ndhodné funkce) a

fotv (s, w)dW, (w) je Tty stochasticky integral.

Poznamka. Casto se Itétiv proces zapisuje v diferencialnim tvaru:
dXi (w) =u(t, w)dt + v (t, w) dW; (w),

coZ je tzv. stochasticky diferencidl, kde koeficient u (¢, w) se obvykle nazyva

drift a v (¢, w) je volatilita.

Véta 6.3.2. (Itéovo lemma) Necht X (t, w) je Itouv proces se stochastickym

diferencidlem
dX (t) = udt + vdW (t),

kde u, v jsou procesy tiidy M. Necht
g(t,z):(0,0) x R—R

je dvakrdt spojité diferencovatelna funkce. Potom

Y(t)=g(t, X (1)
je opét Itouv proces. Jeho stochasticky diferencial ma tvar

dy (t) = % (t, X (t))dt + % (t, X (t))dX (t) + %% (t, X (1)) (dX (1))*,
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kde
(dX (t))* = (udt +vdW (t))* = (dX (t)) (dX (1))

se pocitd podle pravidel dtdt = dtdW =0 a dWdW = dt.

Piiklad 6.3.3. (Stochastické diferencialni rovnice pro vyvoj ceny akcie):

Ceny se vyviji podle geometrického Wienerova procesu

dSt = MStdt + O'Stth

neboli 19
—t = pdt + odW;.
St
Necht
g(t,z)=Inx
a
Y;f =g (tv St) :
Méame tedy
dg
7
ot
99 _1
or x
g 1
ox2 a2

Podle Itoova lemmatu dostaneme ) )

_ 1 2
dYy (t) =0+ Stdst+ : (_SE) (dS,)?,
kde (dS;)* = 0252dt. Tedy
1

1 1
AY (1) = o (uSydt +0S,dWy) - G0 dt = (u - 502) dt + odW,.

Odtud .
dY; = (u — 502) dt + odWy,

tedy
2

Y, =Y, + (M—%)t—i-awt,

kde Wy = 0. Tedy
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1
InS; =1InSy+ ut + oW, — 502t

ma normalni rozdéleni

1
InS; ~ N <1n So + put — 50225; 0225)

5, = SportoM—ie

ma lognormalni rozdéleni.
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6.4 Priklady

Priklad 6.4.1. Nechf f(z) = 2 Vypoctéte

1
/ sin zdf (x)
0
Priklad 6.4.2. Vypoctéte
1
/ W2(t)dW
0
Priklad 6.4.3. Pomoci Itéova lemmatu najdéte stochasticky diferencial
procesu
X(t) =t+ cosW(t)
a

X(t) =1t +W(t)?
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Kapitola 7

Martingaly a Itdovy proces

7.1 Definice martingalu

V diskrétnim ptipadé jsme definovali martingal takto. Posloupnost nahod-

nych veli¢in S,,, 0 < n < oo, kterd pro vSechna n spliuje
E(Sn+1 ’ So, Sl, ceey Sn) - Sn,

se nazyva martingal.
Ptripomenme si z predchozich kapitol dvé definice.

Filtrace na (92, A, P) je systém c-algeber F = {F;, t € T'}, kde pro kazdé
t €T plati /; C A, a Fy, C F; pro s < t.

Historie Wienerova procesu je filtrace "V = {]:Wt, te T} takova, ze
FW, je o-algebra generovand ndhodnjmi velicinami W (s) pro s < t. Popi-

suje rust informace o trajektorii Wienerova procesu v zavislosti na case.

Pokud bude zfejmé z kontextu ze uvazovana filtrace je historie Wienerova

procesu, budeme horni index W vynechéavat.
Definice 7.1.1. Necht {W,; ¢t > 0} je Wienertv proces na pravdépodob-

nostnim prostoru (2, A, P) a {.Fwt, t> 0} je historie Wienerova procesu.
Stochasticky proces M; se nazyvd martingal vzhledem k F}V | jestliZe:

— M, je neanticipativni (tj. M; je uréeno hodnotami Wienerova procesu do
casu t),

— E'[|M;]] < oo pro Vt >0,
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— plati tzv. Martingalovd podminka
E[M,|F"] =M,

pro vSechna s > t.
. v Sekévani , . . . 5
Receno slo “Ocekéavani budouci hodnoty je rovno soucasné hodnoté.”

Véta 7.1.2. Necht {W (t); t > 0} je Wieneriv proces na pravdépodobnost-
nim prostoru (2, A, P) a {F;, t > 0} je historie Wienerova procesu. Pak
W (t) je martingalem vzhledem k {F;, t > 0}.

Dtkaz: Musime dokazat vsechny tii vlastnosti martingalu. W; je nean-
ticipativni, tedy W, je urceno hodnotami Wienerova procesu do c¢asu t pro

s < t. To je trivialni. Dale

E[[Wi]] < o0
kde
Wt ~ N(O, t)
22
af= ﬁe‘ﬁ, tedy
1

22
E[Wi] = JZ, |l e 2d.

V27t

Jelikoz jsou obé funkce v integralu sudé, mizeme psat

0o 1 22 1 o _az?
ElW] |l =2 1——e 2tdr = 2—|. xe 2tdx
IWil] =2Jy"2 5= Nortl

Zavedeme substituci s = —%, ds = —%Qxd:c a dostavame
EWi|] = 2—— [~ (=) ds = 2—— [*_ted
— _ [ — S = (& S =
' Vort?? V2t T
2t o 2t 0 2t _ 2t
= — eds = —=e° = 1—e) = < 00
V 27rtf_°° V2t (€] V2t ( ) V2t

Zbyvéa nadm dokazat, ze E [Wy | F] = Wy, pro s > t,
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nebot W, — W, a W, jsou nezavislé, tedy E [W, — W, | F;] = 0.

V diskrétnim pripadé je martingalova transformace martingal. Ve spojitém

pripadé je analogii martingalové transformace Ito6tuv integral. Plati
E (fssfa (t, w) dW> =0

pro kazdé sq, so, odkud plyne, Ze It6tv integral je martingal.

7.2 Itonv proces a stopping time

Definice 7.2.1. Necht W () je standardni Wienertv proces na (€2, A, P) a
{F:} je historie Wienerova procesu. Nezaporna nahodna veli¢ina 7 se nazyva

(194

stopping time (“Cas zastaveni”), jestlize pro vSechna ¢t > 0 je udélost (jev)

{r <t} prvkem o-algebry F;.

V case t tedy vime, zda ¢as 7 uz nastal, nebo ne.
Priklad 7.2.2. Prvni ¢as prichodu bodem a:
Necht a > 0,
Ty = mtin{t € (0, 00); W (t) =a}
a 7, = 0o pokud neexistuje t takové, ze W (t) = a. Je vidét, ze 7, je stopping
time.

Piiklad 7.2.3. Maximum na intervalu [0, 7] neni stopping time.

Definujeme
M (T) = max W (t)

te(0, T
maximalni hodnotu W (¢), a
T = mtin{t el0, 7], W(t)y=M(T)}
Cas dosazeni maxima. V ¢ase t nevime, jestli 7 nastal nebo ne (mize byt

potom jesté vyssi hodnota), tedy nejde o stopping time.

Véta 7.2.4. (Princip reflexe): Necht W (t) je Wieneriv proces, a >0 a

7 (a) je éas proniho dosaZeni bodu a. Plati

Plr(a) <t]=2P[W(t) > d.
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Vyraz na pravé strané rovnice umime spocitat:

1
\ 27t

2
_r_
e 2dx.

PW(t) >ad = [~

Dukaz: Je-li W (t) > a, pak ze spojitosti trajektorii Wienerova procesu
plyne, ze 7 (a) < t. Protoze 7 (a) je stopping time,

W(t+71(a)—W(r(a))
je Wieneriv proces, ktery je nezavisly na vyvoji pied ¢asem 7 (a). Tedy

W (t) =W (7 (a)) ~ N (0, ¢ =7 (a))

Ze symetrie normalniho rozdéleni plyne

P[W(t)—W(T(CL))>0|T(CL)<t]=P[W(t)—W(T(a))<0|T<(l)<t]:%.
Tedy
PW(t)>al=Plr(a) <t NW(t) =W (7 (a)) >0] =
:P[T(CL)<t]P[W(t>—W(T(CL)>>O|T(a)<t]:%P[T(a)<t]

Celkem
Plr(a) <t]=2P[W (t) > a].

Poznamka. Pokud vime, Zze 7 (a) < t, pak je stejnd pravdépodobnost, Ze

se W (t) nachazi na trovni a jako pod trovni a.
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7.3 P¥iklady

Priklad 7.3.1. Dokazte, Ze symetrickd ndhodna prochézka ma vlastnost

martingalu

Priklad 7.3.2. Necht X, X,,... je posloupnost ndhodnych veli¢in, pro
které plati F(X,) = 0 pro vSechna n. Dokazte, Ze posloupnost ¢astecnych
soucti S =0a S, = X7+ Xy +--- + X, je martingal.

Priklad 7.3.3. Mé&jme nezavislé ndhodné proménné s E(X,,) = 0aVar(X,) =
o? pro vsechna n. Uvazujme posloupnost ¢asteénych souctii z predchoziho
piikladu. UkaZte, ze posloupnost My = 0 a M, = S? — no? je martingal
vzhledem k posloupnosti X,,.

Priklad 7.3.4. Necht W; je standardni Wieneriiv proces. Je proces W3

martingal? Je proces W; 4+ 3 martingal? Je proces W; — ¢t martingal?
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Kapitola 8

Cameron-Martinova véta

8.1 Radon-Nikodymova derivace

Martinova véta (nebo jeji obecnéjsi verze Girsanova véta).

Necht W (t) je standardni Wienertiv proces na (€2, A, P).
Necht W je Wieneruv proces s driftem,

W (t) =W (t) +~t

pro néjakou redlnou konstantu v # 0. Chceme najit pravdépodobnostni miru
@ na (2 tak, aby 1% (t) byl obycejny Wienertiv proces na pravdépodobnost-
nim prostoru (€2, A, Q).

Poznamka: Prostor (2, ktery ¢asto ani neni explicitné zadan, mizeme zto-
toznit s prostorem vsech trajektorii Wienerova procesu, tedy s prostorem
vSech spojitych funkei na intervalu [0, 7]. Zména miry je tedy proces ktery

méni pravdépodobnost jednotlivych trajektorii (pfesné feceno jejich okoli).

Radon-Nikodymova derivace ) vici P, oznacovana j—g, umoznuje prevadeét

jednu pravdépodobnostni miru na jinou.

Definice 8.1.1. Necht (€2, A) je pravdépodobnostni prostor, na kterém jsou
dany dvé pravdépodobnostni miry P a Q. Rikdme, ze P a Q jsou ekviva-
lentni, jestlize plati P (A) =0 <= Q (A) = 0.
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Definice 8.1.2. Necht P a @ jsou ekvivalentni miry na (2, A) a pro né-

hodnou veli¢inu Z = Z—?D plati
d
Eq (X) :/XdQ:/X—QdP:

d
— /XZdP — Ep(XZ) = Ep [—QX] ,
Q dP
pak Z se nazyvd Radon-Nikodymova derivace pravdépodobnostni miry

() vzhledem k pravdépodobnostni mite P.

8.2 Cameron-Martinova véta

Véta 8.2.1. (Cameron-Martin): Necht {W (t) : t € [0, T} je standardni
Wieneriv proces na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Necht Q je
pravdépodobnostni mira, jejiz Radon-Nikodymouva derivace vzhledem k P je

aQ

dpwo:wpcﬁwau@_1¢f>

2

Pak W (t) = W (t) + vt je Wieneriv proces (a tedy marginal) vzhledem ke
Q.
Je-li napriklad v < 0, pak vzhledem k mite () je pravdépodobnost trajektorie

tim vétsi, ¢im je vétsi jeji hodnota v ¢ase T' (viz. obrazek u hesla Girsanovova
véta na wikipedii). Opravdu, v Radon-Nikodymové derivaci druhy ¢len v
exponentu nezavisi na trajektorii a prvni je pfimo imérny hodnoté procesu

v bodé T.

K dtikazu je tfeba moment generujici funkce, pfipomeneme jeji definici.

Definice 8.2.2. Moment generujict funkce ndhodné veli¢iny X je defi-

novan jako

0O = B[] = [&f (@)da,

R
kde f je hustota X.

Lemma 8.2.3. Necht X je ndhodnd velicina s rozdélenim
N (0, 0®)
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a 6 je parametr. Pak

Dukaz:

1 a:2 1 12
0X o o0 0X o [ele] Ox —2072 — [e.9] Gaj—ﬁ
E (") = [ "YdF (z) = [T e _27T02e dx _27mf_ooe dzx.

Doplnime na ¢tverec v exponentu,

2
E (%) = \/21_ froeElar = L ol g
To To
2
= F e T =
protoze

2ro

je hustota NV <9\/2§"; 02>, jejiz integral pres celou realnou osu je roven jedné.

Diikaz Cameron-Martinovy véty: Chceme dokézat, ze

W (t) =W (t)+~t

je standardni Wienertiv proces vii¢i pravdépodobnostni mire @), kde

aqQ , . L,
Ip (w) = exp (—7W (T, w) — 37 T) .

Musime dokazat vlastnosti Wienerova procesu vzhledem ke (). Mame

—

W (0) = W (0) +~0 = 0.

Spojitost trajektorii plyne ze spojitosti trajektorii W (t) a spojitosti funkce
vt. Déle s vyuzitim piedchoziho lemmatu dokézeme, ze W (f) mé vici Q

rozdéleni N (0, ¢t). Vime, Zze moment generujici funkce urcuje jednoznacéné
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pravdépodobnostni rozdéleni. Vypocteme moment generujici funkce W(t)

vudi Q,

Eo (ee’vT/(t)) — Ep (%GGW@)) — Ep [efny(T)f%72T+0(W(t)+7t):| _

_ e_%,yQT—l—G'ytEP (6—7W(T)+6‘W(t)) _ 6_%72T+9~/tEP (e—'y(W(T)—W(t))—’yW(t)—i—@W(t)) )

Vime, ze W (t) a W (T)—W (t) jsou nezavislé (z definice Wienerova procesu).
Tedy

e EPTHIE, (e V(D)= W)W O+0W (1)) _

_ T, (e—v(W(T)—W(t))) Ep (e(Q—V)W(t)) .

Pouzitim piedchoziho lemmatu s hodnotami o2 = ¢ respektive 02 = T —t, je

tedy vyraz roven

6_%72T+07t6§(T_t)6(Q_Q,Y)Zt o 607%7
nebot
1 ) 72 72 02 ,72 2
T Oyt + LT — Lt Gyt et = —t,
S S LR L L R

To je ale moment generujici funkce N (0, ¢). Zcela analogicky se dokaze, Ze

W (s) — W (t)

ma rozdéleni N (0, s —t) pro s >t vidi Q.

8.3 Girsanovova véta

Girsanovova véta zobecniuje Cameron-Martinovu vétu na ptipad obecného
driftu.
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Véta 8.3.1. (Girsanov): Necht W (t, w), 0 <t < T je Wieneriv proces na
(Q, A, P). Necht~ (t, w) je adaptovany proces vzhledem k historii Wienerova

Ep {exp (% Ji (@) dt)} < 0.

Pak existuje pravdépodobnostni mira Q) na (2, A) takovd, Ze plati QQ ~ P,

- (0011 0

procesu, pro ktery

W (t, w) = W (t, W) + [ 7 (5, w) ds
je Wieneriv proces vzhledem ke Q.
Véta 8.3.2. (obracend Girsanovova véta): Necht W (t, w), 0 <t <T

je Wieneriv proces na (2, A, P). Necht Q ~ P. Pak existuje adaptovany

proces 7y (t, w) takovy, Ze

W (t, w) =W (t, w) + [17 (s, w)ds

je Wieneriv proces na (2, A, Q). Navic

d
%zexp( fo tdetw——fO twdt)
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Kapitola 9

Odvozeni Black-Scholesovy
rovnice

Black-Scholesova rovnice je disledkem modelu vyvoje ceny akcie pomoci Wi-
enerova procesu. Predpokladejme, Ze pohyb ceny akcie je popsan geometric-

kym Wienerovym procesem,

dS = pSdt + o SdW,

neboli is

— = pdt + odW.

S

71 0 i - ¢ oG _  9G _
2Pouzueme Itoovo lemma na funkei G (S, t) = InS . Mame %+ = 0, 9% = ¢
% = é Tedy z Itdova lemmatu
o2
dG = (/L—?) dt + odW

a

o2
d(InS) = (u— 7) dt + odW.

Z toho plyne, ze In S — In Sy ma normélni rozdéleni se stfedni hodnotou
(u — %2> T a rozptylem o2T. Tedy

2
InSy ~ N (lnSO—|— <u— %) T, 02T> .

St mé tedy lognormalni rozdélent (In Sy mé normélni rozdélent).
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9.1 Black-Scholesova rovnice

V této podkapitole pfipomeneme odvozeni Black-Scholesovy rovnice. Bu-
deme predpokladat existenci bezrizikového aktiva s irokovou mirou 7.
Vyjdeme z rovnice pro cenu akcie, ktera sleduje geometricky Wienertiv

proces

dS = pSdt + oSdW. (9.1)

Necht V' je cena evropské call opce s danou realizacni cenou K a ¢asem
expirace T'. Zisk z takové opce v case T je tedy (Sp — K),. V zavisina S a
t a je tedy funkci dvou proménnych V (S, t). Hodnota V (S, t) je cena opce
v Case t v situaci, kdy cena akcie je rovna S.

7 Ttoova lemmatu mame

ov ov 10%°V

_ 7 e -y 2
AV = Zodi + SdS + 55 (dS)

Za dS dosadime ze 9.1, tedy

ov ov 10%V 2
dV = Edt + a5 (uSdt + o SdW') + 295 (uSdt + o SdW)~ .

Podle It6ova lemmatu (dt)2 a dtdW jsou ¢leny vyssiho fadu za které dosadime

nulu, zatimco (dW)? = dt. Dostavame tedy

2 g2
- 470 -z - i 2
; -+ SuS+2 2 S* ) dt + SJSdW (9.2)

Vhodnou kombinaci 9.1 a 9.2 miizeme sestavit portfolio z akcii a opci,

2
de(aV ov 107V ) ov

jehoz vynos za cas dt je deterministicky. Jinak feceno, mizeme eliminovat
stochasticky ¢len dWV.

Oznacme II hodnotu portfolia slozeného z 1 opce a —g—‘g akcie, tedy

oV
=Yg 1y
95° "

Pro prirtstek hodnoty portfolia za ¢as dt mame:
ov
dll = | ——= | dS + 1df.
(-5s) s+
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Po dosazeni z 9.1 dostaneme

e e i __2 2
95" T o Y a5 T 39527 0

stochasticky ¢len se vyrusi.

2
dH:(_av v oV . 18V )dt’

dIT se musi (z neexistence arbitraze) rovnat zisku z bezrizikového aktiva

s arokovou mirou r, tedy
dIl = rlldt.

Dosazenim dostaneme

2
(8V + 18—‘/0252) dt =r (—a—vS + V) dt,

ot ' 2082 oS
tedy
oV 10V , ., OV
E—FﬁWJS +%ST—TV

To je Black-Scholesova parcidalni diferencialni rovnice.
Po vhodnych transformacich proménnych dostaneme rovnici vedeni tepla

(rovnici difuze)
v _ov
ot 082
Resenim spolecné s prislusnou podminkou (znéme hodnotu V' (T) = (S — K) )

dostaneme Black-Scholestv vzorec.
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Kapitola 10

Black-Scholesuv model

V této kapitole odvodime Black-Scholesiiv vzorec za obecnéjsiho predpokladu

nez v minulé kapitole. Budeme uvazovat tirokovou miru ménici se v Case.

10.1 Predpoklady Black-Scholesova modelu

Predpokladejme, Ze na trhu existuji dvé aktiva,
e bezrizikovy dluhopis, jehoz cena v case t je B;.

e rizikova akcie, jejiz cena v Case t je S;. Sy je cena v soucasnosti, tedy

znamé hodnota.

Dluhopis méa znamou trokovou miru r;, kde r; je deterministicka funkce casu.

Tedy cena dluhopisu B; v case t spliiuje

d By

— =1 B;.

dt tt
ReSenim (separaci proménnych) dostaneme:

dB; it

—— = rydt.

B,

Tedy In Bt = f Ttdt a

B; = exp (fgrsds) )

Cena podilu akcie se fidi stochastickou diferencialni rovnici tvaru
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dSt = /.LtStdt + UStth (101)

kde W; je standardni Wienertv proces, u; je deterministicka funkce casu a

o > 0 je konstanta nazyvana volatilita akcie.

10.2 Rovnovazna pravdépodobnostni mira

Vyjdeme z predpokladu neexistence arbitraze.

Véta 10.2.1. (Zdkladni véta arbitrazZni teorie): Pokud neexistuje na
trhu arbitraz, potom ezistuje rovnovaznd (risk-neutrdlni) pravdépodobnostni
mira na prostoru trinich scéndru, vici niz je proces diskontované ceny akcie
martingal. Specidlné

So = E(5)),
kde S} je diskontovand cena v case t.

Véta 10.2.2. Necht koeficient driftu p; je omezeny. Pak stochastickd dife-

rencidlni rovnice (10.1) md teseni

0_2

Sy = Spexp (UWt — 3 t+ fot,usds) .

Navic, vzhledem k risk-neutralni mire must platit vy = pu;.

Dukaz: PouZijeme Itéovu formuli na funkci

0.2

g(x, t) =exp (am -3 t+ fgusds)

a podkladovy proces X = W.
Pro S = g(x, t) dostaneme

dS = cSAW + p,Sdt.

Tedy S Fesi rovnici (10.1).
Déle vime, ze vzhledem k risk-neutralni mire diskontovany proces ceny

akcie musi byt martingal. Diskontovaci faktor je cena bezrizikového dluhopisu
Bta tedy
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S, oxp (aWt — ét + f(f,usds>
- B exp (f(frsds)

Dale, stejnou aplikaci Itoova lemmatu dostaneme, ze S} splituje stochastickou

0.2

= exp (aWt — 5 t+ [ (s —rs)ds) :

S

diferencialni rovnici

dS; = aS;dW; + Sy (g — 1) dt.

Vime, ze S} je martingal prave tehdy, kdyz koeficient u dt je identicky roven

nule, tedy r, = u; pro vsechna t¢.

Dusledek 10.2.3. Vzhledem k rovnovazné pravdépodobnostni mite (tedy
pro 1, = ;) logaritmus diskontované ceny akcie S} v ¢ase ¢ mé& normalni

rozdéleni se stfedni hodnotou In Sy — "—;t a rozptylem o?t.

10.3 Odvozeni Black-Scholesova vzorce pro
evropskou call opci

Evropska call opce na akcii s realizacni cenou K a casem expirace 1" dava
majiteli pravo koupit v ¢ase T" akcii za cenu K. Tedy hodnota opce v ¢ase T'
je

VT:(ST—K) =

{ST—KproSTzK
+

0 pro S < K

Zajima nas soucasna cena opce Vy. Podle zakladni véty arbitrazni teorie
plyne, ze pokud na trhu neexistuje arbitraz, pak cena opce v ¢ase t = 0 musi
byt rovna diskontovanému ocekavani vzhledem k rovnovazné pravdépodob-

nostni mite jeji hodnoty v ¢ase 7. Podle predchozi véty tedy plati

K
‘/O(SOa K7 T):EQ (S;_B_T> 5
+

kde S} = g—;, By je cena dluhopisu v ¢ase 1" a 57 mé rozdéleni podle disledku
predchozi véty vzhledem k risk neutralni mire Q).

Vypoctem ocekavani dostaneme Black-Scholestiv vzorec
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V (So, K, T) = Sodb (=) — B£T¢ <z . aﬁ) ,

kde
In (Sg%) + 2L

2
oVT

a ¢ je distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni:

y—

| 22
o(z)=["_ ez dw.
2T
Pro vypocet prislusného ocekavani pripomenme ze
K
Br ).
kde s
Sk ==L
T B,
a

0_2
InS; ~ N <1n So — 7T; 0215) .

Jinak feceno, Si = Spe*, kde X ~ N <—%2T; 02T>.
Tedy

2
o0 K 1 (1)
1% :/ (S e’ — —> ————e 22T dx
" —o0 ’ Br ) V2n0?T

Uréime skuteény obor integrace (kde je integrované funkce nenulova):

Sex—£>0<:>e‘”>
0 By — = SoBr = SyBr’

Ozna¢me M = In %. Pak

2 2
(s+% 1)
202T

sy [ Wy
= e ———e Tz — — —¢
’ ’ M vV 2mo?T Br Jy 2w02T

V prvnim integralu doplnime v exponentu na ¢tverec:

2 2 2 2
(e+5T)  20°To— (2+57)
YT T g 20T -

2 2
20°Tx — 2% — Zx%QT — (‘ﬂTT> (x — 02_T)

202T 202T
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a dostavame:

o 1
vzs/ L .-
’ ’ M V2ra?T
K
=SSP (Z1>M)— —P(Zyy> M),
Br
kde .
Zy ~ N <§J2T; JQT)
L, 2
Zy~ N —§O'T;O'T .

Tedy celkem

Z1 — %0’2T S M — %UQT) K p (Z2 + %azT - M + %O'ZT)

Vo = SoP _
0 0 < ovVT —— oJT Br ovT —— oJT

S vyuzitim 1 — ¢ (M) = ¢ (—M) dostaneme:

v _S¢(—M+%U2T) B K¢<—M—%02T)
00 O'\/T BT O’\/T ’

coz uz je Black-Scholestiv vzorec.
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Kapitola 11

Rovnice vedeni tepla a
Wieneruv proces

11.1 Reseni rovnice vedeni tepla na primce
Budeme se zabyvat rovnici vedeni tepla na primce,
(2, 1) = U (2, t)

prox € R at >0, kde u(z,t) je teplota v bodé z a cCase t. Teplota v poca-

teCnim Case je znama, je dana pocatecni podminkou

u(z,0) = (x).

Pro kazdé pevné t > 0 budeme uvazovat Fourierovu transformaci funkce u

v proménné z. Na jedné strané mame

—_—
0%u

(@)(57 t) = (25)212(5, t),

na druhé strané t hraje pfi integraci v definici Fourierovy transformace roli

parametru, tedy je

ou i

— t) = —(&,1).

(EE 1) = 56,0
Transformovana rovnice ma tedy tvar

o, .
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Pro pevné £ je to obycejna diferencialni rovnice v proménné ¢, kterou umime
vytesit,

N _¢2

a(é,t) = Ce ™,

kde C' = u(&,0). Z poc¢ateéni podminky tedy

C = P(&).
Celkem
(e, t) = P&)e

Zpétnou transformaci, podle pravidla o transformaci konvoluce dostaneme

u(z,t) = (§x Gy)(z,1),

kde Gy(x) je zpétna transformace funkce e~¢*. Tu najdeme ze znalosti trans-
formace Gaussovy funkce a lemmatu o transformaci po zméné méritka, kde

vezmeme R = \/Lg Dostaneme tedy

1 22
Gt(x) = \/RG_E,

coz je tzv. Gaussovo jadro. ReSeni pocatecni tlohy pro rovnici vedeni tepla

ma tedy tvar

1 & _(ac—y)2
UJ(I?t): — € at ¢(y)dy

Vit

11.2 Souvislost feseni rovnice vedeni tepla a
Wienerova procesu

7 definice Wienerova procesu vime, ze

1 _w—a)?
PAW (4 9) =y | W(s) =0} ~ e 50

Tato funkce je zaroven Gaussovo jadro pro modifikovanou rovnici vedeni tepla

(s konstantou % pred druhou derivaci).

Véta 11.2.1. Necht f : R— R je omezend funkce. Pak jednoznacné teseni
u (t, x) pocdtecni ulohy pro rovnici vedeni tepla:
ou  10%u
ot 20x?
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kde u (t, x) je teplota v bodé x a caset a
u (0, x) = f(x)
je pocatecni podminka, je rovno
u(t,z) = Ef (W)= [Z P (z,y) f (y) dy,

kde P, (z, y) je Gaussovo jddro:

1 w-=?

e 2t
V27t

P (x,y) =

a W} je Wieneriv proces zacinagici v bodé x (misto nuly).

Dukaz: Staci dokézat, ze P, (x, y) TeSi rovnici vedeni tepla (*) pro kazdé
y. To, Ze konvoluce s poc¢atecni podminkou (tedy vlastné linedrni kombinace
téchto FeSeni) je také feSeni pak plyne derivovanim integrélu podle parame-

tru. Mame

[S]Y)
|
0
|
<
o

B R A S P e B L C
a(ﬂ(%y))—\/_Q—ﬂ(_i)(t) e +\/2—m6 t ( 2 )

0? 1 (2—)2 ( T — y)2 1 (2—9)2 ( 1)
— (P, (x, = e 2t | — + e 2 | —=
Ox? (Fe (@, v) V27t t V2t t
Ted
y 52

(P, ) =20 (P (x. )

Splnéni pocatecni podminky plyne okamzité z definice funkce wu.

11.3 Feynman-Kacova formule

Uvazujme parcialni diferencialni rovnici:
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) ) o2
8{—1—#(90 ze)a—f+5 (z, t)a—gj;:o

(tzv. zpétna Kolmogorova rovnice). s koncovou podminkou

f('xa T) :@D(ﬁ),
kde p, o, v jsou dané funkce a T" je pevné dany cas, T > 0.

Pro 4t =0 a 0? = 1 dostaneme
or _ 191
ot 2 0x?
tedy zpétnou rovnici vedeni tepla.
Véta 11.3.1. (Feynman-Kac): Reseni je dino ocekdvdnim
[, 1) = E( (Xp) | Xy = ),

kde X je Itotv proces dany rovnict

dX = p(X, t)dt + o (X, t) dW.

Dukaz: Necht f je feSeni parcidlni diferencidlni rovnice. PouZzijeme Itdovo

lemma na funkci f (z, t) a podkladovy proces X. Dostaneme

df (X, 1) = (M(X t)g—f+g—{+— (X, t)gzé) dt + o (X, t)g_idm
kde
af o 8?
(“(X 0+ g 37 X t)amf)zo’

nebot f fesi parcidlni diferencidlni rovnici. Déle integrovanim dostaneme

of

d
&EW

Jrdf = £ (X, T) = £ (X0, t) = [To (X, 1)

Vezmeme oc¢ekavani (za podminky X; = x). Vime, ze
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T aof
E (ft o (X, t)%dﬂ/) =0
(zakladni vlastnost Itdova integralu) Tedy ze vztahu
E(f (X, T) = f (X4, 1)) =0

mame

[l t) = E[f (X, 1) | Xy = 2] = E[f (Xp, T) | Xy = 2] = E[¢ (X7) | X¢ = 2],

coz jsme chtéli dokazat.
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Kapitola 12

Pravdépodobnostni rozdéleni se
silnymi chvosty

V této kapitole se budeme vénovat distribucim se silnymi chvosty. V Black-
Scholesové modelu je predpoklad normality rozdéleni zdivodnén zejména
centralni limitni vétou.

Pripomenme, ze Black-Scholestiv model ma tti zakladni predpoklady:

e lognormélni rozdéleni cen podkladového aktiva
e spojitost trajektorii cen aktiva

e nezavislost priristkt cen za disjunktni ¢asové intervaly

Na druhé strané, empirické vysledky ukazuji odchylky od téchto predpokladii:
e silné chvosty pravdépodobnostnich rozdéleni

e skoky v cenédch aktiv (pfi pfichodu dillezité informace, pii preruseni

obchodovéni, ...)

e kratkodobé korelace v pohybech cen (do cca 30 minut)

12.1 Charakterizace chvostu distribuci

Jednim ze zptsobt jak kvantitativné silu chvostu charakterizovat je pomoci

existence nebo neexistence momentti. Pfipomenme, ze k-ty obecny moment
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je definovan jako
my, :/xkf(x)dx, (12.1)
R

kde f(x) je hustota pfislusné ndhodné veli¢iny. Pokud my, existuje, tedy in-
tegral je konecny, pak musi platit
fla) < o (12.2)
) < —— .
||t
pro |z| = oo.
Pravdépodobnostni rozdéleni se tidi tzv. mocninnym zdakonem, jestlize

plati
Ay
fx) = W (12.3)

pro |z| — oo (tedy limita podilu obou stran je rovna jedné). V tom piipadé
je ztejmé pro k > n
my = 00. (12.4)

Specialné pro n < 2 distribuce nema konec¢ny rozptyl. Ziejmé musi vzdy byt

n > 0, jinak by integral z f(z) divergoval.

12.2 Charakterizace pomoci funkce preziti

Ptipomenme, Ze funkce pieziti Sx (z) ndhodné veli¢iny X je definovéna jako

pravdépodobnost, ze X je vétsi nez x, tedy

Sx(z) =P(X >z)=1—- Fx(z).
Pro relativni miru sily chvostu, fekneme Zze X; ma leh¢i chvost nez X,

pokud podil funkci preziti X; a Xy diverguje do nekonecna, tedy

S
lim =X

T—00 X5

Pomoci L’Hospitalova pravidla mtizeme vypocet limity redukovat na vztah

pro hustoty nahodné veli¢iny,

S/
lim 2% = g DX =

T—00 SX2 T—00 83(2
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= lim ﬁ

r—00 — X5

12.3 Charakterizace pomoci funkce rizika

Pripomenime, Ze funkce rizika (hazard rate function) hx(z) ndhodné veli¢iny

X je definovana jako podil hustoty a funkce preziti, tedy

f(z)
S(x)

Chovani funkce rizika také tzce souvisi s chovanim chvosti pravdépo-

hx(l’) =

dobnostniho rozdéleni. Je-li funkce rizika pravdépodobnostniho rozdéleni ros-
touci, méa rozdeéleni lehké chvosty. Je-li klesajici, pak ma tézké chvosty.

Obecné samoziejmé nemusi byt ani rostouci ani klesajici, ale pro stan-
dardni rozdéleni pouzivana v praxi tomu tak bude.

Hrani¢nim pfipadem je exponencialni rozdéleni, pro které je funkce rizika
konstantni.
Priklad 12.3.1. Jako ptiklad uvedme Paretovo rozdéleni s parametry a, b,
tedy s hustotou

f(z) = ab*(z +b)"* L.

Funkce pfeziti je rovna
S(z) =b*(x+b)~"
Celkem tedy

_ab*(z+b) ! a

Mz) = bi(zx+b)~*  x+b

coz je ziejmé klesajici funkce. Toto rozdéleni ma tedy tézké chvosty.

Analogicky je mozné charakterizovat chovani chvosti pomoci funkce oce-

kavané ztrdty. Ta je definovand vztahem

ex(y) = E(X —y|X > y).

Pokud je tato funkce klesajici, mé rozdéleni tézky chvost, pokud je rostouci,

mé lehky chvost.
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12.4 Stabilni distribuce

Lévyho rozdéleni je specialni pfipad mocninného zakona, které mé navic
vlastnost stability. Objevuje se proto v obecné verzi centralni limitni véty.
Pouzivaji se pfi popisu “viceuroviovych jevi“, jako je velikost pfijmu, am-
plituda zemétreseni, atd.
Oznac¢me L,,(z) hustotu Lévyho rozdéleni s parametrem s, kde p € [1,2].
Plati v
Lu(r) ~ |x|j+1, (12.5)

kde A% jsou konstanty popisujici presnou silu pravého a levého chvostu. Po-
kud plati
AR = A" (12.6)

pak mluvime o symetrickém Lévyho rozdéleni. Obecné Lévyho rozdéleni pak

charakterizuje jesté parametr asymetrie

oA aA

B="— (12.7)
Al 4 AT

3
2

tické vyjadreni. Jednoduchy popis ale existuje pro charakteristickou funkci.

S vyjimkou pfipadu krajnich hodnot a ;1 = 5 neexistuje pro hustotu analy-

Pro krajni hodnoty parametru dostaneme nejdfive pro p = 1 Cauchyho

rozdéleni s hustotou

A
Pro charakteristickou funkci mame obecné nasledujici popis,
Ly(€) = exp(—al¢]*), (12.9)

kde a, je konstanta tmeérna konstanté A,. V limité pro p = 2 dostaneme

Gaussovo rozdéleni, pro které

A

Ly(€) = exp(—c€?). (12.10)

Pokud soucet n nadhodnych veli¢in se stejnym rozdélenim mé opét totéz

rozdéleni, pak mluvime o stabilni distribuci. Tato vlastnost je velmi silna a
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vzacnd. Stabilnimi distribucemi jsou pravé Lévyho distribuce (véetné limit-
niho ptipadu Gaussovy distribuce).
Lévyho distribuce ma také vlastnost nekonecné délitelnosti, jak uvidime

dale.
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Kapitola 13

Lévyho procesy

13.1 Limitni rozdéleni

V obecné verzi centralni limitni véty, bez predpokladu konecnosti rozptylu,
hraji stabilni distribuce zcela analogickou roli jako Gaussovo rozdéleni hraje
v klasickém ptipadé.

Stabilni distribuce, tedy Lévyho a Gaussova (jako limitni pfipad), jsou z
definice pevnymi body konvoluce. Pro jejich hustoty tedy plati, symbolicky
zapsano,

frf=1 (13.1)
Navic ale také funguji jako ”atraktory” pro konvoluci. Libovolna distribuce
pri velkém poctu nezavislych s¢itanci s timto rozdélenim konverguje ke sta-
bilnimu rozdéleni. To je obsah Centréalni limitni véty.

Pro IID nahodné veli¢iny s koneénym rozptylem plati standardni Cent-

ralni limitni véta, limitni distribuci je Gaussovo rozdéleni.

Véta 13.1.1. Necht X;, i = 1,2,..., je posloupnost nezavislych stejné roz-
délenych nadhodnych veli¢in s hustotou pravdépodobnosti f, kde f € C*(R).
Necht E(X;) =0 a F(X?) = 1. Pak hustota pravdépodobnosti

Xi+ o+ X,
NG

se blizi k hustoté standardizovaného normalniho rozdéleni, t.j.

X 4 X, 1 b2
Pr{a < =2 R <b}— —/ e zdx
\/H V2T Ja
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pro n — oo.

Dtlezité pri aplikaci této véty je mit na paméti, Ze chvosty souctu se
mohou velmi lisit od chvostl normélniho rozdéleni. CLV déava aproximaci
v centralni oblasti, o chovani chvostii nefika nic. Chvosty konec¢ného souctu
jsou kvalitativné stale stejné jako pro jednotlivé sc¢itance.

Poznamenejme, ze tato verze CLV plati v daleko vétsi obecnosti. Na misto
nezavislosti staci pfedpokladat Ze korelace X; a X klesaji dostatecné rychle
pro |i — j| = oo . Podobné lze oslabit i predpoklad stejného rozdéleni. Stadi,
aby rozptyly jednotlivych X; si byly ”dostate¢né podobné”.

S vlastnosti atraktoru pro operaci konvoluce normalniho rozdéleni souvisi
dalsi vyznamna vlastnost normalniho rozdéleni. Mezi vsemi distribucemi s
danym kone¢nym rozptylem ma normélni rozdéleni nejmensi Shannonovu
informacni entropii. Ta méfi informac¢ni obsah daného pravdépodobnostniho
rozdéleni, nejveétsi je pro konstantni ndhodnou veli¢inu, kdy hodnotu zname

s jistotou. Shannonova informac¢ni entropie je definovana jako

I(f) = —/f(a:) In f(z)dx. (13.2)

Minimalizace entropie tésné souvisi s tim ze pri sc¢itani ndhodnych velic¢in
ztracime informaci. Z hodnoty souc¢tu nemtizeme zjistit témér nic o hodnotach

jednotlivych s¢itanct

Pokud uvazujeme posloupnost IID nahodnych veli¢in s mocninnym zakonem
s parametrem p < 2, tedy s nekonecnym rozptylem, pak limitni distribuce je

Lévyho distribuce.

13.2 Lévyho procesy

V této kapitole se budeme zabyvat Sirokou tfidou procest, které poskytuji
prirozené zobecnéni Wienerova procesu. Jejich hlavni vyhodou je fakt ze do-
voluji do pravdépodobnostniho popisu vyvoje cen aktiv zahrnout skoky a
také rozdéleni se silnymi chvosty. Obé tyto vlastnosti jsou klicové pro véro-

hodnost modelu.
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Definice 13.2.1. Adaptovany stochasticky proces X se nazyva Lévyho pro-

ces, jestlize plati:
1. XO - O

2. X ma prirtstky nezavislé na minulosti, tedy X; — X, je nezavislé na

hodnotach procesu do casu s
3. X ma stacionarni prirtstky, tedy X; — X, méa stejné rozdéleni jako X; ;.
4. X je stochasticky spojity, tedy pro kazdé € a t > 0 plati

lim P(| Xyn — Xo| > €) =0 (13.3)
h—0

Véta 13.2.2. Necht X je Lévyho proces. Pak existuje jednoznac¢né urcena
funkce v tak, ze
Ox, (€) = e (13.4)

Funkce z predchozi véty se nazyva Lévyho exponent.

Definice 13.2.3. X je nekonecné délitelna ndhodna veli¢ina, jestlize pro
kazdé N existuji stejné rozdélené nezavislé nahodné veliciny X, ..., Xy tak,

v

ze
X=X1+Xo+-+ Xn.

S vyuzitim charakteristické funkce mizeme otézku délitelnosti prevést na
problém kdy je (wx)% charakteristickd funkce né&jakého pravdépodobnost-

niho rozdéleni.

Véta 13.2.4. Necht X je Lévyho proces. Pak X; je nekoneéné délitelné pro
kazdé t a plati

6x,(6) = (o, (€))" (13.5)
Priklad 13.2.5. V piipadé Wienerova procesu je Lévyho exponent ziejmé
roven )
ox,(6) = (%) (13.6)
tedy
52
vE) =75 (13.7)
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Pro Wienertv proces s driftem a a volatilitou b dostaneme

V(&) = —ial — —— (13.8)
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13.3 Priklady

Priklad 13.3.1. Vypoctéte Sikmost a Spicatost stejnomérného rozdéleni na

intervalu (0, 1).

Priklad 13.3.2. Odvodte horni odhad na hodnotu $picatosti pro libovolné

pravdépodobnostni rozdéleni.

Priklad 13.3.3. S vyuzitim predchozich dvou tloh dokazte, Ze stejnomér-

ného rozdéleni na intervalu (0, 1) neni délitelné.
Priklad 13.3.4. Ukazte, Ze normalni rozdéleni je nekone¢né délitelné.

Priklad 13.3.5. Vypoctéte Shannonovu entropii normélniho rozdéleni a ex-
ponencialniho rozdéleni (v obou piipadech s rozptylem rovnym jedné). Po-

rovnejte oba vysledky.

Priiklad 13.3.6. Dokazte, ze standardizované normaéalni rozdéleni minimali-
zuje Shannonovu entropii mezi vSemi rozdélenimi s jednotkovym rozptylem
a hladkou hustotou.
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Kapitola 14

Bariérové opce

Nejjednodussi typ opce, kde vyplata zavisi na celém vyvoji ceny akcie, nikoliv
jenom na cené akcie v dobé realizace je bariérova opce.

Mame ctyti zakladni typy bariérovych opci:

e up and in ... opce je bezcennd, pokud hodnota akcie v ¢ase [0, T

neprekroc¢i hodnotu A.

e down and in ... opce je bezcennd, pokud hodnota akcie v case [0, T

neklesne pod hodnotu a.

e up and out ... opce je bezcennd, pokud hodnota akcie v ¢ase [0, 7]

prekroc¢i hodnotu A.

e down and out ... opce je bezcenné, pokud hodnota akcie v ¢ase [0, T

klesne pod hodnotu a.

14.1 Binarni bariérové opce

Uvazujme pro konkrétnost opci typu up and in.
Vyplatni funkce nabyva pouze dvou hodnot.
} B {1 pokud maxyep, 775 > A

VTzl{maXStZA i’
0 jinak.

tel0,T)

Pfevedenim na Wienertv proces bez driftu (pomoci Cameron-Martinovy
véty) a pouzitim principu reflexe, vypocteme pravdépodobnost, ze max W (¢) >

A, kde A je aktivujici bariéra, S; je cena akcie v case t.

97



Predpoklady jsou jako u Black-Scholesova modelu pro evropskou call opci
s konstantni irokovou mirou. Mame dvé aktiva, bezrizikovy dluhopis, jehoz
cena v Case t je B, a rizikovou akcii, jejiz cena v Case t je S; a cena v Case 0
je Sp, coz je znama hodnota.

Dluhopis ma konstantni trokovou miru r, tedy

dB
d_tt = TBt = Bt = BoeTt.

P1i odvozovani Black-Scholesova vzorce jsme dokazali ze

5= s (1) e o )

VUci risk-neutralni mire P.
Pro jednoduchost predpokladejme, ze Sy = 1 a 0 = 1. Toho lze docilit

vhodnou volbou jednotek casu a penéz. Tedy

St:exp(<r—%>t+W(t)).

Hodnota opce v ¢ase t = 0 je rovna diskontované ocekavané hodnoté v case
T vic¢i mite P, tedy
% = B_TtEp (‘/;5) = G_Tt [OP (maxoStSTSt < A) + 1P (mamoStSTSt Z A)] =

_ip (maxogtg {exp ((7’ - %) W (t))} > A) _
—eip <maxogtg Kr - %) LW (t)] > a) |

kde a« = In A. Oznad¢me
1
W(t) = (r—§>t+W(t) =t+ W (t)

Wieneriv proces s driftem, kde v = r — % Pomoci Cameron-Martinovy véty
najdeme pravdépodobnostni miru @, vudi niz je W (t) standardni Wienertv

proces. Podle Cameron-Martinovy véty mame pro Q:

iP 1,
a0 = exp <7W(T)+§7 T).

Vici @ je W standardni Wienertiv proces, tedy W v (@ se chova stejné
jako W vuci P. Odtud dostavame:
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Vo = e ""'P (maxo<i<r [yt + W (t)] > )

=e "Ep [1 {0 <t< TmaXW H

1 —_—
— B, {exp (vW (1) + §VQT) ! {m“xOSfSTW (t) = O‘}} B

I
]

FEq {exp (7 (W (T) — 7T> + %VQT) 1 {maxoStST W (t) > a}} =
= e_Tte_%VZTEQ [exp <7W (T)> 1 {O <t < TmaxW (t) > aH =

= e e 3T Ep [exp (YW (T)) 1 {mazocicr W () > a}].
Ocekavani obsahuje pouze funkci standardniho Wienerova procesu, miizeme
tedy sestavit integral popisujici toto ocekavani. Je-li mazo<i<rW () < «, je

o¢ekavani nulové.

Zaméime se tedy pouze na pripad

mal‘ogtSTW (t) Z Q.
Je-li W(T') > «, pak

maxo<i<tW (t) > «

s jistotou. Pravdépodobnostni rozdéleni W (T°) je N (0, T'), a tedy ocekavani

v tomto piipadé je rovno (substituce y =r—a,x=y+adr=dy)

1 _(re?
f ere o dgj == foo ’y(y—i—a 2T dy =
V2T V27T
1 (y+a)?

(o)
= e’ fo eWe 2T dy.

V2T

Ve druhém pfipadé, pokud W (t) < «, vime z principu reflexe, Ze pokud

maxogthW (t) Z a,

pak W (T') mé symetrické rozdéleni okolo av. Tedy, je-li p (x) hustota W (T'),
pak plati
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pro kazdé x. Tedy pokud W (t) < «, ma " Modekavani (substituce y =
r—o,r=y+«a,dr = dy)

(az)

f ete” dr =

—yta)?
f Y(yta) —yta) dy =

VonT VonT

_ _(z+a)
emfoo e dz.

\/_

Celkem tedy mame:
Ep [EVW(T)l {maxogtSTW (t) Z Oé}:| =
1

(z+a)?
= e’e e T+ e e 2T du.
V27T / ( )

Doplnénim na ¢tverec dostaneme:
1
VorT
22T —T — « _ YI'— «
= e’yaew2 e’ya - _|_ e yo < )‘| ,
o (Tt ) e (Bm

kde ¢ je distribu¢ni funkce standardniho normalniho rozdéleni N (0, 1). Déle,

0o /s _ _(@+a)?
emfo (e T4 e”) e 2 dx =

i (e +e77) (3_(%;’?)2 dx

1
V2orT
Nejprve doplnime na ¢tverec exponent prvniho integralu po roznasobeni:

(x4 a)®  —2Tyx — (22 + 2z0 + a?)

T T T 2T B

2?4+ 2o+ 2Ty)z +o® (4 a+Tv)* —2aTy — T2

2T 2T

Dostavame tedy

(z+a+T’y) (z+a+T7)2

‘”e > da: =

1
Yo 2fya =X
\/_6 f[) W fO

dr =

2
= 2%’ p (Z,>0),

kde Z; ~ N (—a — T~; T). Dale,
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Z T T
P(leo):P( 1ta+Ty o+ 7):

vT = = VT
IRl

e2vae ¢ <%TTv> .

Analogicky postupujeme pro druhy integral. Nejprve doplnime na c¢tverec

Celkem

exponent druhého integralu:

(x4 )  2Tyx — (22 + 2za + a?)

T T T oT -

22+ 20— 2Ty)x+a?  (z+a—Ty)° +2aTy — TH?

2T 2T

Dostavame tedy

(:L‘+a T’y)
mfo e Ve 3 dx =

VorT

1 T-y2 00 (chra T'y)2 Ty 2
= e [Te” dr=e 2 P(Zy,>0),
V2rT 0

kde Zy ~ N (—a + T+; T). Déle,

Z =T =T
P(ZQEO):P< 2 T« v 7)2

VT T VT

() ()

Celkem dostaneme

Tedy




Tedy hodnota opce v case t = 0 je rovna

Vo = e ""P (mazo<i<rS; > A) = e "1™ {emqb (
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