Matematické modely lidského Zivota

Znaceni:

T, ndhodnd veli¢ina uddvajici délku Zivota néjaké osoby od véku x.
F, () distribu¢ni funkce této ndhodné veliCiny.

Px = Sx(t) =1 — Fy(t) funkce preZiti.

Wy = lim+ E "t(t), intenzita Umrtnosti. (pravostranna derivace funkce F) (#) proménné ¢ v nule; za predpokladu, Ze
t—0
F(x) je tifdy C' na (0, 00), je tedy ptx = lim_f:(1))
t—0
Vztahy pro intenzitu imrtnosti
Snadno odvodime
e = Jo(x)
TS
d
py = ———In(Sp(x)),
dx

Sy (1) = e—fot Hxtsds

Diskrétni Markovovy Fetézce.

Priklad. UvaZujme ndsledujici situaci: RoztrZity profesor s sebou nosi destnik, ale s pravdépodobnosti 1/2 jej zapo-
mene tam, odkud odchazi. Rano odchazi do préce. Po praci chodi na veceri do oblibené restaurace a po té odchazi
domu. UvaZujme pro jednoduchost, Ze nikam jinam po dostatecné dlouhou dobu profesor nechodi a Ze v restauraci
ziistava destnik na profesorové oblibeném misté, odkud si ho miiZe ndsledujici den vzit (pokud nezapomene). UvaZte
tuto situaci jako Markoviiv proces a napiSte jeho matici. Jakd je pravdépodobnost, Ze se po mnoha dnech po rdnu
destnik bude nalézat v restauraci? (Je vhodné za Casovou jednotku vzit jeden den — od rdna do rdna.)

ReSeni. Matice daného procesu je
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normovany vlastni vektor ptislusny vlastni hodnoté 1 je (1/2, 1/4, 1/4), hledand pravdépodobnost je 1/4. |

Spojité Markovovy retézce.

Lidsky zZivot 1ze uvazovat jako spojity Markovtv proces (stavi procesu mize byt vice, v zdkladnim modelu pouze
dva: zivot a smrt, stavl lze uvazovat vice: nemoc, trvald invalidita, bezdomovectvi, smrt riznymi zpdsoby). Proces
je popsan intenzitami prechodu mezi jednotlivymi stavy. Zakladni model, dany stavy Zivot a smrt, umoZiiuje pouze
prechod ze stavu Zivot do stavu smrt, intenzita pfechodu je ddna intenzitou imrtnosti.

V nasledujicim textu budeme pouzivat indexu i, j, k, [, které jsou z mnoZiny {0, 1, ...n}. Pro Markoviv proces
snstavy 0, 1, ..., n definujeme , Py jako pravdépobnost, Ze proces (Zivot), ktery je v &ase x ve stavu i, bude v Case

x +1t ve stavu j. Dale pak definujeme pravdépodobnost , pif jako pravdépodobnost, Ze Zivot, ktery je v Case x ve stavu
i stav i do Casui + ¢ (vCetné) neopusti.
Dale pak definujeme

0 < i # j < n, intenzitu prechodu mezi stavy i a j v Case x.

V dal$im je ukdzano, Ze pomoci hodnot ,uij , kde i # j je kompletné zadan dany Markovidv proces, tj. vSechny
pravdépodobnosti , pij .

Vice budeme pracovat se specidlnimi modely, a to dvoustavovy (Zivot, smrt — jednd se o model Zivota uvedeny
vySe), tiistavovy (Zivot — 0, trvald invalidita — 1, smrt — 2; podminka trvalé invalidity fik4, Ze tp)lco = 0). Pro tyto
modely jsou odvozeny explicitni vztahy pro , p;j .
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Obecné nam k urceni , p ') slouzi Kolmogorovovy (dopfedné) rovnice:

n

d i ik, ki ij  jk
dt tPx = Z (zl’; Myt — ¢ Px ,U«x.H) .
k=0,k+#j

Nyni se budeme snazit aplikovat dany model pro uréeni ceny pojistného.

Soucasna cena pojistky, renty

Predchézejici modely Zivota ndm umoZziuji stanovit pojistnou politiku (vySe pojistného, pojistky, cenu pojistné
smlouvy ... )

Necht r je ro¢ni drokova mira.

ay soucasnd hodnota renty vyplacené kontinudlné, rychlosti 1 penézni jednotka za rok.
Priklad. Urcete soucasnou cenu pojistky 200 000 K¢ na havarijni tiraz, ktery miiZe nastat na tfimésicni cesté. Pojistka
je splatna vZdy ke konci mésice, kdy uddlost nastala. Intenzita nastini uddlosti je dina vztahem w, = kde x je
doba cesty v mésicich. Predpoklddame tiroceni 10% mésicné.

1
x+2°

Reseni. Pravdépodobnost, Ze nenastane udalost v dob€ ¢ je rovna (v aktudrské notaci je to funkce preziti ,p, =
Se(t) = 1= Fx(n))
ol gy = -2 _ 2
142
Pravdépodobnosti nastini udélosti po fadé v prvnim, druhém a tfetim mésici cesty jsou 1 —2/3 =1/3,2/4 - 1/3 =
1/6,3/5 —2/4 = 1/10. Vzhledem k mési¢nimu droceni 10% je pak soucasna cena pojistky 1 K¢ rovna

10 1 (10\* 1 [10\° 1
— = e — ) -— =0,516,
11 3+(11) 6+<11) 10
tedy pojistka na 200 000 K¢ ma hodnotu cca 103181 K.
Pozn.: pfi okamZité vyplaté pojistky by byla jeji hodnota

200000 - /

3710\ 2 1
<—> —— . —dr =108853K¢.
0
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Thieleho diferenciali rovnice

Hodnota pojistné smlouvy (jako pfedmétu prodeje, napf. mezi riznymi pojis§tovnami) se méni v &ase (v zdvislosti
na délce jejiho trvani a na tom, v jakém stavu se nachdzi pojistény). Hodnotu md smysl zkoumat pro vice neZ dvousta-
vové modely (dvoustavovy model — Zivot, smrt). Oznacime-li hodnotu smlouvy v Case ¢ od jejiho uzavieni, pficemz
pojistény je ve stavu (i), jako , V), pak pro ni miizeme odvodit diferencidlni rovnici

atV(’) =6, vO—BO— 3 i, (S,(”) v VO - tv“)) ’
J=0, j#i
kde B;(i) je rychlost platby benefitd (napf. renta), St(ij ) je rychlost kontinudlni platby pojistné Castky, splatné pfi

prechhodu ze stavu i do stavu j.

Numerické reSeni diferencialnich rovnic

Jak Thieleho a Kolmogorovovy rovnice tvoii soustavu diferencidlnich rovnic. MiZeme je fesit numericky. Jednou
z metod je Eulerova metoda. Uvazme diferencidlni rovnici y’ = f(y), poCate¢ni podminkou y(0) = yg pro redlnou
funkci y () redlné proménné ¢. MiZeme totizZ psat psat

y(t +h) = y() + hy'(t) + o(h),



kde }}in}) %h) = 0 (viz Tayloriv rozvoj), a pro ,mald* i je odhad

y(t +h) = y) +hy'(t) = y(©) + hf (y(@)).

N

relativné presny. Na tomto odhadu pak spociva Eulerova metoda hledani feSeni (funkce y) dané diferencidlni rovnice.
Funkci y pocitdme totiZ postupné, se zvolenym krokem % (¢fm mensi £, tim presnéjsi, ale delsi, vypocet). Hodnota
funkce y v bodé 0 je ddna: y(0) = yp. Pomoci odhadu miZeme postupné spocitat hodnoty funkce y v bodech nh,
neN.

Jednim z moznych vylepSeni této metody je pouzivani odhadu

h
y(t+h)=y@)+hy(t+ 2

kde pfirdstek funkce y na intervalu [z, f + h] odhadneme hodnotou Ay’ (¢t + %) =hf(y(t+ %)), y(t + %) pak stejnym
zptsobem jako vySe odhadneme pomoci y(t) + % Y (@) =y@) + % f(y()). Celkem dostdvame

h
y(t+h)=y@)+hf (y(t) + Ef(y(t))> :

Priklad. Je din model mladého Zivota se tfemi stavy: 0: zdravy jedinec, 1: nemocny jedinec, 2: mrtvy jedinec. Inten-
zity piechodu mezi jednotlivymi stavy jsou tyto: u°! (x) = x-i%ZO’ w%(x) = XJ:QO, w'Ox) = x-zzo’ w?(x) = foO'
Pomoci numerickeho feseni Kolmogorovovych dopifednych rovnic (s krokem 1 mésic) urcete , p(l)z.

Reseni. Pro , p!? zni Kolmogorovova rovnice:

d p12
tPx 11,12 10,,02 12,20 12 .21
di (Px Mygp TPy MGy = 1 Px My — ¢ Dx Mgy

protoze ,u%?rt = p2l, = 0 dostdvame pro x = 0 vztah

d tp(l)z
dt

=, @)+, puo ().

rovnice i pro tp(l)o a tp(l)l:

O



Parcialni diferencialni rovnice
Zkoumané otazky:
1. Existence feSeni.
2. Jednoznacnost.

3. Stabilita.

V piipadé exitence jediného feSeni, které je stabilni (spojité zavisi na vstupnich datech) mluvime o Dobie formu-
lované iloze.

Homogenni linearni rovnice 1.Fadu

Bud @ C R”" souvisld oteviend s hranici danou hladkymi funkcemi. UvaZme rovnici

Zf’ax =0,u =ug naplose " (1)
i=1 !

naQ,kdeg; : R*" > R,i=1,...nau:R" — Rtfidy C' na Q (maji na Q spojité viechny parcidlni derivace) a I

je dana funkcemi y1, ..., ¥, € CH(D), (D C R*™!, oteviend) a
J1 o o
n I 37
a5 a1 e a1
9y 0y2 Yn
0sp—1 0sp—1 e 0sp—1

Pak existuje jediné feSeni dané tilohy na néjakém okoli plochy I'.

ReSeni metodou charakteristik
Rovnice (1) se snazime prevést na feSeni obycCejné diferencialni rovnice. Najdeme kiivky, charakteristiky, podél
kterych bude feSeni dané rovnice konstantni a to kiivky dané systém obycejnych diferencialnich rovnic

xy = fi
x, = f
x;; = fn

Priklad. Urcete obecné reseni rovnice
xXuy — yuy =0,
pro funkciu : R?> — R.

Reseni. Nejpve sestavime charakteristicky systém:

X =X,y =),

tedy yx’ +xy’ = 0,neboli £ + X =0 atak Inx +Iny = K (rozmysli i pro nekladn4 x, y). To je moZné piepsat
jako xy = C. Charaktenstlcke krlvky jsou tedy hyperboly xy = C. Obecné feseni pak tvaru u(x, y) = F(xy), kde
F : R — R je libovolnd redlnd funkce. O

Kvazilinearni a nehomgenni linearni rovnice 1.radu

Resime prfevedenim na homogenni linedrni rovnici v prostoru vys$si dimenze:



UvaZme rovnici
n
Zﬁ(xl,...,xn, u) =c(xy, ..., xp,u),
i=1
kde u : R" — R je hledand redlna funkce n proménnych.

Sestavme rovnici pro funkci v : R**! — R, kterd uréuje funkci u implicitng vztahem v(x,
0. Pro libovolné i, i = 1, ... n, derivovanim tohoto vztahu dostavame

ov +8v ou —0
3x1‘ 323)6,‘ o

a upravou piavodni rovnice

" ov ov
Zf,-—+c =0
i=1

0x; 0Xn+1

Cauchova tloha, véta Cauchyho-Kowalevské.

ey X, u(x, ..

cXp)) =

Diferencialni rovnice druhého radu Klasifikace: hyperbolické, eliptické a parabolické rovnice. O povaze

feSeni parcidlni diferencidlni rovnice (pro funkci na R") rozhoduji ¢leny nejvyssiho stupné. Koeficienty u té€chto ¢lent
zadavaji kvadratickou formu na R” a podle jeji definitnosti pak hovorime o parabolické diferencialni rovnici (pozitivné
¢i negativné semidefinitni), hyperbolické (idefinitni) ¢i eliptické (pozitivné ¢i negativné definitni).

Rovnici daného typu lze pfevést vhodnou transformaci do tzv. kanonického tvaru (ten mize pomoci pfi fesenf).

Priklad. Klasifikujte a preved te do kanonického tvaru rovnici

—12uyy +uxy +uyy +ux =0,
kdeu : R® — R.



Zakladni pojmy z teorie her

sv o

Nechi N je mnozina {1, ..., n} (hra¢l). Hrou G v normdlni formé nazyvdme soubor strategii X;,i = 1,...,n
(pro kazdého hrace i je X; mnoZina vech jeho moZnych postupi ve hie) a funkei u; : I7_, X; — R. Prvek mnoZiny
X = H;’:lX ; nazyvame situace (ve hte).

Cislo

h; =sup € X;inf (yr,...,x,...y) € Xu;(y) (€ RU—o00, 00
X

nazyvame dolni hodnotou hry i-tého hréace, ¢islo

hf =inf(yi,....x,...y) € Xsup € Xju;(y) (€ RU—00, 00
X

pak nazyvame horni hodnotou hry i-tého hrace.
Hrac i si pomoci strategie x; zarucuje

inf € RU {—o0}.

Strategie x; se nazyva opatrnou strategii i-t€ho hrace jestliZe si pomoci ni zarucuje svoji dolni hodnotu hry.
Situace x = (x1, ..., X;) € X se nazyva rovnovaznd (podle Nashe), pokud

VieN, xi€Xiiui(xi,....,x/,...x0) < ui(X1,...%),

Priklad. UvaZme hru tif hrd¢i X, Y, Z. MnoZina strategif je pro kaZdého hra¢e mnoZina nezdpornych redlnych &isel.
Vyplatni funkce je pro kaZdého hrace stejnd a je rovnau(x, y, z) = 1 — x? — y> — z2 — 6x + 8y + 2z — 26. Naleznéte
vSechny rovnovdzné situace této hry.

ReSeni. Rovnovézni situace nastane v bodech globédlniho maxima dané funce na mnoZziné situaci (R(‘)|r )3. Funkce mé
na R3 pouze jeden extrém, maximum v bod& [—3, 4, 1]. Tento bod vSak nenf situaci hry, nebot x-ovéd soufadnice neni
,povolenou” strategii hrace X. Body [x, 4, 1] vS§ak maji tu vlastnost, Ze zde nastava maximum vyplatni funkce jak vici
proménné y tak z. Kdyby se ndm podafilo z nich vybrat takovy bod, Ze na intervalu [0, oo] (povolené strategie hrice
X) tam bude mit Gcelova funkce maximum vici proménné x, bude to hledané maximum na mnoziné vSech situaci.
Extrém funkce jedné proménné na intervalu nastavd v jeho koncovych bodech, nebo v bodech lokalniho maxima uvnitf
intervalu. Extrém nastava v bod¢ 0. Hledané globdlni maximum je tedy jediny bod (rovnovazna situace) [0, 4, 1]. O

o7

Priklad. Mame Sestibokou kostku, na které se s kaZzdym hodem méni pravdépodobnost padnuti ¢isel. Uvddime vektor
pravdépodobnosti pocinaje od Sestky: (1/9,1/9,1/9,2/9,2/9,2/9), (1/10,1/10,1/10, 1/5,1/5,3/10),
(1/12,1/12,1/12,1/6, 1/4, 1/3). Hrajeme hru na maximalné tfi kola. Strategii rozumime postup, ktery urci, jestli
si padlé Cislo v daném kole ponechdme (to bude nas vysledek hry), ¢i budeme pokracovat dalsim kolem (ve tfetim
kole uz si musime ponechat, co ndm padne — to je nds vysledek). Hodnotou dané stategie rozumime stfedni hodnotu
vysledku, kterého pfi ni miZeme dosdahnout. Jakd je opatrnd strategie?
Reseni. Ulohu vyfesime pouZitim tzv. ,zpétné indukce. Hru rozd&lime na nékolik podher. V poslednim kole je vyhra
sttedni hodnota ndhodné veli¢iny uddvajici padlé ¢islo. Ta je

! 6+ ! 5+ ! 4—%—l 3+1 2+1 1—2ll

12 12 12 6 4 3 T2
V nasi hie tedy si tedy po druhém kole bud ponechdme, co ndm padne, nebo budeme hrét hru s danou vyhrou 2 %
Pokud si tedy ponechdme pouze &islo vySsi neZ dvé, stiedni hodnota nasf vyhry se zvétsi. V prvim kole si tedy bud
ponechdme padlé ¢islo, nebo budeme hrat hru s vyhrou (stfedni hodnotou vysledku):

! 6—1—1 5—1—1 4—i—1 3+ 1+3 211—427;3558
10 10 10 5 510 12 120 7
Honotu ocekdvané vyhry tedy zvétSime, ponechdme-li si praveé ¢islo vétsi nez tfi. Stfedni hodnota vyhry je pak

16+1 5—1 4+ 2+2+2 427;403
9 9 "7 9 9 9 9) 120 77



Pri hie si tedy mizeme zajistit vhodnou strategii vyhru 4,03. Jind strategie nez popsand, by zfejmé znamenala
mensi hodnotu o¢ekavané vyhry. Je tedy opatrnou strategii: v prvnim hodu si nechat ¢islo Ctyfi a vétsi (padne-li Cislo

mensi, pokracujeme v hdzeni), ve druhém kole si pak ponechat ¢islo tfi a véts$i (padne-1li mensi ¢islo, pokracujeme v
hazeni).

O

Priklad. UvaZujme hru jednoho hrace, ve které sdzi na vysledek daného tenisového utkani u sdzkové kanceldre. Kurz

na vyhru prvniho tymu je a : 1, na vyhru druhého pak b : 1. K dispozici ma hra¢ P pen¢z, strategii je volba poméru
k:lL,k+1=1,k, [ >0, ve kterém rozdeéli sazku (P) v daném poméru na vyhru prvniho, resp. druhého hrace. Vyhrou

je pak Cdstka ak P v piipadé vyhry prvniho hrice, ¢astka bl P v pripadé vyhry druhého hrace. Jakou podminku musi
spliiovat Cisla a a b, aby si sdzejici nemohl zarucit vyhru (vétsi neZ P)?

ReSeni. Hrac si pfi strategii k : [ zarucuje min{ak P, bl P}. Je tedy jeho dolni hodnota hry maxy ;>0 k+/=1{min{ak P, bl P}}.
Minimum bude maximalni, kdyZ se ob& polozky budou rovnat (s rostoucim k jedna roste, druhd klesd). Tedy ak P =
b(1 — k)P, tudiz

b
k= ,
a+b
a odpovidajici vyhra (dolni hodnota hry) je
abP
a+b’
Pokud ma byt tato mensi nez P, je to ekvivalentni podmince
ab
< 1.
a+b
O
Priklad. UvaZujte predchozi priklad pro tfi sazky s kurzya : 1,b : 1,¢ : 1.
ReSeni. Podminka na kurzy zni
abc
— <1
ab + bc + ca
O
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