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Nahodna veliCina, rozdéleni
pravdepodobnostl a realna data

“ Nahodna velicina
“v Rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych velicin
“ Normalni rozdéleni a rozdéleni pribuzna

“ Transformace nahodnych velicCin
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Opakovani — typy dat

< Jaké znate typy dat?
“ Uvedte priklady...
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Opakovani — popis dat

“ Co chceme u dat popsat?

< Jak to mUzeme udélat?
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Opakovani — ktery histogram je spravny a proc?

“ Chceme pomoci histogramu vykreslit pocty zranénych pri automobilovych

havariich na predmésti Londyna v roce 1985. Data mame zadana jako pocty v

danych veékovych kategoriich.
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1. Nahodna velicina
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Pojem nahodna veli€ina

« Ciselné vyjad¥eni vysledku ndahodného pokusu. Matematicky je to funkce, ktera
kazdému elementarnimu jevu w z Q pfiradi hodnotu X(w) z néjaké mnoziny

moznych hodnot.
X:QQ—>R

“ Nahodna veli¢ina se netykd pouze kvantitativnich proménnych. Ciselné

vyjadreni vysledku ndhodného pokusu mizZe popisovat i pohlavi.

“ Chovani nahodné veliciny Ize popsat pomoci rozdéleni pravdépodobnosti:
“ Funkce zadana analyticky

“ Vycet moznosti a prislusnych pravdépodobnosti
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Vyznam nahodnych velicin

“ Mnozina Q €asto neni zndma (muUzZe byt i nekonecnd) a nejsme tak schopni ji
popsat. Nahodna veli¢ina prfevadi Q na Cisla, se kterymi se pracuje Iépe.

“ Nezname-li Q, nejsme schopni popsat ani X, ale jsme schopni ho pozorovat.

Zakladni
prostor Q

Pravdépodobnost P Nahodna velic¢ina X
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Pravdépodobnostni chovani nahodné veliciny

“ Pravdépodobnostni chovani nahodné veliCiny je jednoznacné popsano tzv.

rozdélenim pravdépodobnosti nahodné veliciny .

“» Rozdélenim nahodné veliciny X definované na prostoru s pravdépodobnosti P

rozumime predpis, ktery jednoznacné urcuje vSechny pravdépodobnosti typu
P.(B)=P(XeB)=P(w, €Q: X(w)e B)

pro kazdou BC R .

< Distribucni funkce

“ Hustota — spojité ndhodné veliciny

“ Pravdépodobnostni funkce — diskrétni nahodné veliciny
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Opét vztah populace x vzorek

“ Rozdéleni pravdépodobnosti predstavuje model cilové populace.
“* Pomoci vzorku (namérenych pozorovani) se ptame, jestli byl model spravny —

snazime se z dat usuzovat na vlastnosti tohoto rozdéleni pravdépodobnosti.

Ovéreni ’

hypotézy na Hypotéza
zakladé dat
Experimentalni Model cilové
vzorek populace
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Popis rozdéeleni pravdépodobnosti

“ Distribucni funkce popisuje rozdéleni pravdépodobnosti kumulativnim

zplsobem.
“ Hustota a pravdépodobnostni funkce popisuji rozdéleni pravdépodobnosti pro

jednotlivé ,body” (respektive intervaly) na realné ose.

< Distribucni funkce a hustota, respektive pravdépodobnostni funkce, jsou

navzajem ekvivalentni, tedy zname-li jednu nepotrfebujeme druhou.
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Distribucni funkce

“ Vyjadruje pravdépodobnost, Ze nahodna veliCina X neprekroci dané x na realné

ose.

F(x)=P(X <x)=P(w €Q: X(@)<x)

“ Vlastnosti distribucni funkce?
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Distribucni funkce

“ Vyjadruje pravdépodobnost, Ze nahodna veliCina X neprekroci dané x na realné

ose.
F(x)=P(X <x)=P(w €Q: X(@)<x)

“ Vlastnosti distribucni funkce:
1. Neklesajici

2. Zprava spojita

3. 0<F(x)<1

4. F(x) —> 0prox — —wo
5. F(x)>1prox —>

mu .;'\q“g’?"@
Tomas Pavlik i £ M £ Biostatistika
IBA *3F¢



Distribucni funkce

F(x,)

P(x, <X <x,) <
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Distribucni funkce — priklad

“ Uvazujme 5 hodl minci. Nahodna veli¢ina X predstavuje pocet licU.

< Jak vypada distribucni funkce X?
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Distribucni funkce — priklad

“ Uvazujme 5 hodl minci. Nahodna veli¢ina X predstavuje pocet licU.

< Jak vypada distribucni funkce X?

X=10,1,2,3,4,5}

P(0)=1/32
P(1)=5/32
P(2)=10/32
P(3)=10/32
P(4)=5/32
P(5)=1/32
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Vybeérova distribucni funkce

< Distribucni funkce je teoreticka zalezitost, ktera definuje pravdépodobnostni
model pro ndhodnou veli¢inu X. Casto nezndme jeji presné vyjadfeni.
“ Vybérova distribucni funkce je charakteristika pozorovanych dat. Je odhadem

teoretické distribucni funkce (je-li vzorek reprezentativni).

“ Vlyjadreni:

Fyr) =0 =0 LSy <

n n - _
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Vybérova distribucni funkce — priklad

“ Vyska studentll 2. roéniku Matematické biologie
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Spojité a diskrétni nahodné veliciny

“ Nahodné veliCiny délime dle podstaty na:
< Spojité — mohou nabyvat vsech hodnot v daném intervalu.

< Diskrétni — mohou nabyvat nejvyse spocetné mnoha hodnot.

“ Spojitou ndhodnou veli¢inu X s distribu€ni funkci F(x) charakterizuje tzv.

hustota pravdépodobnosti, coz je funkce takova, Ze plati:

Fo()=[ fe(x)de

“ Diskrétni ndhodnou veliinu X s distribuéni funkci F(x) charakterizuje tzv.

pravdépodobnostni funkce, coz je funkce takova, ze plati:

Fe(x)=2 py (=2 P(X=1)

<x t<x
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F(x) a f(x) a p(x)
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Spojité a diskréetni nahodné veliciny - priklady

“ Spojité nahodné veliciny:
“ Medicina:

“ Biologie:

< Diskrétni nahodné veliciny:
“ Medicina:

“ Biologie:
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Spojité a diskréetni nahodné veliciny - priklady

“ Spojité nahodné veliciny:
“ Medicina: vyska, vaha, krevni tlak, glykémie, ¢as do sledované udalosti, ...
“ Biologie: biomasa na m?, listova plocha, pH, koncentrace latek ve vodg,

ovzdusi, ...

< Diskrétni nahodné veliciny:
“ Medicina: pocet krvacivych epizod, pocet hospitalizaci, pocet dni po
operaci do odeznéni bolesti, ...

“ Biologie: pocet zvirat na jednotku (plochu, objem), pocet kolonii na misku,
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Kvantilova funkce

“ Inverzni funkce k distribu¢ni funkci, vysledkem neni pravdépodobnost, ale Cislo

na realné ose, které odpovida urcité pravdépodobnosti.

% Distribucni funkce F(x)=P(X <Xx)
, o -1 — 1
“ Kvantilova funkce x =F " (P(X <x))=F (p)
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2. Charakteristiky nahodnych velicin
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Co chceme u dat popsat?

“ Kvalitativni data — Cetnosti (absolutni i relativni) jednotlivych kategorii.
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Charakteristiky nahodnych velicin

“ Distribucni funkce, hustota a pravdépodobnostni funkce popisuji chovani
nahodné veliCiny sice kompletné, ale trochu neprakticky — slozité.
< Jsou definovany dvé charakteristiky, které odrazi vlastnosti rozdéleni jednim

Cislem: stredni hodnota a rozptyl.

« Stredni hodnota je definovana

“ pro spojitou ndhodnou veli¢inu X s hustotou f(x) jako integral (pokud existuje):
E(X)=p=[ xf(x)dx

“ pro diskrétni nahodnou veli¢inu X s pravdépodobnostni funkci p(x) jako soucet:

E(X)=p= xp(x)

xeR
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Charakteristiky nahodnych velicin

“ Rozptyl je definovan pro spojitou i diskrétni nahodnou veli¢inu X jako stredni

hodnota:
D(X)=0’=E(X -E(X))’

“ Pro vypocet je pouzivan vzorec:

DX)=E(X-EX))’ =E(X°-2XEX)+E(X)%)
=E(X*)-2E(X)E(X)+E(X) =E(X*)-E(X)’

“* Nevyhoda rozptylu je, ze neni ve stejnych jednotkach jako stfedni hodnota,

proto se pouziva tzv. smérodatna odchylka — odmocnina z rozptylu.
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Charakteristiky nahodnych velicin

“ To, co nas zajimalo u pozorovanych dat ma teoreticky ekvivalent (ve smyslu

pravdépodobnosti) ve formé charakteristik nahodnych velicin:

V VeV

Rozsah = Rozptyl
“ Témto charakteristikam pak odpovidaji parametry rozdéleni pravdépodobnosti.
“ Charakteristiky vSak mohou byt i lehce zavadéjici: ndhodna velicina nemusi

nabyvat své stfredni hodnoty. Priklad: Nahodna veli¢ina X nabyva hodnot -1 a

1, obou s pravdépodobnosti 0,5. Jeji stfedni hodnota je 0!
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Vyznam stredni hodnoty

“ Jedna se o formu vazeného priiméru moznych hodnot na zakladé jejich

pravdépodobnosti.

“ Uvazujme diskrétni nahodnou veliCinu
YX =Xy, s X}
o P(X=X1) = pl""’ P(X=Xk) = pk

Vahu pro jednotlivé hodnoty

hraje jejich pravdépodobnost
v Pak stfedni hodnota ma tvar: /

E(X)=u :inp(xi)

y/

Jednotlivé mozné hodnoty
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K ¢emu vSechny ty funkce a Cisla vlastné jsou?

“ Popis vlastnosti cilové populace — na zakladé pozorovanych dat (histogram, box
plot, popisné statistiky) jsme schopni usuzovat na charakter rozdéleni
pravdépodobnosti sledované veliCiny. Dokonce jsme schopni otestovat miru

shody s teoretickym rozdélenim.

“ Srovnani vlastnosti cilové populace/populaci — na zakladé pozorovanych dat a
nasich predpokladl o teoretickém modelu (hypotéz) jsme schopni pomoci

statistickych testl srovndavat vlastnosti jedné nebo vice cilovych populaci.
< Predikce vlastnosti cilové populace — nevyvratime-li na zakladé pozorovanych

dat platnost teoretického modelu, jsme schopni se ptat, jak a s jakou

pravdépodobnosti se bude cilova populace v budoucnu chovat.
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Priklad — srovnani

v Pacienti s hypertenzi, |ééeni ACE-I nebo AllA. Pacienti s ACE-I Pacienti s AlIA
N=1416 N=1394
200 -
r v n s 180
Ted predbihame: 50 | #
v Vizualizace a popis - zhodnotime tvar 140 + %
rozdéleni a pritomnost odlehlych hodnot. w120
S 100 -
v Testem muZeme ovérit normalitu hodnot. € ol
O Median
v Testem muZeme ovérit rovnost rozptylu. 60 1 IZW oo
40 Ten
v Rozhodneme o aplikovatelnosti jednotlivych
20 - I 5%-95%
testd. 0
0 12 0 12
TKs v sedé (mmHg) B ACE-I B AllIA p-hodnota A vs. B
Cas 0 — median 155 155
5 0,929
Cas 12 mésictll - median 135 135
p-hodnota 0 vs. 12 <0,001 <0,001
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3. Normalni rozdéleni pravdépodobnosti
a rozdeéleni z néj odvozena
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Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

“ Klicové rozdéleni pravdépodobnosti. Jak
pro teoretickou statistiku, tak pro
biostatistiku.

“ Oznaceni ,normalni“ neznamena, ze by
bylo normalnéjsi nez ostatni rozdéleni.

“ Popisuje proménné, jejichz hodnoty se
symetricky shlukuji kolem stredni
hodnoty. Rozptyl kolem stredni
hodnoty je dan aditivnim vlivem mnoha

»Slabé pusobicich” faktora.

< Priklad: vyska Clovéka, krevni tlak
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Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

« Je kompletné popsano dvéma parametry:
“ u — stfedni hodnota, tedy E(X)
% 02 — rozptyl, tedy D(X)

“ Oznaceni: N(u, 0?)

“ Hustota pravdépodobnosti:  f(x; ,u,oz) =

< Cim bychom mohli jednotlivé parametry normalniho rozdéleni odhadnout?
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Normalni rozdéleni dle hodnot parametrd p a o?

10
I U=0, 0?=0.2, = _

L N H=0, 0°=10,— |

8 H=0, G2=5.0, =
- p=-2, g¥=0.5, ==
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02 4 18 4 4 18 4 18
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Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

“ Normalita je klicovym predpokladem fady statistickych metod — zejména testi
a modeld.

“ Neni-li spInéna podminka normality hodnot, je Spatné cely model se kterym
dand metoda pracuje, coZ vede k neinterpretovatelnym zavéram.

“ Jeji ovéreni je tak stejné dllezité jako vybér spravného testu.

“ Pro ovéreni normality existuje rada testu a grafickych metod.
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Standardizované normalni rozdeéeleni

« Jakékoliv normalni rozdéleni mlze byt prevedeno (zatim schvdlné nerikam

transformovano) na tzv. standardizované normalni rozdéleni:

X ~Nuo)>Y=2"H_y - NI

@

“ Hustota pravdépodobnosti:

] 2
f(x,O,l) -~ x“/2
J2r
< Klicové rozdéleni rady testa.

“Vyhoda je, ze vSechny hodnoty distribucni i kvantilové funkce jsou tabelovany a

obsazeny ve vSech dostupnych softwarech.
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Pravidlo +3 sigma

“ U normalniho rozdéleni lze vycislit procento hodnot, které by se mély
vyskytovat v rozmezi £ x ndsobku smérodatné odchylky od stredni hodnoty.

“ Lze fici, ze vrozmezi u + 30 by se mélo vyskytovat pres 99,5 % vSech hodnot.

<
o

0.3

0.2

34.1% | 34.1%

0.1

0.0

95,6 % vsech hodnot

99,7 % vsech hodnot
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Pravidlo £3 sigma — k cemu to je?

“ Lze ho pouzit pro jednoduché (ale pouze orientacni) ovéreni normality
rozdéleni pozorovanych dat.
« PFiklad 1: Hladina sérového albuminu u 216 pacientl s cirhdzou jater.

“» Sumarizace pozorovanych hodnot:

X = 34,46 o/l

s=584g/l

x *1s = 28,62 40,30 ¢/l ' 3410 | 34.1%

~ 73,15 % hodnot

x+2s=22,78—-46,14 g/l

~ 95’83 70 hodnot . 683%vsechhodnot
xt3s= 16994 -5 1998 g/l 95,6 % vgh hodnot

~ 99,07 % hodnot 99,7 % végh hodnot
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Pravidlo 3 sigma — k cemu to je?

“ Priklad 2: Simulovana data, 50 hodnot z N(0,1) + 1 odlehld hodnota (200).

“» Sumarizace pozorovanych hodnot:

x — 3,87 Histogram of x

s =28,02

25

20

x+tls=-24,15-3190

=98,04 % hodnot # 68,3 % hodnot :
x+25s=-5218-5992

=98,04 % hodnot # 95,6 % hodnot o
x+3s=-80,21-87,95

=98,04 % hodnot # 99,7 % hodnot

15

10

-50 0 50 100 150 200
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Pravidlo 3 sigma — k cemu to je?

“ Pravidlo 3 sigma mlzZeme pouzit pro identifikaci odlehlych hodnot.

“ Pravidlo 3 sigma mUzZeme pouzit pro orientacni ovéreni normality dat.

My UEREr
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Chi-kvadrat rozdéleni

“ Vznika jako soucet druhych mocnin k nezavislych nahodnych velicin se

standardizovanym normalnim rozdélenim, N(0,1). Konstanta k je nazyvana

pocet stupnl volnosti.
k
X, ~NOD—>0=> X >0~ (k)
i=l

“ Velky vyznam v teoretické statistice:

“ Vlypocet intervalu spolehlivosti pro rozptyl
“ Testovani hypotéz o nezavislosti kvalitativnich dat

“ Testy dobré shody

VRS
3
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Studentovo t rozdéleni

< Charakterizuje rozdéleni priméru jako odhadu stfedni hodnoty veliciny s

normalnim rozdélenim, v pfipadé, Zze nezname rozptyl (coz je témér vzidy).

“ Vznika jako podil dvou nezavislych veliCin, jedné s rozdélenim N(0,1) a druhé s

rozdélenim x?(k). Parametrem t rozdéleni je opét pocet stupnud volnosti k.

X~N(O,1),Q~;(2(k)—>T:X—>T~t(k)

Jo/k

0.4

“ Lze ho chapat jako aproximaci normalniho
rozdéleni pro malé vzorky, pro velké velikosti 2

soubor( konverguje k normalnimu

0.z

rozdéleni.

0.1

“ Teoreticky zaklad t testu.

0.0
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“ Normalni rozdéleni — aditivni efekt faktoru

Log-normalni rozdéleni

“ Nahodna veli¢ina Y ma log-normalni rozdéleni, kdyz X=In(Y) ma normaini

rozdéleni. A naopak, kdyz X ma normalni, pak Y=exp(X) ma log-normailni.

1

x\/27wo

_ N2 2
2e(lnx,u)/2a ’x>0 |

“Hustota: f(x;u,0°)=

“ Log-normalni rozdéleni — multiplikativni efekt faktor(

“ Rada jevi v pfirodé se fidi log-normalnim rozdélenim: délka inkubaéni doby
infekéniho onemocnéni, abundance druh(, rada krevnich parametru (napt.
sérovy bilirubin u pacientt s cirhdzou), pocet bakteridlnich bunék v daném

objemu,...
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Binomickeé rozdeéeleni

< Diskrétni rozdéleni, které popisuje pocet vyskytli sledované udalosti (ve formé
nastala/nenastala) v sérii n nezavislych experimentt, kdy v kazdém

experimentu je stejna pravdépodobnost vyskytu udalosti a je p = 0.

“ Pravdépodobnostni funkce:

P(X = k)= mek(l _g)y"

« Zaklad binomickych testl pro srovnavani vyskytu sledovanych uddlosti v

populaci nebo mezi populacemi.
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Poissonovo rozdéleni

< Diskrétni rozdéleni, které popisuje pocet vyskytt sledované udalosti na danou
jednotku (Casu, plochy, objemu), kdyz se tyto udalosti vyskytuji vzajemné
nezavisle s konstantni intenzitou (parametr A).

“ Jedna se o zobecnéni binomického rozdélenipro n—>ow a p >0 .

e
x!

“ Pravdépodobnostni funkce: P(X =x)=p,(x;4) = ,x20

< Stredni hodnota, rozptyl: EX=A,DX =1

< Priklady: primérny vyskyt mutaci bakterii na 1 Petriho misku, pocet krvinek
v poli mikroskopu, pocet zZizal vyskytujicich se na 1 m?, pocet pooperacnich

komplikaci béhem urcitého ¢asového intervalu po vykonu.
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Exponencialni rozdéleni

“ Spojité rozdéleni, které popisuje délky casovych intervall mezi jednotlivymi
udalostmi Poissonova procesu. Popisuje tedy ¢asovy interval mezi udalostmi,
kdyz se tyto udalosti vyskytuji vzajemné nezavisle s konstantni intenzitou

(parametr A).

“ Hustota: fr(A) = de x>0
« Stfedni hodnota, rozptyl: EX =1/1, DX =1/’

“\Vyznam v analyze preziti, je to ,nejjednodussi”“ modelové rozdéleni pro délku
doby do vyskytu sledované udalosti — predpoklada totiz konstantni intenzitu
(systém nemad pamét).

“ Zobecnénim jsou dalsi rozdéleni: Weibullovo, Gamma.
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Bimodalni rozdéleni

“ Pfedstavuje vétsSinou problém, nebot se zfejmé jednd o smés dvou souborl s
unimodalnim rozdélenim.

“ Bimodalni rozdéleni ma napr. tento tvar:
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Existuje £3 sigma i u asymetrickych rozdéleni?

“ Pro nenormalni rozdéleni existuje pomucka v podobé obecného pravidla —
Cebysevovy nerovnosti: Mame-li ndhodnou veli¢inu X se stfedni hodnotou p a

a kone¢nym rozptylem o2, pak pro libovolné realné Cislo k > 0 plati:

1
P(|X—,u|2kc7)£k2
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4. Transformace nahodnych velicin
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Transformace nahodné veliCiny

“ Transformaci nahodné veliCiny X rozumime aplikaci matematické funkce g tak,

ze vznika nova ndhodna velicina (tzv. transformovana) Y = g(X).

“* Nova veli¢ina nabyva novych hodnot - ma také jiné rozdéleni

pravdépodobnosti = je tfeba ho najit (hustotu, pravdépodobnostni funkci).

“ S transformaci se méni skala — méni se i interpretace ,vzdalenosti“ mezi

jednotlivymi hodnotami.
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Transformace nahodné veliCiny

“ Spojita velic¢ina: chceme najit hustotu f,(y).

F,(»)=PY<y)=P(gX)<y)=P(X<g ' (»)=F, (g (»), yeR

d

— F,(0)=—F (g7 ) =fy(g (y))yg '(»),yeR.

Pro g(x) rostouci: f,(y) = p
y

d
dy
. d
Pro g(x) klesajici: £, (y) = iy

—F,(»)= (1 —-Fo(g"' () =—fy(g" (y))dy g'(y),yeR

,VER.

Pro g(x) jakoukoliv: f,(y) = fy (g~ (y))jy i

v Diskrétni veli€¢ina: chceme najit pravdépodobnostni funkci p,(y).

pyN=PY=y)=PX)=y)=P(X g ()= D py(x),yeR.

xeg ™ (»)
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Transformace nahodné veliciny — priklad

“ Mame rozdéleni nahodné veli¢iny X dano tabulkou a chceme najit rozdéleni

pravdépodobnosti transformované nahodné veliciny Y = X2— 1.

p(x) 0,25

_l:nn-n
p(x)

0,25 0,15
Y 3 0 1 0 3
p(y) 0,3 0,55 0,15 - -

Tomas Pavlik Biostatistika
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Vyznam transformaci pro zpracovani dat

“ Teoretické vlastnosti transformovanych nahodnych veli¢in nam davaji nastroj

pro praci s pozorovanymi daty.

“ Transformace mlzeme poutzit pro nasledujici cile:

1. Normalizaci pozorovanych hodnot

2. Standardizaci normalnich hodnot

3. Stabilizaci rozptylu pozorovanych hodnot — ted vynechame
4

LepsSi interpretaci pozorovanych hodnot
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1. Normalizace pozorovanych hodnot

“* Normalita pozorovanych hodnot je silny pfedpoklad rady statistickych metod,
ktery musi byt splnén, aby vysledky byly interpretovatelné!

“ Hodnoceni normality dat — vizudlné, na zakladé testu.

“ Nenormalni data je nutné transformovat nebo pouzit test bez predpokladu

normality.

Prx)

“ Logaritmicka transformace
Y = In(X)

“ Odmocninova transformace

Y = sqgrt(X)

X

| Ln(x)
(primarni : ; | (transformované

hodnoty) ; hodnoty)

“» Box-Coxova transformace vy v m f_f_f

® geometricky prumér @ aritmeticky prumér
1 95% interval spolehlivosti 1 95% interval spolehlivosti
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2. Standardizace normalnich hodnot

¥ Standardizace je transformace ndhodné veli¢iny s N(n,0%) na N(0,1).

¥ Davod: fada statistickych metod byla odvozena pro standardizované normalni

rozdéleni, N(0,1). Délame to tedy opét kvuli lepsi moznosti hodnoceni dat.

“ Teoreticka standardizace: U

¥ Prakticka standardizace: u.

v Obrazek: standardizace je prevod

,modré“,  zelené” a , okrové” na

,cervenou”.

Tomas Pavlik
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4. LepSi interpretace pozorovanych hodnot

“ Nékdy se nam hodi transformovat pozorovana data kvuli lepsi interpretaci.
< Priklad: Microarray experiment se dvéma vzorky, mérime intenzitu genu XY v
jedné tkani (hodnota intenzity A,,) a v druhé tkani (hodnota intenzity B,,).

“ Nasledné hodnoty prevadime na logaritmus se zakladem 2 jejich podilu:

Ly = logz[;nj

XY

< Jaké to ma vyhody?
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