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NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU 
ENERGIÍENERGIÍ

VÝKONOVÝ EXKURZ:

ENERGIÍENERGIÍ

VÝKONOVÝ EXKURZ:
střední výkon periodického signálu:
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střední výkon neperiodického signálu
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NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU 
ENERGIÍENERGIÍ

spektrální hustota výkonu:

ENERGIÍENERGIÍ

� spektrální hustota výkonu:
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AKF náhodných stacionárních ergodických procesů
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NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU 
ENERGIÍENERGIÍ

odhad pouze z konečného intervalu

ENERGIÍENERGIÍ

� odhad pouze z konečného intervalu
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� odhad spektrální hustoty výkonu ze signálu v 
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� odhad spektrální hustoty výkonu ze signálu v 
konečném intervalu
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ODHADOVÝ EXKURZODHADOVÝ EXKURZ

� odhad parametru je závislý na volbě úseku signálu;� odhad parametru je závislý na volbě úseku signálu;

� protože je výběr intervalu náhodný, je i odhad 
parametru náhodnou veličinou;parametru náhodnou veličinou;

� základní (požadované) vlastnosti odhadů:
nestrannost – záruka, že v průměru se bude odhad � nestrannost – záruka, že v průměru se bude odhad 
pohybovat kolem správné hodnoty parametru
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� konzistence – čím delší bude zkoumaný interval, tím více 

odhadnestrannýkyasymptotic...qqElim;qqE
K
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� konzistence – čím delší bude zkoumaný interval, tím více 
se bude odhad blížit neznámé hodnotě
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NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU 
ENERGIÍENERGIÍ

� DISKRÉTNÍ SIGNÁL

ENERGIÍENERGIÍ

� DISKRÉTNÍ SIGNÁL
�vzorkováním signálu xa(t) vzorkovací frekvencí �vzorkováním signálu xa(t) vzorkovací frekvencí 

F > 2fmax;

�výsledná posloupnost x má N hodnot �výsledná posloupnost xnT má N hodnot 

(0 ≤ n ≤ N-1)
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NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU 
ENERGIÍENERGIÍENERGIÍENERGIÍ

�odhad spektrální hustoty výkonu z konečné 
posloupnosti (nepřímá metoda)
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DISKRÉTNÍ KORELACE DISKRÉTNÍ KORELACE -- OPAKOVÁNÍ OPAKOVÁNÍ 
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ODHADY AUTOKORELAČNÍ POSLOUPNOSTIODHADY AUTOKORELAČNÍ POSLOUPNOSTI

ad1) střední hodnotaad1) střední hodnota
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takhle je definovaná AKF 
stacionárního diskrétního stacionárního diskrétního 
náhodného procesu

tzn.                je nestranný odhad )mT(r~

rozptyl [Jenkins, G.M., Watts,D.G.: Spectral Analysis & Its Application, 
Holden-Day, 1968]
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ODHADY AUTOKORELAČNÍ POSLOUPNOSTIODHADY AUTOKORELAČNÍ POSLOUPNOSTI

ad1) pokračováníad1) pokračování

Protože a[ ] )mT()mT(r~E γ= [ ] 0)mT(r~varlim =Protože a

je odhad               konzistentní
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ODHADY AUTOKORELAČNÍ POSLOUPNOSTIODHADY AUTOKORELAČNÍ POSLOUPNOSTI

ad2) střední hodnotaad2) střední hodnota
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ODHADY AUTOKORELAČNÍ POSLOUPNOSTIODHADY AUTOKORELAČNÍ POSLOUPNOSTI

ad2) rozptylad2) rozptyl
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KRUHOVÁ DISKRÉTNÍ KORELACE KRUHOVÁ DISKRÉTNÍ KORELACE 
-- OPAKOVÁNÍ OPAKOVÁNÍ ---- OPAKOVÁNÍ OPAKOVÁNÍ --
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DISKRÉTNÍ KORELACE DISKRÉTNÍ KORELACE -- OPAKOVÁNÍ OPAKOVÁNÍ 
PŘÍKLAD ZE ŽIVOTAPŘÍKLAD ZE ŽIVOTAPŘÍKLAD ZE ŽIVOTAPŘÍKLAD ZE ŽIVOTA

© Institut biostatistiky a analýz



NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU NEPERIODICKÝ SIGNÁL S NEKONEČNOU 
ENERGIÍENERGIÍ

� dosadíme-li do vztahu pro výpočet odhadu 

ENERGIÍENERGIÍ

� dosadíme-li do vztahu pro výpočet odhadu 
spektrální hustoty výkonu za     podle 2), 
dostaneme

xxr
~

dostaneme

� periodogram (Schuster 1898) (přímá � periodogram (Schuster 1898) (přímá 
metoda)
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SSIRIR FFRANZRANZ AARTHURRTHUR FFRIEDRICHRIEDRICH SCHUSTERSCHUSTER

*12.9.1851 Frankfurt n.M., Německo *12.9.1851 Frankfurt n.M., Německo 

�17.10.1934, Berkshire, Anglie

oblasti zájmu: spektroskopie, oblasti zájmu: spektroskopie, 
elektrochemie, optika, X- radiografie, 
fyzikální aplikace harmonické analýzy; fyzikální aplikace harmonické analýzy; 
zavedl koncept antihmoty (1898)

spolupracovníci: Gustav Kirchhoff, 
Herman von Helmholz, James ClerkHerman von Helmholz, James Clerk
Maxwell, 3. baron Rayleigh (John 
William Strutt), Ernest RutherfordWilliam Strutt), Ernest Rutherford
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SSIRIR FFRANZRANZ AARTHURRTHUR FFRIEDRICHRIEDRICH SCHUSTERSCHUSTER

*12.9.1851 Frankfurt n.M., Německo *12.9.1851 Frankfurt n.M., Německo 

�17.10.1934, Berkshire, Anglie

oblasti zájmu: spektroskopie, oblasti zájmu: spektroskopie, 
elektrochemie, optika, X- radiografie, 
fyzikální aplikace harmonické analýzy; fyzikální aplikace harmonické analýzy; 
zavedl koncept antihmoty (1898)

spolupracovníci: Gustav Kirchhoff, 
Herman von Helmholz, James ClerkHerman von Helmholz, James Clerk
Maxwell, 3. baron Rayleigh (John 
William Strutt), Ernest RutherfordWilliam Strutt), Ernest Rutherford
„If your experiment needs statistics, you ought to have 
done a better experiment.“
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PERIODOGRAMPERIODOGRAMPERIODOGRAMPERIODOGRAM

střední hodnota:
[ ] ( )∑∑

−
π−

−
π−  1N1N )))[ ] ( )

∑

∑∑

−
π−

−

−−=

π−
−

−−=

π−

γ





−=

==







=

1N
fnT2j

1N

)1N(m

fnT2j

vz2xxvz

1N

)1N(m

fnT2j

vz2xxvzxx
vzvz

e).mT(
m

1T

e.)mT(rETe).mT(rTE)f(PE
)))

střední hodnota periodogramu je dána diskrétní Fourierovou transformací 
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fnT2j

vzxxvz
vze).mT(

N

m
1T

střední hodnota periodogramu je dána diskrétní Fourierovou transformací 
skutečné autokorelační funkce váhované trojúhelníkovým Bartlettovým oknem

Bartlettovo okno:
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;Nmpro,
N)mT(w vzB

>

≤=

[ ] ∫∑
−

∞

−∞=

π− αα−αΓ=γ=
2/F

2/F

xx

m

fmT2j

vzxxvzBvzxx d).f(W).(e).mT().mT(wT)f(PE vz

)

Γxx(f) … skutečná spektrální hustota výkonu

WB(f) … spektrum Bartlettova okna
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PERIODOGRAMPERIODOGRAMPERIODOGRAMPERIODOGRAM

spektrální konvoluce spektrální konvoluce 
obrazu obdélníka 
(N=61) a …

obdélníkového okna 
(spektrum)(spektrum)
X(f) = 1 pro |f| ≤ 0,1;
X(f) = 0 pro |f| > 0,1;

Blackmanova okna
N = 61N = 61
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FREKVENČNÍ OKNAFREKVENČNÍ OKNAFREKVENČNÍ OKNAFREKVENČNÍ OKNA
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PERIODOGRAMPERIODOGRAMPERIODOGRAMPERIODOGRAM

střední hodnota periodogramu je vyhlazenou verzí střední hodnota periodogramu je vyhlazenou verzí 
skutečného spektra (pozor na znehodnocení spektra 
postranními laloky WB(f)postranními laloky WB(f)
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∑∑
−−=−−=∞→ 



  )1N(m)1N(m

N N

rozptyl obecně nekonverguje k nule při N→∞
pro normální rozložení

[ ] [ ]fNT2sin  π ))

nekonzistentní odhad

[ ] [ ] )f()f(Pvarlim,
fT2sin.N

fNT2sin
1)f()f(Pvar 2

xxxx
N

vz

vz2

xxxx Γ=








π
π+Γ=

∞→

))

© Institut biostatistiky a analýz

nekonzistentní odhad



PERIODOGRAMPERIODOGRAMPERIODOGRAMPERIODOGRAM

dosadíme-li do vztahu pro výpočet odhadu spektrální dosadíme-li do vztahu pro výpočet odhadu spektrální 
hustoty výkonu za     odhad s proměnnou vahou, je 
střední hodnota

xxr
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střední hodnota
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střední hodnota         je dána DFT skutečné 
autokorelační funkce váhované obdélníkovým oknem
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III.III.
NEPARAMETRICKÉ METODY 

III.
NEPARAMETRICKÉ METODY NEPARAMETRICKÉ METODY 

ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA
NEPARAMETRICKÉ METODY 

ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA
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NEPARAMETRICKÉ METODY ODHADU NEPARAMETRICKÉ METODY ODHADU 
VÝKONOVÉHO SPEKTRAVÝKONOVÉHO SPEKTRAVÝKONOVÉHO SPEKTRAVÝKONOVÉHO SPEKTRA

� nekladou žádné požadavky na znalosti � nekladou žádné požadavky na znalosti 
vlastností signálu;

� všechny uvedené metody vycházejí z � všechny uvedené metody vycházejí z 
konečné posloupnosti vzorků signálu ⇒
frekvenční rozlišovací schopnost je při frekvenční rozlišovací schopnost je při 
nejlepším určena spektrální šířkou 
obdélníkového oknaobdélníkového okna
(všechny metody však snižují frekvenční 
rozlišení díky snaze o snížení rozptylu 
(všechny metody však snižují frekvenční 
rozlišení díky snaze o snížení rozptylu 
spektrálního odhadu)spektrálního odhadu)

© Institut biostatistiky a analýz



BARTLETOVA METODABARTLETOVA METODA

rozdělení posloupnosti N vzorků na K � rozdělení posloupnosti N vzorků na K 
nepřekrývajících se segmentů, každý o délce M

xi(nTvz) = x(nTvz+iMTvz), i=0, 1, …, K-1; n=0,1,…,M-1

� pro každý segment se spočítá periodogram� pro každý segment se spočítá periodogram
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� zprůměrněním periodogramů ze všech K segmentů 
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0n

vzvzivzxx −=π−= ∑
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� zprůměrněním periodogramů ze všech K segmentů 
dostaneme odhad výkonového spektra
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STATISTICKÉ VLASTNOSTI  STATISTICKÉ VLASTNOSTI  
BARTLETTOVABARTLETTOVA ODHADUODHADUBARTLETTOVABARTLETTOVA ODHADUODHADU

� střední hodnota� střední hodnota
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pro jednotlivé periodogramy
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π
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omezení délky signálové posloupnosti z N vzorků na 
M=N/K vzorků způsobí váhování oknem, jehož 





 α−π∫

− ]T).f(sin[M
2/F vz vz ]fTsin[M 



 π

M=N/K vzorků způsobí váhování oknem, jehož 
spektrální šířka vzroste K-krát; tím se též sníží K-krát 
frekvenční rozlišovací schopnost
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STATISTICKÉ VLASTNOSTI  STATISTICKÉ VLASTNOSTI  
BARTLETTOVABARTLETTOVA ODHADUODHADUBARTLETTOVABARTLETTOVA ODHADUODHADU

� rozptyl� rozptyl
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xx

1K
)i(

xx2

B

xx == ∑
−

=

rozptyl se sníží K-krát

KK 0i
2 ∑

=
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WELCHOVA WELCHOVA METODAMETODA

dvě modifikace Bartletovy metodydvě modifikace Bartletovy metody
� překrývání segmentů� překrývání segmentů

xi(nTvz) = x(nTvz+iDTvz), 
i=0, 1, …, K-1 (počet vzorků v segmentu); i=0, 1, …, K-1 (počet vzorků v segmentu); 

n=0,1,…,M-1(počet segmentů)
pro D=M se segmenty nepřekrývají (dělení odpovídá B.m.)pro D=M se segmenty nepřekrývají (dělení odpovídá B.m.)

© Institut biostatistiky a analýz



WELCHOVA WELCHOVA METODAMETODA

� váhování vzorků v každém segmentu oknem před výpočtem 
periodogramů

1~
2

1M

∑
−

kde U je výkonový normalizační faktor okna daný vztahem U 

1L,...,0i,)jfnT2exp().nT(w).nT(xT
UMT

1
)f(P

~
2

1M

0n

vzvzvzivz

vz

xx −=π−= ∑
−

=

kde U je výkonový normalizační faktor okna daný vztahem U 
= Σw2(nTvz)/M

normalizační faktor U zajišťuje jednotkovou plochu vymezenou 
tvarem okna ve spektrální oblasti

∫
2/Ftvarem okna ve spektrální oblasti
∫

−

=
2/F

2/F

1df)f(W

Welchův odhad výkonového spektra

∑= )i(

xx

W

xx )f(P
~

L

1
)f(P

~
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STATISTICKÉ VLASTNOSTI STATISTICKÉ VLASTNOSTI 
WELCHOVAWELCHOVA ODHADUODHADUWELCHOVAWELCHOVA ODHADUODHADU

střední hodnota:
)]f(P

~
[E)]f(P

~
[E

1
)]f(P[E )i(

1L
)i(W == ∑

−)střední hodnota:

střední hodnota modifikovaného dílčího periodogramu:
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~
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~
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1
)]f(P[E )i(
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0i

)i(

xx

W

xx == ∑
=

)

střední hodnota modifikovaného dílčího periodogramu:
1M

0n
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1M

0m

vzvz

2

vz
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UMT

1
)]f(P[E ∑∑
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=
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1M

0n
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1M
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1
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=

−π−
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=
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2/F
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xxvzxx
vz je,de).()nT(
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∫
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2/F

1M

0n
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1M

0m

vzvz

2

vzxx
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)i(

xx
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UMT

1
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2
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∫
−

π−
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=
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STATISTICKÉ STATISTICKÉ VLASTNOSTI VLASTNOSTI 
WELCHOVAWELCHOVA ODHADUODHADUWELCHOVAWELCHOVA ODHADUODHADU

rozptyl

[ ] [ ]{ }1L 1L1 − −
rozptyl

[ ] [ ]{ }2W

xx

1L

0i

1L

0j

)j(

xx

)i(

xx2

W

xx )f(P
~

E)f(P
~

).f(P
~

E
L

1
)]f(Pvar[ −= ∑∑

−

=

−

=

segmenty bez překrývání (L = K)

[ ])f(P
~

var
1

)]f(Pvar[ )i(W = [ ]
)f(.

1

)f(P
~

var
L

1
)]f(Pvar[

2

)i(

xx

W

xx

Γ≈

=

segmenty s 50% překrytím a Bartlettovým (trojúhelníkovým)  

)f(.
L

1 2

xxΓ≈

segmenty s 50% překrytím a Bartlettovým (trojúhelníkovým)  
oknem (L = 2K)

)f(.
9

)]f(Pvar[ 2W Γ≈ )f(.
L8

9
)]f(Pvar[ 2

xx

W

xx Γ≈
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BLACKMANOVABLACKMANOVA--TUKEYHO METODA TUKEYHO METODA 
VYHLAZENÍ PERIODOGRAMUVYHLAZENÍ PERIODOGRAMUVYHLAZENÍ PERIODOGRAMUVYHLAZENÍ PERIODOGRAMU

nepřímá metoda – přes výpočet odhadu autokorelační 
funkce

nepřímá metoda – přes výpočet odhadu autokorelační 
funkce

� výpočet odhadu autokorelační funkce
váhování odhadu autokorelační funkce oknem� váhování odhadu autokorelační funkce oknem
w(mTvz)≠0 pro –M+1≤m≤M-1; w(mTvz)=0 pro |m|≥Mw(mTvz)≠0 pro –M+1≤m≤M-1; w(mTvz)=0 pro |m|≥M
váhování autokorelační funkce oknem → vyhlazení 
periodogramu; sníží se rozptyl, omezí se frekvenční 
rozlišovací schopnostrozlišovací schopnost

� výpočet Fourierovy transformace váhovaného
odhadu autokorelační funkce – váhování snižuje vliv odhadu autokorelační funkce – váhování snižuje vliv 
odhadu autokorelační funkce počítaného pro malé 
hodnot posunu (N-m)Tvz
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BLACKMANOVABLACKMANOVA--TUKEYHO METODA TUKEYHO METODA 
VYHLAZENÍ PERIODOGRAMUVYHLAZENÍ PERIODOGRAMUVYHLAZENÍ PERIODOGRAMUVYHLAZENÍ PERIODOGRAMU

Blackmanův-Tukeyův odhad

∑
−

π−=
1M

BT )jfmT2exp().mT(w).mT(rT)f(P
~ ∑

−−=


 −≤≤+−≠
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)1M(m
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∑
∞
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−≤≤+−≠

BT

vz

)jfmT2exp().mT(w).mT(rT)f(P
~

Mm0

1Mm1Mpro0
)mT(w

ve frekvenční oblasti

∑
−∞=

π−=
m

vzvzvzxxvz

BT

xx )jfmT2exp().mT(w).mT(rT)f(P
~

ve frekvenční oblasti

∫ ααα−α=
2/F

xxxx

BT

xx mperiodograje)(P
~

kde,d)f(W).(P
~

)f(P
~

Váhování AKF oknem ⇒ vyhlazení periodogramu –

∫
−

ααα−α=
2/F

xxxxxx mperiodograje)(Pkde,d)f(W).(P)f(P
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Váhování AKF oknem ⇒ vyhlazení periodogramu –
sníží se rozptyl, omezí se rozlišovací schopnost



BLACKMANOVABLACKMANOVA--TUKEYHO METODA TUKEYHO METODA 
VYHLAZENÍ PERIODOGRAMUVYHLAZENÍ PERIODOGRAMU

požadavky na okna:

VYHLAZENÍ PERIODOGRAMUVYHLAZENÍ PERIODOGRAMU

požadavky na okna:
�sudá funkce (symetrická kolem m=0) … odhad 
výkonového spektra bude reálná funkcevýkonového spektra bude reálná funkce

�W(f) ≥ 0 pro |f| ≤ F/2 ⇒ odhad výkonové 
spektrální funkce bude nezáporný pro |f| ≤ F/2 spektrální funkce bude nezáporný pro |f| ≤ F/2 
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BLACKMANOVABLACKMANOVA--TUKEYHO METODA TUKEYHO METODA 
STATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADU

střední hodnotastřední hodnota

[ ] ,d).f(W.)(PE)]f(P[E
2/F

2/F

xx

BT

xx αα−α= ∫
−

))

[ ] d).(W.)()(PEkde B

2/F

2/F

xxxx

2/F

θθ−αθΓ=α ∫
−

−

)

.dd).f(W.)(W.)()]f(P[E
2/F

2/F

B

2/F

2/F

xx

BT

xx

2/F

θαα−θ−αθΓ= ∫ ∫
− −

−

)

v časové oblasti:

2/F 2/F− −

[ ]∑
−1M) [ ]

∑

∑
−

−

−−=

π− ==

1M

1M

)1M(m

fmT2j

vzvzxxvz

BT

xx
vze).mT(w.mT(rET)]f(P[E

)

kde w (mT ) je Bartlettovo okno

∑
−

−−=

π−γ=
1M

)1M(m

fmT2j

vzvzBvzxxvz
vze).mT(w).mT(w).mT(T
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kde wB(mTvz) je Bartlettovo okno



BLACKMANOVABLACKMANOVA--TUKEYHO METODA TUKEYHO METODA 
STATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADU

pokud M<<N pokud M<<N 

(2M-1 je délka okna; N je délka analyzované posloupnosti),

tj. délka okna w je mnohem menší než délka Bartlettova oknatj. délka okna w je mnohem menší než délka Bartlettova okna

,d).f(W).()]f(P[E
2/F

BT ∫ θθ−θΓ≈
)

protože

,d).f(W).()]f(P[E
2/F

xx

BT

xx ∫
−

θθ−θΓ≈

protože

d).f(W).(Wd).f(W).(W
2/F2/F

∫∫ =α−αθ−α=αα−θ−α

)f(Wd).(W).f(W

d).f(W).(Wd).f(W).(W
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2/F

B
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∫

∫∫
−−

θ−≈αα+θ−α=

=α−αθ−α=αα−θ−α

)t(f~dt)tt().t(f:ielogana

)f(Wd).(W).f(W
2/F

B

∫

∫
∞

−

−δ

θ−≈αα+θ−α=
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BLACKMANOVABLACKMANOVA--TUKEYHO METODA TUKEYHO METODA 
STATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADU

rozptyl:

[ ]{ } [ ]{ }−= )f(PE)f(PE)]f(Pvar[
2BT

xx

2BT

xx

BT

xx

)))

rozptyl:

[ ]{ } [ ] θαθ−α−θα= ∫ ∫ dd).f(W)f(W.)(P).(PE)f(PE
2/F 2/F

2BT
)))

toto už umíme

[ ]{ } [ ] θαθ−α−θα= ∫ ∫
− −

dd).f(W)f(W.)(P).(PE)f(PE
2/F 2/F

xxxx

BT

xx

s tím už se obecně nedá hnout, pouze klademe-li si s tím už se obecně nedá hnout, pouze klademe-li si 
doplňkové předpoklady o vlastnostech náhodného 
procesu, jehož realizací je analyzovaná posloupnost;procesu, jehož realizací je analyzovaná posloupnost;
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BLACKMANOVABLACKMANOVA--TUKEYHO METODA TUKEYHO METODA 
STATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADU

je-li náhodný proces normální, délka analyzované 

STATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADUSTATISTICKÉ VLASTNOSTI ODHADU

je-li náhodný proces normální, délka analyzované 
posloupnosti N » M .. délka okna váhujícího 
autokorelační posloupnost, pakautokorelační posloupnost, pak

[ ] αα−αΓ≈ ∫ d)f(W).(
N

1
)f(Pvar

2/F

22

xx

BT

xx

)

dále, je-li W(f) úzké ve srovnání se skutečným 
spektrem Γ (f) lze výraz pro rozptyl ještě zjednodušit 

[ ] αα−αΓ≈ ∫
−

d)f(W).(
N

)f(Pvar
2/F

xxxx

spektrem Γxx(f) lze výraz pro rozptyl ještě zjednodušit 
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[ ]  2/F
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SROVNÁNÍ SROVNÁNÍ NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH METOD METOD 
ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

� míra kvality� míra kvality

[ ]{ }
[ ],~

)f(P
~

E
Q

2
A

xx= [ ]{ }
[ ],)f(P
~

var

)f(PE
Q

A

xx

xx
A =

A je označení metodyA je označení metody

Používá se i převrácená hodnota, nazývá se 
variabilita.variabilita.
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SROVNÁNÍ SROVNÁNÍ NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH METOD METOD 
ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

PERIODOGRAM

ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

PERIODOGRAM

[ ] αα−αΓ=γ= ∫∑
∞

−∞=
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Bxx
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T2sin.N

NT2sin
1).f()f(Pvar

)

pro velká N, tj. N→∞
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 π vz

xxxx
T2sin.N

toto jen pro normální rozložení

[ ]
[ ]
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Bxxxx Γ=θθΓ→ ∫
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)
asymptoticky nestranný

shrnutí:
[ ] )f()f(Pvar 2

xxxx Γ=
)
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asymptoticky1
)f(
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xx

2

xx
P =

Γ
Γ=
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SROVNÁNÍ SROVNÁNÍ NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH METOD METOD 
ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

BARTLETTŮV ODHAD

ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

BARTLETTŮV ODHAD

[ ] αα−αΓ= ∫
2/F

Bxx
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xx d).f(W).()f(PE
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∫
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Bxxxx
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1
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) znovu pro normální 
rozložení[ ]
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+Γ=
vz

xxxx
T2sin.N

1).f(
K

)f(Pvar rozložení

pro N→∞, M→∞, zatímco K = N/M zůstává konstantní

[ ] )f(d).(W)f()f(PE
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xxxx Γ→
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SROVNÁNÍ SROVNÁNÍ NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH METOD METOD 
ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

BARTLETTŮV ODHAD

ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

BARTLETTŮV ODHAD
shrnutí: asymptoticky nestranný, nekonzistentní 

(kdyby K rostlo s N→∞, byl by konzistentní)(kdyby K rostlo s N→∞, byl by konzistentní)

N
K

)f(
Q

2

xx ==Γ= asymptoticky
M

N
K

)f(.
K

1

)f(
Q

2

xx

xx
B ==

Γ

Γ= asymptoticky

frekvenční rozlišovací schopnost určená šířkou pásma 
při poklesu o 3 dB ( okno)

K

při poklesu o 3 dB ( okno)
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NN ∆===
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SROVNÁNÍ SROVNÁNÍ NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH METOD METOD 
ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

WELCHŮV ODHAD

ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

WELCHŮV ODHAD

e).nT(wT
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) bez překrývání segmentů
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SROVNÁNÍ SROVNÁNÍ NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH METOD METOD 
ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

WELCHŮV ODHAD

ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

WELCHŮV ODHAD
shrnutí: asymptoticky nestranný, pro L→∞ konzistentní, jinak

nene

N16L8
M

N
L

QW

=
=

bez překrývání

s 50% překrýváním 

M9

N16

9

L8
MQW

=
=

s 50% překrýváním 
(L=2K=2N/M ?

frekvenční rozlišovací schopnost trojúhelníkové okno

28,128,1
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∆

=
…… bez překrývání

…… s 50% překrýváním
+ ∆ okno
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SROVNÁNÍ SROVNÁNÍ NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH METOD METOD 
ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

BLACKMANŮV-TUKEYHO ODHAD

ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

BLACKMANŮV-TUKEYHO ODHAD
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xxxx







Γ≈

θθ−θΓ≈

∑

∫
−

−

)

M2
1

)nT(w
N

).f()]f(Pvar[

1M

)1M(n

vzxxxx 





Γ≈ ∑

−

−−=

obdélníkové okno

N3

M2
N)nT(w

N

1 1M

)1M(n

vz

2 =∑
−

−−=

obdélníkové okno

trojúhelníkové okno
N3
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SROVNÁNÍ SROVNÁNÍ NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH METOD METOD 
ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

BLACKMANŮV-TUKEYHO ODHAD

ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

BLACKMANŮV-TUKEYHO ODHAD

shrnutí: asymptoticky nestranný, nekonzistentníshrnutí: asymptoticky nestranný, nekonzistentní

M

N
.5,1QBT= pro trojúhelníkové okno

protože délka okna je 2M-1, frekvenční rozlišovací 
schopnost

M
BT

schopnost

64,028,1
f ==∆

vzvz T.MMT2
f ==∆

5,1 ∆=∆= )T.f.(N.34,2)T.f.(N.
64,0

5,1
Q vzvzBT ∆=∆=
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SROVNÁNÍ SROVNÁNÍ NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH METOD METOD 
ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

srovnání všech výsledků:srovnání všech výsledků:

! koeficient kvality závisí na N (čím větší N, 
tím větší Qtím větší Q

neplatí u periodogramuneplatí u periodogramu

! koeficient kvality závisí na součinu N.∆f ⇒! koeficient kvality závisí na součinu N.∆f ⇒

⇒ při stejné kvalitě lze pokles ∆f⇒ při stejné kvalitě lze pokles ∆f
kompenzovat růstem N a naopak
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VÝPOČETNÍ POŽADAVKY VÝPOČETNÍ POŽADAVKY NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH
METOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAMETOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

Požadavky vychází z předpokladu, že:

METOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAMETOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

Požadavky vychází z předpokladu, že:

� se zpracovává sekvence o délce N vzorků a 
je specifikována relativní rozlišovací je specifikována relativní rozlišovací 
schopnost ∆f.Tvz; schopnost ∆f.Tvz; 

� pro výpočet se použije radix-2 FFT 
algoritmusalgoritmus

� pracnost je vyjádřena pouze počtem � pracnost je vyjádřena pouze počtem 
komplexních násobení
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VÝPOČETNÍ POŽADAVKY VÝPOČETNÍ POŽADAVKY NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH
METOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAMETOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAMETOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAMETOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

Bartlettův odhad
9,0 N

Bartlettův odhad

délka FFT: počet FFT:
)T.f(

9,0
M

vz∆
= )T.f.(N.11,1

M

N
vz∆=

pracnost: 
)T.f(

9,0
log

2

N
Mlog.

2

M
.

M

N

vz

22 ∆
=

Welchův odhad (50% překrytí):

délka FFT: počet FFT:
28,1

M = )T.f.(N.56,1
N2 ∆=délka FFT: počet FFT:

pracnost:

)T.f(

28,1
M

vz∆
= )T.f.(N.56,1

M

N2
vz∆=

28,1
log.NMlog.

M
.

N2 =pracnost:

kromě výpočtu FFT je potřeba násobení pro váhování dat oknem

)T.f(

28,1
log.NMlog.

2

M
.

M

N2

vz

22 ∆
=

kromě výpočtu FFT je potřeba násobení pro váhování dat oknem

každý segment potřebuje M násobení, tedy celková pracnost je
12,5

log.N
28,1

log.NN2 =+
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12,5
log.N

)T.f(

28,1
log.NN2
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vz
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VÝPOČETNÍ POŽADAVKY VÝPOČETNÍ POŽADAVKY NEPARAMETRICKÝCHNEPARAMETRICKÝCH
METOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAMETOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAMETOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRAMETOD ODHADU VÝKONOVÉHO SPEKTRA

Blackmanův-Tukeyho odhad:Blackmanův-Tukeyho odhad:

výpočet autokorelace rxx(mTvz) … přes FFT, 
28,1

xx vz

délka
vzT.f

28,1
M2

∆
=

celková pracnost:

vzT.f∆

celková pracnost:

[ ] 28,1
log.NM2log.M.

N =[ ]
vz

22
T.f

28,1
log.NM2log.M.

M

N

∆
=
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NEPARAMETRICKÉ METODYNEPARAMETRICKÉ METODY

� výhody:� výhody:
�relativně jednoduché, srozumitelné, pomocí DFT 
(FFT) snadno spočitatelné(FFT) snadno spočitatelné

� nevýhody:
�potřeba dlouhého záznamu pro dostatečou �potřeba dlouhého záznamu pro dostatečou 
frekvenční rozlišovací schopnost;

�prosakování spekter díky použitým oknům 
(maskování slabých signálů);

�prosakování spekter díky použitým oknům 
(maskování slabých signálů);

�omezení vyplývající z předpokladu, že rxx(mT)=0 
pro |m|≥N

xx
pro |m|≥N

�vnucená periodicita signálu definicí 
periodogramu periodogramu 
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