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1 Linearni algebra: Matice - rozsireni

Tato kapitola navazuje na Uvod do matematiky - Linearni algebra - kapitola Matice. NeZ budete
pokracovat, doporu¢ujeme jeji zopakovani.

1.1 Teorie
1.1.1 Transponovana matice

Pfipomenme si, Ze symbolem A = (a;;) jsme oznacovali matici typu m/n tj.:

aii ai2 A1n

a21 Q22 -+ d2pn
A= (ai) =

Am1 Am2 e Amn

Pro préci s maticemi je nékdy vyhodné zaménit Fadky matice za jeji sloupce.t

Necht A = (a;;) je matice typu m/n. Potom matice A7 typu n/m, kterd vznikne z matice A
zdménou radku za sloupce, tj.:

aip Q21 - Gml
a1z Qa2 - Am2
T
A - 9 (1)
Ain  A2n  ° OAmnp

se nazyva transponovand matice k matici A.

@ Transponovana matice se také nékdy oznacuje jako A & A’.

1.1.2 Inverzni matice

Pripomenme si, Ze ¢tvercovid matice, kterda ma na hlavni diagonéle samé jednicky a jinde ma
vSechny prvky nulové, se nazyva jednotkovd matice a znaci se E. Jednotkova matice je "jednic-
kou"vzhledem k nésobeni ¢tvercovych matic - pokud s ni vynasobime jinou matici, vysledkem je
prislusné matice: A-E=F-A = A.

Necht A je ¢tvercova matice fadu n, F je jednotkova matice také fadu n. Matice A~' s vlastnosti

AA™ = AT'A=E, (2)

se nazyva inverzni matice k matici A.

1 Napi. pfi uréovani hodnosti matice miizeme pracovat jak s fadky, tak se sloupci matice. Hodnost matice se
tim nezméni.



Inverzni matice k dané matici nemusi vzdy existovat. Da se dokazat, Ze k dané matici A
existuje pravé jedna matice inverzni, pokud pro determinant ptivodni matice plati |A| # 0% . Jak
ale inverzni matici najit?

Vypocet inverzni matice - pomoci ekvivalentnich aprav

1) Zapiseme zadanou matici A, ke které hledame matici inverzni ("leva matice"), a vpravo
vedle ni zapiSeme matici jednotkovou ("prava matice"). S obéma maticemi dale pracujeme,
jakoby to byla jedin4 matice ("celkova matice").

2) Ekvivalentnimi tpravami (EU) pfevedeme "levou matici" A na schodovity tvar. Pfitom ne-
zapomeneme pracovat i s prvky pravé matice.

3) Nasledné pomoci EU vytvofime nuly i nad hlavni diagonalou levé matice. Opét nezapo-
meneme pracovat i s prvky pravé matice.

4) Na zavér pomoci EU vytvofime z levé matice matici jednotkovou (pokud nedostaneme jednot-
kovou matici rovnou v kroku 3, tak jednotlivé fadky celkové vydélime nenulovymi &isly tak,
aby leva matice méla v hlavni diagonale samé jednicky).

5) Po provedent krokii (1)-(4) se inverzni matice k zadané matici nachaz{ na misté pravé matice.

Cely postup mtizeme souhrnné oznaéit jako: (A|E) ~ --- ~ (E|A71).

Vypocet inverzni matice - pomoci algebraickych doplnkia

Necht A je ¢tvercova matice fadu n takova, ze |A| # 0. Pak

T
All A12 e Aln
_ 1 | A2 A - Agy
A 1 = m . . 9 (3)
Aml Am2 e Amn

kde A;; je tzv. algebraicky doplnék k prvku a;; v pvodni matici A, ktery se vypocte jako
(—1)"*7|A;;|, pricemz | A;j| je determinant submatice ziskané z matice A vynechanim i-tého fadku
a j-tého sloupce.

1.2 Resené piiklady

6 —4 —17
Priklad 1. Urcete inverzni matici k matici A= | —1 1 3
2 -1 -6

Reseni. Budeme postupovat presné dle postupu uvedeného pro vypocet inverzni matice - pomoci
ekvivalentnich tprav.

ZapiSeme zadanou matici A, ke které hledame matici inverzni ("leva matice"), a vpravo
vedle ni zapiSeme matici jednotkovou ("prava matice"). S ob&éma maticemi déale pracujeme,
jakoby to byla jedina matice ("celkova matice"):

2 Matice A s vlastnosti |A| # 0 se nazyva reguldrni matice.



6 —4 —-17{1 0 O
-1 1 310 1 0
2 -1 6|0 0 1

Pomoci EU prevedeme "levou matici" A na schodovity tvar. Z hlediska téchto aprav bude
vhodné umistit 2. fddek na misto 1. fadku (v levém rohu matice mit &islo -1). 1. Fadek pak
vynasobime Sesti a pri¢teme k 2. fadku, dale vynésobime 1. fadek ¢islem 2 a pri¢teme k 3. fadku.
Pfitom nezapomeneme pracovat i s prvky "pravé matice":

-1 1 310 1 0 -1 1 3{0 1 0
6 -4 —-17|1 0 0 |~ 0 2 1|1 6 0
2 -1 —-6|0 0 1 01 010 2 1

Z hlediska dalsich dprav bude vyhodné prohodit 2. a 3. fadek:

-1 1 3|0 1 0 -1 1 3|0 1 0
0 2 111 6 0 (|~ 0 1 0|0 2 1
01 010 2 1 0 2 1|1 6 0

Nasledné vynésobime 2. fadek ¢islem —2 a pfi¢teme k 3. fadku. Tim dostaneme matici ve
schodovitém tvaru:

-1 1 3|0 1 0 -1 1 3|0 1 0
01 00 2 1 |~ 01 0|0 2 1
02 1|1 6 O 00 1|1 2 =2

Nyni je tfeba vytvorit nuly i nad hlavni diagonalou "levé matice". 2. fadek matice je
z hlediska této upravy ve vhodném tvaru. V 1. fadku matice ziskdme nejdfive 0 na pozici a13 = 3
a to tak, Ze vynasobime 3. fadek ¢islem —3 a pri¢teme ho k 1. fadku:

-1 1 3|0 1 0 -1 1 0|-3 -5 6
0 1 0|0 2 1 |~ 0 1 0 0 2 1
0 0 1|1 2 =2 0 0 1 1 2 =2

Dale pottebujeme ziskat v 1. fadku matice 0 na pozici a12 = 1 a to tak, Ze vynasobime 2.
radek ¢islem —1 a pri¢teme ho k 1. fadku:

-1 1 0|-3 -5 6 -1 0 0|3 =7 5
01 0 0 2 1 [~ 0 1 0 0 2 1
0 01 1 2 =2 0 0 1 1 2 =2



Nyni z "levé matice"vytvoiime jednotkovou matici - sta¢i vynasobit prvni fadek ¢islem —1:

-1 0 0|-3 -7 5 10 03 7 =5
0 1 0 0 2 1 |~ 01 0|0 2 1
0 01 1 2 =2 0 0 1|1 2 =2

A jsme hotovi - inverzni matice k zadané matici se nachézi na misté "pravé matice", tj.

3 7 =5
Al'=[02 1
1 2 -2
1 0 4
Priklad 2. Urcete inverzni matici k matici A = 1 —1 1 | pomoci ekvivalentnich uprav.
1 2 6

Resend. Opét budeme postupovat podle postupu uvedeného pro vypoécet inverzni matice - pomoci
ekvivalentnich tuprav.

Zapiseme zadanou matici A, ke které hledame matici inverzni ("leva matice"), a vpravo
vedle ni zapiSeme matici jednotkovou ("prava matice"). S obéma maticemi dale pracujeme,
jakoby to byla jedina matice ("celkova matice"):

1 0 4/1 0 0
1 -1 1|0 1 0
1 2 6/0 0 1

Pomoci EU pievedeme "levou matici" A na schodovity tvar. 1. fadek matice vynasobime
¢islem (—1) a pfi¢teme k 2. a 3. fadku. Nezapomeneme pfitom pracovat i s prvky "pravé matice":

1 0 4/1 0 0 1 0 4 1 00
1 -1 1{01 0 |~] 0 -1 =3|]-1 10
1 2 6/0 0 1 0 2 2/-1 0 1

Nasledné vynasobime 2. fadek ¢islem 2 a pricteme k 3. fadku. Tim dostaneme matici ve
schodovitém tvaru:

1 0 4 1 00 1 0 4 1 00
o -1 -3(,-1 10 (~]0 -1 =3|]-1 10
0 2 2(-1 0 1 0 0 —41-3 2 1



Nyni je tfeba vytvofit nuly i nad hlavni diagonalou "levé matice". Abychom vytvorili
0 na misté ass = —3, vynasobime 3. fadek ¢islem —3 a pfi¢teme ho k 4-nasobku 2. fadku. Dale
také pricteme 3. radek k 1. fadku:

1 0 4 1 00 1 0 0] -2 2 1
0 -1 -3|-1 1 0 [~ 0 —4 0 5 —2 -3
0 0 -4|-3 2 1 0 0 —4| -3 2 1

Nyni z "levé matice"vytvorime jednotkovou matici - staci vynésobit 2. a 3. fadek ¢islem

—1.
T.
1 0 0] -2 2 1 1 0 0] —2 2 1
~ 5 1 3
0 -4 0] 5 -2 -3 0 1 0|—3 5 I
3 1 1
0o 0 —4]-3 2 1 0 0 1 T —5 —%
A jsme hotovi - inverzni matice k zadané matici se nachézi na misté "pravé matice", tj.
-2 2 1
At | 5 1 3
1 2 4
3 1 _1
1 2 1
1 0 4
Priklad 3. Urcete inverzni matici k matici A = 1 —1 1 | pomoci algebraickych dopliikii.
1 2 6

Resend. Opét budeme postupovat podle postupu uvedeného pro vypocet inverzni matice - pomoci
algebraickych doplitkkii - podle (3) vypoéteme inverzni matici jako:

T
App A o A
A1 i Ay Ay -0 Ay,
Al
Ap1 Ams - Amn

Nejdfive vypocteme determinant matice A (dle Sarussova pravidla):

ail aiz2 ais
|A\= Q21 Q22 G23 | =

azy1 azz ass

= (110226033 + 412023031 + G13G21032 — G13022031 — (11023032 — 112021033



Al =11

—64+0+8+4—-2-0=4

Nyni postupné vypocteme jednotlivé algebraické dopliky:

Aup = (=11
A = (=112
Arg = (~1)1+?

Agy = (—1)2H
Ay = (=1)2+2
A = (=1)2¥3
Agt = (—1)3+
Agy = (—1)3+2
Agg = (=1)3+3

+(—6—2) = -8

=—(6-1)=-5
=+(2+1)=3
=—(0-8)=38
=+(6—-4)=2
=—(2-0)=-2
— 1 (0+4) =4
——(1-4)=3

Vypoctené algebraické dopliky dosadime do vzorce (3) s tim, Ze matici ve vzorci rovnou
transponujeme, tj. prvky Aj1, Ao a Az zapiSeme do 1. sloupce, prvky Asi, Ass a Asz do 2. sloupce

a prvky As;, Ass a Azs do 3. sloupce:
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1.3 Priklady k procviceni

Priklad 1. K dané matici A uréete matici inverzni a to jednak pomoci ekvivalentnich tprav a
jednak pomoci algebraickyjch dopliiki.

-1 0 -1
a) A= 2 1 1
3 0 1
3 2 0
b)A=|[ 5 4 1
1 2 5
2 00 3
Reseni. a) A= i1 -1
3o
5 1
3 -3 3
wa-| 0§
A

2 Geometrie: Vlastni ¢isla a vlastni vektory

2.1 Teorie

Jiz dfive jsme se setkali s uréitym charakteristickym ¢islem dané matice - determinantem. V této
Céasti se budeme zabyvat hledanim jinych charakteristickych ¢isel - A, které jsou feSenim rovnice
Au = M, kde A je zadana matice fadu n. Znalost feSeni takové rovnice mé radu aplikaci, nejen
v matematice, ale tFeba v kvantové chemii.

Necht A = (a;;) je matice fadu n, kde a;; € C. Cislo A € C se nazyva vlastni nebo charakteristické
¢islo matice A, jestlize splije pro néktery nenulovy vektor « rovnici

Ail = \ii. (1)

Vektor u se nazyva vlastni nebo charakteristicky vektor prislusny k A.

Maticovou rovnici Awé = A\t 1ze dale upravit:



Al — M\ =0
(A— \E)i = 0. 2)

(A — AE)i@ = 0 je homogenni soustava n linearnich rovnic o n neznamych?® . ProtoZe podle pred-
pokladu musi byt vlastni vektor nenulovy (dle jeho definice), musi mit soustava nenulové FeSeni.
To je splnéno za podminky, Ze determinant matice soustavy |A — AE| = 0.

Necht A = (a;;) je matice fadu n, kde a;; € C.
Rovnice
A= XE| =0 (3)

se nazyva charakteristickd rovnice matice A, determinant |A — AE| se nazyva charakteristicky
polynom matice A.

Regenim charakteristické rovnice jsou vlastni ¢isla matice A. Jelikoz charakteristicky poly-
nom je n-tého rfadu, feSenim charakteristické rovnice dostaneme n, ne nutné rtznych, vlastnich
¢isel matice A.

2.2 Resené piiklady

Piiklad 1. Urcete vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice

Regend. Nejdiive uréime charakteristickou rovnici matice A (podle (3)):

3 -1 A0
- -0
2 0 0 A .,
3—A -1
-0
2 -\

B=XN(=N—-(-1D2 = 0
—3A+X+2 = 0.
A2 —3\+2

I
o

Snadno zjistime, ze kotfeny charakteristického polynomu jsou A; = 1, Ay = 2, coz jsou hle-

dan4 vlastni ¢isla matice A.

Vlastni vektory piislusné k jednotlivym vlastnim ¢islim ziskdme dosazenim A; 2 do rovnice
(2): (A= AE)d = 0.

Pro A1 = 1 dostavame:

3 Misto 0 na pravé strané rovnice by se presné&ji mél psat nulovy vektor &.

4 Charakteristickou rovnici tedy snadno ziskAme rovnou tak, 7e v determinantu matice A odeéteme X na hlavni
diagonale.



(A—1E)yd = 0

3 -1 10 U B 0
2 0 - 0 1 Ug - 0
3-1 -1 Uy B 0

2 0-1 Ug - 0

2 -1 Uy _ 0

2 -1 Uo - 0

Mame tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

2’[,61 — U = 0

2u1 — U2 = 0

Pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody ur¢ime ekvivalentni soustavu:

2U1 — Uy = 0.

Polozime u; = ¢ a dostaneme uy = 2t. ReSeni soustavy je tedy tvaru (¢,2t),t € C. Kazdy
nasobek vektoru (1,2) je vlastnim vektorem matice A p¥islusnym k vlastnimu ¢éislu A; = 1.

Pro Ay = 2 analogicky dostavame:

(A—2FE)u = 0

3—-2 -1 Uy B 0
2 0-2 Uo - 0

1 -1 Uy B 0

2 =2 Us N 0

Mame tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

U1 — U2 = 0

2U1 — 2U2 = 0 .

Pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody uré¢ime ekvivalentni soustavu:

’U,1—’U,2=O.

Polozime uy = ¢ a dostaneme u; = t. Regenf soustavy je tedy tvaru (¢,t),t € C. Kazdy
néasobek vektoru (1,1) je vlastnim vektorem matice A pFislusnym k vlastnimu &slu Ag = 2.

10



2 -3 1

Piiklad 2. Urcete vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice | 1 -2 1

1 -3 2
Regend. Nejdiive uréime charakteristickou rovnici matice A (podle (3)):
2—-A -3 1
1 -2-A 1 = 0
1 -3 2-A
2=N(=2=MN)2-A)—6—(-2-AN)+6(2-X) = 0
=M +222 - = 0
AA2—20-1) = 0
AA—1)2 = 0

Kofeny charakteristického polynomu jsou Ay = 0,23 = 1, coz jsou hledané vlastni ¢isla

matice A.

Vlastni vektory prislusné k jednotlivym vlastnim ¢isltim ziskdme dosazenim A; 2 do rovnice
(2): (A= AE)d = 0.

Pro Ay = 0 dostavame:

(A—0FE)u = 0
2 =31 Uy 0
1 -2 1 (%) = 0
1 -3 2 us 0
Mame tedy soustavu tif rovnic o t¥ech neznamych:
2u1 — 3us  + uz = 0
(S 2U2 4+ us = 0.
u — 3us + 2uz3 = 0

Pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody ur¢ime ekvivalentni soustavu:

24 — 3us + wuz = 0

— uy + wuz = 0

Polozime us = t a dostaneme u; = uy = t. ReSeni soustavy je tedy tvaru (t,t,t),t € C.
Kazdy nasobek vektoru (1,1,1) je vlastnim vektorem matice A pfislusnym k vlastnimu ¢islu

A =0.
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Pro A2 3 = 1 analogicky dostavame:

(A-1E)yd = 0

2-1 -3 1 Uy 0
1 -2-1 1 Ug = 0

1 -3 2-1 us3 0

1 -3 1 Uy 0

1 -3 1 Ug = 0

1 -3 1 Usg 0

Mame tedy soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych:

U — 3uy + wuz = 0
up — 3uz + wuz = 0.
U — 3us + wug = 0

Pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody ur¢ime ekvivalentni soustavu:

u; — 3ug + ug = 0.

Polozime us = t,us = s a dostaneme u; = 3t — s. ReSent soustavy je tedy tvaru (3t —
s,t,8),t,s €C.

Protoze feseni soustavy obsahuje dva parametry, dostaneme vlastni vektory dosazenim:

t=1,s=0:(3,1,0);t =0,s =1:(—1,0,1)°.

Kazda linearni kombinace vektoru (3,1,0) a (—1,0,1) je vlastnim vektorem matice A pii-

slusnym k vlastnimu éislu Ay 3 = 1.
Piiklad 3. Urcete vilastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice

Resend. Nejdiive uréime charakteristickou rovnici matice A (podle (3)):

6— A —4
-0

3 —1-)
6—X)(-1—A)+12 = 0
A2 —50+6 = 0

5 Obecné, pfi vétsim poétu parametril, volime vzdy jeden z parametrii roven jedné a ostatni rovny nule.
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Koteny charakteristického polynomu jsou \; = 2, \g = 3, coz jsou hledana vlastni ¢isla ma-
tice A.

Vlastni vektory piislusné k jednotlivym vlastnim ¢isltim ziskdme dosazenim A; 2 do rovnice
(2): (A= AXE)d = 0.

Pro A1 = 2 dostavame:

(A-2E)yd = 0

6—2 —4 o B 0
3 —-1-2 Ug - 0

4 —4 Uq B 0

3 -3 Ug - 0

Mame tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

4U1 - 4UQ = 0
3ui — 3us = 0

Pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody urc¢ime ekvivalentni soustavu:

up — ug = 0.

Polozime uy = ¢ a dostaneme u; = t. Redenf soustavy je tedy tvaru (¢,t),t € C. Kazdy
nasobek vektoru (1, 1) je vlastnim vektorem matice A p¥islusnym k vlastnimu ¢éislu A\; = 2.

Pro Ay = 3 analogicky dostavame:

(A-3E)d = 0

6-3 4 \[w) (o
3 -1-3)\w /) \o

3 —4 uUp B 0

3 —4 Uo B 0

Mame tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

3ur — 4dus = 0
3U1 — 4UQ = O-

Pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody ur¢ime ekvivalentni soustavu:
3U1 — 4U2 = 0.

13



Polozime up = t a dostaneme u; = %t. Resgeni soustavy je tedy tvaru (%t,t),t e C. Kazdy
nasobek vektoru (%, 1)8 je vlastnim vektorem matice A p¥islugnym k vlastnimu &islu Ap = 3.

2.3 Priiklady k procviceni

Priklad 1. Urcete viastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory matice A:

3 2
a)
4 1
3 -1
b)
11
010
)| o o0 1
00 0
11 1
d | o 2 1
0 0 1

Reeni. a) \ = —1,@ = (t,—2t),t € C; Ay = 5,@ = (t,t),t € C
b) M =X =2,@ = (t,1),t€C

¢) A\ =Xy = A3 =0,@ = (£,0,0),te C

d) M =X =1,4=(t,s,—s),t,s€ C; A3 =2,4 = (t,t,0),t € C
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