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1 Zakladni vlastnosti polynomi

1.1 Teorie

1.1.1 Zavedeni polynomi

Polynomem (mnohoclenem) stupné n rozumime funkci tvaru

P(x) = Po(z) = anz™ + ap_12" " + -+ + a1z + ag; (1)

kde n e N, ag,a1,...,a, € R, a, # 0. Cisla ag, ai, - - ., Gy se nazyvaji koeficienty polynomu, a,, se
nazyva vedouci koeficient polynomu, ag se nazyva absolutni ¢len polynomu, x je promeénnd, n je
stuperi polynomu, ktery se také znacéiva st(P).

Jsou-li koeficienty ag,aq,...,a, € C, mluvime o komplexnim polynomu; v pripadé Ze
ag, a1, - - -, 0, € R, mluvime o redlném polynomu. V nasem piipadé budeme pracovat pravé s re-
alnymi polynomy a strucné je oznacovat "polynomy".

Je-li a,, = 1, nazyva se polynom P(z) normovany polynom.

Polynomy tvaru P(x) = ag, tj. konstanty, nazyvame polynomy nultého stupné nebo konstantni
polynomy. Specidlnim piipadem konstantniho polynomu je P(x) = 0 - nulovy polynom.
Polynom prvniho stupné P(z) = a1x + ag se nazyva linedrni polynom.

Polynom druhého stupné P(z) = asx? + a1z + ag se nazyva kvadraticky polynom.

Polynom tietiho stupné P(z) = azx® + asx?® + a1z + ag se nazyva kubicky polynom.

1.1.2 Operace s polynomy

Polynomy miuzeme séitat, odecitat, nadsobit ¢i délit. S prisluSnymi operacemi jste se jisté seznamili
jiz na zakladni, ¢ stfedni Skole. Stru¢né jen pfipomenme nasledujici zakladni informace.

Pri s€itani resp. odecitani polynomu vzdy s¢itdme nebo odecitadme koeficienty u ¢leni se
stejnym mocnitelem (exponentem).

Pii nasobeni polynomi nasobime kazdy ¢len prvniho polynomu s kazdym ¢lenem druhého
polynomu. Koeficienty nasobime klasicky jako realna ¢isla. Exponenty u proménnych naopak
s¢itame podle pravidel pro poéitani s mocninami (napt. 4z2 - 22 = 825).

Priklad
Uréete soudet, rozdil a sou¢in polynomu P a Q:

P(x) =523 + 322 + 42 + 3, Q(z) = 322 —x + 5.

(P+Q)(z) =52+ (3+3)a>+(4—-1)z+3+5=5z° 462> +32+8

(P—Q)(x) =52"+ (3—3)22 + 4+ 1)z +3 -5 =52° + bz — 2



(P-Q)(x) = 523 322 + 523 (—z) +52® -5+ 322 - 32% + 322 - (—x) + 322 - 5+
+4x - 322 +4x - (—x) +4x-5+3-322 +3 - (—2) +3-5 =
= 1525 — 5at + 2523 + 92 — 323 + 1522 + 1223 — 422 + 20z + 92—
—3x+ 15 =
= 1525 + (=5 +9)z* + (25 — 3 + 12)2® + (15 — 4 + 9)x2+
+(20 = 3)x + 15 =
= 152° 4+ 42* + 342 + 2022 + 172 + 15

Déleni polynomu si ukdzeme na nésledujicim ptikladé.

Priklad
Urcete podil polynomii P a Q:

a) P(x) =2% —22% + 420+ 7, Q(x) =z + 1,
{ gd — 2?4 dx 4 T} : {:er -+ J.} =z —3z+4+7T
q .

—x =g

— 3t + 4z
3z’ 4+ 3z
T+ T
— Ta =T

]

V tomto pifipadé jsme nasli takovy polynom R, takovy, ze P = @Q - R. Rikéme, ze polynom @
déli polynom P (zapisujeme Q|P).

b) P(x) = 2* + 22 — 2, Q(z) = 22 + 22 — 3.

5 5 5 —22x 4+ 22
" + = - ?} a4 2r - 3} = =2r4+84 ——
: 4 3 2 ) 242y —=3
— " =2+ dx
— 25 4 42?
2o 4 A — G
Re? —fx —2
— 82° — 162+ 24
— 22x 422

V tomto pfipadé polynom @ nedéli polynom P, déleni vyslo se zbytkem - tim je polynom
—22z + 22.

Nejvétsi spolecny délitel polynomu

Podobné jako u pfirozenych ¢isel muzeme definovat nejvétsiho spole¢ného délitele polynomu
P a @ jako polynom, ktery déli P i @ a je délitelny v8emi ostatnimi polynomy s touto vlastnosti.
Nejvétsi spoleény délitel polynomt P a @ budeme oznacovat jako NSD(P, Q). K jeho nalezeni lze
vyuzit tzv. Eukleidiv algoritmus:

Vydélime polynom P polynomem @ a v kazdém dal$im kroku pak délime polynom s mensim
stupném (tj. napf. ve 2. kroku polynom Q) zbytkem ziskanym z pfedchoziho déleni (nap¥. ve 2.



kroku zbytkem z 1. d&leni). Posledni nenulovy zbytek, ktery timto algoritmem dostaneme, je
nejvétsim spoleénym délitelem polynomi P a Q. Jelikoz nejvétsi spoleény délitel polynom je urcen
jednozna¢né az na nésobek libovolnou nenulovou realnou konstantou, vypocet vzdy zjednodusime
tim, Ze kazdy zbytek znormujeme (vynasobime tak, aby vedouci koeficient zbytku byl roven jedné).
Cely postup ilustruji feSené priklady 1 a 2.

1.1.3 Kofeny polynomi

Kazdé ¢islo ¢ (realné ¢i komplexni, podle oboru v jakém pracujeme) spliwjici

P,(c)=0 (2)

se nazyva kofen polynomu P, (z) stupné n > 1.

Rovnice tvaru P, (z) = 0, tj.

1

anx™” + ap_12" "+ -+ a1x+ag=0 (3)

je tzv. algebraickou rovnici stupné n. Hledani kofeni polynomi tedy odpovida hledéni feSeni
prislusné algebraické rovnice. Nalézt TFeSeni linearni ¢i kvadratické rovnice, tj. kofeny polynomi
1. a 2. stupné, by mél zvladnout bez potizi kazdy z vis. Otazkou v8ak je, zda existuje né&jaky
univerzalni algoritmus na hledani kofent polynomii stupi vyssich? Jiz v 16. stoleti byly znamy
vzorce pro polynomy stupné 1, 2, 3 a 4. Dlouhou dobu se potom matematikové snazili nalézt
podobné vzorce pro kofeny polynomu stupné 5. Teprve v poloviné 19. stoleti bylo dokazéno,
7e takové vzorce pro polynomy stupné vétsiho nebo rovného péti neexistuji! Pii hledani kofent
polynomt se tedy musime spokojit s jejich odhady na zékladé vlastnosti, které si dale uvedeme.

Je-li ¢ kofenem polynomu P, (z), 1ze tento polynom rozlozit na tvar

Po(z) = (z — )Qn-1(2). (4)

Je-li ¢ kofenem polynomu, pak linearni polynom (z — ¢) s proménnou x se nazyva kofenovy cinitel
prislusny ke koteni c.

Zname-li tedy kofen polynomu P, (x), muZeme jej rozlozit na soudin kofenového ¢initele
a polynomu stupné o jedno niz$iho nez je zadany polynom. Polynom lze tedy beze zbytku vydélit
kofenovym Cinitelem - vysledkem je polynom @, _1.

Rekneme ze koven ¢ je k-ndsobny, jestlize existuje polynom Q,,_x(x) stupné n —k takovy, Ze plati

Py(z) = (z — )" Qu_i(x)a Qu_y(c) # 0. ()

To znamené, Ze ¢ je k-nasobny kofen polynomu P,(x), jestlize tento polynom lze beze
zbytku vydélit polynomem (2 — ¢)*, pfi¢emz ¢ neni kofenem polynomu Q,,_(x). Mimo to plati, Ze
polynomy P, (z) a Qn—k(x) z pfedchozi definice maji stejné kofeny véetné nasobnosti, s vyjimkou
kotene c. Hledame-li kofeny polynomu P, (z), je vhodné po nalezeni jednoho z nich vydélit poly-
nom P, (z) kofenovym Einitelem pfislusnym tomuto kofeni "maximélné-mozné-krat”. Tim zjistime
nasobnost kofene (je to ¢islo, udavajici, kolikrat se nam podafilo provést déleni beze zbytku) a ob-
drzime polynom @, (z) z pfedchozi definice (je to posledni podil, ktery vysel beze zbytku). Déle
budeme hledat koFeny polynomu Q,,—x(x). Ten je totiZ nizsiho stupné a tedy jednodussi.



Zakladni véta algebry, Gaussova véta:
Kazdy nekonstantni polynom s komplexnimi koeficienty mé alesponn jeden komplexni kofen.

Gaussova zéakladni véta algebry z roku 1799 tedy fik4, Ze (pro nekonstantni polynomy)
aspon jeden koren vzdy existuje. Z této véty plyne velmi dilezity dusledek.

Disledek:
Kazdy polynom (kazda algebraickd rovnice) stupné n mé v oboru komplexnich ¢isel pravé n
kofent (FeSeni). Pfitom kazdy kofen pocitame i s jeho nasobnosti.

Vime tedy, kolik kofent polynomu v oboru C existuje, neexistuje v8ak univerzalni navod,
jak tyto kofeny nalézt. Pro fadu tloh v matematice je vhodné umét rozlozit polynom na
sou¢in polynomi jednodussich. Lze ukazat, Ze kazdy polynom lze (v oboru realnych éisel)
rozloZit na soudin, v némz jsou jenom koFfenové E&initele, tj. linearni polynomy tvaru (z —
¢) u jednoduchych realnych kofenii a tvaru (x — ¢)¥ u k-nasobnych redlnych kofent, piipadné
kvadratické vyrazy z? + px + ¢, které maji 2 komplexné sdruzené kofeny nebo mocniny té&chto
kvadratickych vyrazii (22 +pz+q)*' . Rozklad v3ak neni mozné provést bez znalosti kofenti tohoto
polynomu. V praxi dokdzeme zpravidla rozlozit na soucin pouze kvadratické polynomy, polynomy,
které maji celoCiselné ¢ racionélni kofeny, pripadné polynomy, kde rozklad na soué¢in lze provést
postupnym vytykanim. Vice nam ukaZe nésledujici kapitola "Hledani kofent polynomu".

1.1.4 Hledani kotfend polynomi

P1i hledani kofenti polynomii ndm mtze pomoci nékolik nasledujicich vét.

Pocéet kladnych kofend polynomu (1) (feSeni algebraické rovnice (3) je roven poétu znamén-
kovych zmén v posloupnosti koeficientda ay, an,_1,...,a1,ag, nebo o sudé &islo mensi. Pfipadné
koeficienty, které jsou rovny nule, pfitom neuvazujeme. Pocet zapornych kofend polynomu
(1) (feseni algebraické rovnice (3) je roven po¢tu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientt
polynomu P(—z), nebo o sudé ¢islo mensi. Pfipadné koeficienty, které jsou rovny nule, pfitom
neuvazujeme.

Prakticky vyznam véty je vidét v feSenych piikladech 3 a 4.

Podminka pro celoéiselné kofeny Necht vSechny koeficienty polynomu (1) jsou celd ¢isla.
Je-li ¢ € Z kofenem tohoto polynomu, pak je ¢islo ag délitelné ¢islem c, tj. c|aop.

Predchozi véta se tykd pouze polynomi s celoCiselnymi koeficienty a fiké, Ze celodi-
selnym kofenem takového polynomu mize byt pouze délitel absolutniho ¢lene. Je tedy mozné si
vSechny délitele vypsat a po fadé je otestovat, napf. Hornerovym schématem. Navic, najdeme-li
takovy koten, zjistime opakovanym testovanim soucasné i jeho nasobnost.

Hornerovo schéma
Hornerovo schéma je metoda, kterd umozhuje snadno uréit, zda dané &islo je kofenem

polynomu P, (tj. zda P,(c) = 0% ) a umoZiuje rozloZit zadany polynom na soucin kofenového
Cinitele (x — ¢) pfislusného nalezenému kofeni a polynomu @Q,—; stupné o jedno nizstho nez je

1V oboru komplexnich &sel bychom mohli rozlozit i kvadratické vyrazy se zapornym diskriminantem. Pro nage
ucely vsak postadi rozklad v oboru realnych ¢isel.

2 To lze samoziejmé zjistit dosazenim x = ¢ do P,(c) = 0. Dostaneme-li platnou rovnost, jedna se o kofen



zadany polynom. Opakovanym uzitim Hornerova schématu lze zjistit nasobnost nalezeného kofene
a rozlozit polynom na soucin kofenovych Ciniteli.

Testovani kofene polynomu probiha pomoci nasledujici tabulky. V jejim zahlavi jsou v 1.
fadku koeficienty zadaného polynomu P,, do 1. sloupce se zapiSe testované ¢islo (potencialni
koten c). Postupné ziskavame é€isla ve 3. Fadku: nejdiive opiSeme koeficient a,, do 2. sloupce.
Hodnoty ve 3. a dalsich sloupcich ziskdme vzdy vynasobenim kofene s hodnotou v predchozim
sloupci (mezivysledek se zapise do 2. fadku) a nésledné sectenim ¢isel v 1. a 2. fadku daného
sloupce.

iy, iy . i iy

c oty e ba -y

A | ot oy vor | erbe dap | ec by 4 oay
By by b

Pokud by # 0, pak ¢ neni kofenem polynomu P, a by je hodnota P(c).

Pokud vyjde by = 0, je ¢ kofenem polynomu P,. Cisla Gpybn_1,...,b1 jsou pak koeficienty
polynomu @,,_1 stupné o jedno niz§iho nez je zadany polynom P,. P, tak muZeme rozloZit na
soudin kofenového €initele (z — ¢) prislugného nalezenému kofeni a polynomu Q..

Dalsi kofeny polynomu P, musi byt zaroveii kofeny polynomu Q,_1, tj. musi délit by -

diky této vlastnosti se okruh testovanych ¢isel (délitelt ag) muZe zuzit. P¥i hledani dalsiho kofene
miZzeme sestavit samostatnou tabulku pro @,,_1, nebo pokracovat v pivodni tabulce.

Priklad
Ovéite, je-li # = 2 kofenem polynomu P(z) = 27 — 625 — 25 + 702* — 1202% — 11222 + 4322 — 288.

Sestavime Hornerovo schéma:

1 -G -1 0 =120 -112 432 =288
2 2 -2 - 18 104 —-32 -—238 258
| — 4 -9 52 - 16 =144 144 {

Jelikoz vyslo by = 0 (zaramovana hodnota), je x = 2 kofenem zadaného polynomu.

Miuzeme také ovérit, zda x = 2 je dvojnésobnym kotenem zadaného polynomu P;. Sestavime
tabulku pro koeficienty polynomu Qg (stupné o jedno nizstho neZ je zadany polynom).

1 — 4 = 52 - 16 — 144 144
2 2 -4 - 26 a2 72 =144
1 -2 =13 26 30 -72 1]

Vyslo nam, ze z = 2 je kofenem polynomu Qs a tedy minimalné dvojnasobnym kofenem
zadaného polynomu P;.

Polynom P; lze rozlozit na (x — 2)? - Q5. Nalezenim dal$ich kofenti polynomu Q5 bychom
mohli rozlozit polynom P; na soucin vSech kofenovych Ciniteld.



1.2 Resené piiklady
1.2.1 Nejveétsi spoleény délitel polynomi

Priklad 1. Naleznéte nejuétsi spolecny délitel polynomii P a Q: P(z) = x* + 2% — 2, Q(z) =
% + 22— 3.

Reseni. Postupujeme dle Eukleidova algoritmu.

Nejdrive vydélime polynom P polynomem Q:

o o 5 —22x 4 22
T + z* — ?} x4 23— 3} =3 — x4+ 84—
’ 4 a 2 ) 4 2e =3
— " =2+ Jx
— 2t 4 4g?
2et 4 4x? — Gz
Re? —Gx =2
— 827 — 16z + 24
— 225422

Ziskany nenulovy zbytek znormujeme (vydélime &islem —22): —22z 4+ 22 ~ 2 — 1.

Ve 2. kroku vydélime polynom @ normovanym zbytkem ziskanym v predchazejicim kroku:
( z242x=3):(z=1)=x+3

— 2 +x
Jr—3
—dx+3

]

Ve 2. kroku jsme dostali nulovy zbytek, algoritmus tedy kon¢i. Nejvétsim spoleénym déli-
telem polynomi P a @ je x — 1 - posledni nenulovy zbytek.

Priklad 2. Naleznéte nejuétsi spolecny délitel polynomii P a Q: P(x) = 2° + 22 — 2, Q(z) =
23+ 2x — 3.

Resend. Postupujeme dle Eukleidova algoritmu.

Nejdrive vydélime polynom P polynomem @:

i R ) 5 x4 dr — &
( z° 4 og? - 2} : ||";.:.-"+?:e.'—3) =z =24 __'!_-5 +,)_f 7
— x7 — 237 3p? e
B T -2
?;.:."'5 +4x—6
dz’ 4+ 4r— 8

Ziskany nenulovy zbytek znormujeme (vydélime ¢islem 4): 422 + 4z — 8 ~ 22 + x — 2.

Ve 2. kroku vydélime polynom () normovanym zbytkem ziskanym v predchéazejicim kroku:



, 4 or =0
( +2r=3):(x*+zx-2)=x-1+ ,’ ’0
_,.!__.'s_e_’_’_?.! (s ol
— 4 4r -3
et +x—2
r [

Ziskany nenulovy zbytek znormujeme (vydélime ¢islem 5): 5z — 5 ~ 2 — 1.

Ve 3. kroku vydélime polynom 22 4+ z — 2 normovanym zbytkem ziskanym v piedchazejicim
kroku:

{ 2 +:e:—9}:{:e:—l}=:e:+?
—z? +x
2x =2
—2x 42

Ve 3. kroku jsme dostali nulovy zbytek, algoritmus tedy konéi. Nejvétsim spole¢nym déli-
telem polynomu P a @ je x — 1 - posledni nenulovy zbytek.

1.2.2 Hledani kofeni polynomii
Piiklad 3. Urcete pocet kladnych, zdporngch, redlngjch, komplexnich (a imagindrnich) kofend
polynomu P: P(z) = z* + 223 — 2522 — 26z + 120.

Resend. Stupehi polynomu st(P) = 4 — podle dusledku Zakladni véty algebry je poet komplexnich
korent roven 4.

Koeficienty P(zx) jsou 1,2, —25,—26,+120 — 2 znaménkové zmény — 2 nebo 0 kladnych
redlnych kofenil.

Koeficienty P(—x) = 2* — 22% — 2522 + 262 + 120 jsou 1, —2, —25, 26,120 — 2 znaménkové
zmény — 2 nebo 0 zapornych realnych korent.

Pro kofeny polynomu P jsou nasledujici moznosti:

a) 0 realnych kofent, 4 kofeny imaginarni,

b) 2 redlné kofeny (bud 2 kladné, nebo 2 zaporné), 2 kofeny imaginarni (2 komplexné sdruzené
kofeny a + 1),

c¢) 4 realné kofeny (2 kladné a 2 zaporné), 0 koFenii imaginarnich.

Piriklad 4. Urcete pocet kladnych, zdporngch, redlngch, komplexnich (a imagindrnich) kofend
polynomu P: P(x) = 2% — 622 + 11z — 6.
Regeni. Stupeii polynomu st(P) = 3 — podle disledku Zakladni véty algebry je pocet komplexnich

korenu roven 3.

Koeficienty P(z) jsou 1,—6,11, —6 — 3 znaménkové zmény — 3 nebo 1 kladnych redlnych
korenn.

Koeficienty P(—z) jsou —1,—6,—11, —6 — zadna znaménkova zména — 0 zapornych real-
nych kofent.



Pro kofeny polynomu P jsou nasledujici moznosti:
a)
b) 3 realné kladné kofeny, 0 kofenti imaginarnich.

Priklad 5. Ovérte, je-li x = 1 kotenem polynomu P(x)

Reseni. Sestavime Hornerovo schémas:

1 =0 0 3 =5
1 1 -2 =2 1
1 -2 =2 1| =4
Jelikoz vyslo by = —4 # 0 (zardamovana hodnota), neni x = 1 kofenem zadaného polynomu.

Priklad 6. Rozlozte polynom P(z) = x° +a* — 523 — 922 — 242 — 36 na soucin korenovijch ciniteli

v oboru redlnyjch cisel.

Resend. Podle podminky pro celoc¢iselné kofeny mohou byt kofeny polynomu pouze délitelé ¢isla

—36, tj. +1,+2, +3, +4, +6, +9, +12, +18 a +36.

1 realny kladny kofen, 2 koFeny imaginarni (2 komplexné sdruzené kofeny o« + (i),

=d4a* — 623 + 3z — 5.

Postupné sestavime Hornerovo schéma pro potencialni koteny.

x = 1 neni kofenem zadaného polynomu:

1 1 -5 -9 —-24 —-36
1 1 2 -3 =12 =36
1 2 =3 =12 -=36| -T2
x = —1 nenf kofenem zadaného polynomu:
1 1 -5 =9 =24 =36
-1 -1 t] ] ;! 20
1 0 -3 =4 =20 =16
x = 2 neni kofenem zadaného polynomu:
1 1 -0 -9 - 24 — 36
2 2 G 2 - 14 - 76
1 3 1 -7 - 38| =112
x = —2 je korfenem zadaného polynomu:
| 1 -5 =9 =24 =36
-2 -2 2 G G 36
1 -1 -3 =3 =18 0

Jelikoz kofeny zadaného polynomu P; musi byt zaroven kofeny polynomu Q4 = x
322 — 3z — 18, musi délit —18. Lze tedy okruh testovanych éisel zazit na —2, +3, +4, +6, +9, +12

a +18

Otestujeme znovu z = —2:




1 -1 -3 -3 =18

-2 -2 G -G 18

1 -3 3 -9 0
x = —2 je kofenem zadaného polynomu. Jelikoz kofeny zadaného polynomu P; musi byt
zéroveii kofeny polynomu Q3 = 23 — 322 + 3z — 9, musi délit —9. Lze tedy okruh testovanych &isel
zuzit na +3 a +9. Vime tedy, Ze * = —2 nemuze byt vice nez dvojnasobnym kofenem zadaného

polynomu.

x = 3 je kofenem zadaného polynomu:
1 =3 3 =9
3 3 0 9
| 0 3 v}

Kofeny zadaného polynomu Ps musi byt zarovein kofeny polynomu Q; = 22 + 3. Rovnice
22 + 3 = 0 nema celoéiselné kofeny, ale 2 komplexné sdruzené koteny> .

Rozklad zadaného polynomu na souéin kofenovych ¢initelt je tedy tvaru: (z + 2)%(z — 3)(2? + 3).

1.3 Priklady k procviceni
1.3.1 Nejvétsi spoleény délitel polynomu
Priiklad 1. Naleznéte nejuétsi spolecny délitel polynomi P a Q:

a) P(x) =a2* + 23 — 52% — 3z + 6, Q(z) = 2* — 52% + 4
b) P(z) = 2z* + 1223 + 1122 — 39z — 58, Q(z) = 223 + 1622 + 41z + 34
Redeni. a) z2 +x — 2

b) x +2

1.3.2 Hledani kofend polynomi

Priklad 2. Urcete pocet kladnych, zdporngch, redlngch, komplexnich (a imagindrnich) kotend
polynomu P: P(x) = 27 — 1425 + 322 + 1.

Reseni. 7 komplexnich kofent s néasledujicimi moznostmi:

a) 1 realny zaporny kofen, 6 kofend imaginarnich (3 - 2 komplexné sdruzené koteny)

b) 1 realny zaporny kofen, 2 realné kladné kofeny, 4 kofeny imaginarni (2 - 2 komplexné sdruzené
kofeny)

2

Piiklad 3. Ovérte, je-li ¢ kofenem polynomu P(x) = 25 + 2* + 2° —2? — 2z — 1:

3 Lze zjistit napf. tak., Ze ve vzorci pro feSeni dané kvadratické rovnice vyjde zaporny diskriminant.
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a) c=—1

b) e=1

Regent. a) neni

b) je

Priklad 4. Rozlozte polynom P(z) = x° — 4z* + 223 + 222 + x + 6 na soucin kofenovych ciniteli
v oboru redlngch cisel.

Regent. 2° —4x* + 223 + 222 + 2+ 6 = (x 4+ 1)(z — 2)(z — 3) (22 + 1)
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