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1 Integrace racionalni lomené funkce

V této kapitole vyuZijeme znalosti ziskané v minulém semestru a rozsifené v pfedchozi kapitole.

Budeme se zabyvat integraly tvaru § ggig dz, kde P(x) a Q(z) jsou polynomy.

1.1 Parcialni zlomky

Funkci proménné x ve tvaru %, kde P(z) a Q(x) jsou polynomy, nazyvame racionalni lomenou
funkci. Je-li stupen polynomu v ¢itateli P(z) mensi neZ stupeil polynomu ve jmenovateli Q(x),
nazyvame danou funkci ryze lomenou. V opa¢ném piipadé mluvime o funkci neryze lomené.

KaZdou neryze lomenou funkci 1ze délenim polynomu polynomem pievést na soucet polynomu
a ryze lomené racionalni funkce.

Zakladnim feSenim integrace ryze lomenych racionalnich funkci je jejich pfevedeni na jed-
noduché zlomky, které jiz umime integrovat. Tyto jednoduché zlomky nazyvime parcialnimi
zlomky. Pro rozklad racionalni lomené funkce na parcidlni zlomky je tfeba nalézt kotfeny poly-
nomu jmenovatele a polynom ve jmenovateli pfevést na souc¢in kotfenovych ¢initelid. Tyto Cinitele,
pfipadné jejich mocniny, pouzivame jako jmenovatele jednotlivych parcidlnich zlomkd.

Budeme rozlisovat tii zakladni typy parcidlnich zlomki:

1) Je-li v rozkladu jmenovatele na kofenové €initele vyraz: (ax + b), kde a = —g je jednoduchy
kofen jmenovatele, odpovida tomuto Ciniteli v rozkladu parcialni zlomek

_A
az+b’

kde A je vhodna konstanta.

2) Je-li v rozkladu jmenovatele na kofenové ¢initele vyraz: (az + b)¥ a o = —2 je k—nésobny
kofen jmenovatele, kde k > 1, odpovida tomuto ¢initeli v rozkladu k parcialnich zlomku tvaru
Ay Ay Ay
az+b’ (ax+b)2’ """ (az+b)k>

kde A1, As, ..., Ag jsou vhodné konstanty.

3) Je-li v rozkladu jmenovatele na kofenové ¢initele vyraz: az? + bx + ¢, ktery nema realné koteny,
to jest b — 4ac < 0, odpovida tomuto &initeli v rozkladu parcialnf zlomek tvaru:

Ax+B
az?+br+c’

kde A, B jsou vhodné konstanty. V pfipadé vicendsobnych imaginarnich ko¥ent postupujeme
stejné jako v pripadé 2.

Nejlepsi bude ukazat si rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky na modelovych
piikladech. Za¢neme jednodussim piikladem se jmenovatelem s realnymi kofeny.

Modelovy priklad 1:

Naleznéte rozklad racionalni lomeneé funkce na soucet parcialnich zlomku

z241
z3(2z—1)
Jmenovatel zlomku je uz rozlozeny na sou¢in kofenovych ¢initelti, mame proto snazsi praci.
Funkce ma jeden jednonasobny kofen % a jeden trojnasobny kofen 0. Rozklad na parcialn{ zlomky
bude mit tvar:



D
r—1

z>+1  _ A, B c
m3(2m—1)_§+ﬁ+?3+2

Nyni vynasobime obé& strany rovnice vyrazem 2°3(2z — 1) a ziskdme rovnici:

2?2+ 1= A2?(2x — 1) + Bz(2x — 1) + C(2z — 1) + D2?

Dva polynomy si jsou rovny tehdy, rovnaji-li se jejich koeficienty u stejnych mocnin pro-

ménné x. Budeme tedy porovnéavat koeficienty na levé a pravé strand rovnice pro vyrazy x>, x
tim ziskdme Etyfi rovnice pro ¢tyfi neznamé:

3 . 0=24+D
22 . 1=2B—-A
' : 0=2C-B

20 . 1=-C

2

,xta 20,

VyfeSenim této soustavy rovnic ziskime koeficienty: A = =5, B = —2,C' = -1, D = 10.

Rozklad na parcialni zlomky ma tedy tvar:

z241 -5 2 14 10

z3(2z—1) ~ =z 2 z3
Modelovy priklad 2:
Naleznéte rozklad racionalni lomené funkce na soucet parcialnich zlomku

X
z3—1

V tomto piipadé musime nejdiive rozlozit jmenovatele na soucin kofenovych ¢initeli. Vyraz
2% — 1 ma jeden kofen roven 1, lze jej tedy vydélit vyrazem = — 1, tim ziskame rozklad 3 — 1 =
(x — 1)(2? + 2 + 1) druhy vyraz nemé realny koren. Rozklad na soudet parcialnich zlomkt bude

mit tvar:

Bx+C
2 4a+1

T _ A
z3—-1 = z-—1 +

Vynéasobenim obou stran rovnice ziskdme tvar:

r=A@*+z+1)+ (Bzx+CO)(z—1)

Porovnanim pfislusnych koeficientt dostavame soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych:

2 : 0=A+B
2t . 1=A—-B+C

20 0=A4 -C

Soc¢tem v8ech t¥{ rovnic uré¢ime koeficient A = %, dosazenim proménné A do prvni a treti
rovnice vypocitame proménné B a C. B = —% a(C = % Rozklad na parcialni zlomky mé tedy

tvar:

T 1 _ r—1
z3—1 = 3(z—1) 3(x24z+1)"




1.2 Integrace parcialnich zlomku

Nyni jiz mazeme piistoupit k integraci jednotlivych parcialnich zlomku. Uvedeme si sice vzorce pro
integraci jednotlivych zlomkﬁ ale neni tfeba se je u¢it na zpamét. VyuZzejeme znalosti z minulého
—, pifpadné @=DF ) .Prunzlomekpovedenapirozenlogaritmus funkce, druhvedekezlomk

Vzorce pro integraci parcidlnich zlomktu maji tvar:

1) §-A: =2jax+b); a #0

ax+b
A _ A 1. )
2) S(w+b)k =~ ath-D @erpeTs @ # 0k >1
Az+B A Ab 2 2az+b_.
3) Mzcﬂ;x“ =S Inla® +bx+c + (B— %)\/4(”_172 arctan \/4‘“““()2, b2 —dac < 0

Je ziejmé, Ze zv1astd posledni vzorec je zbyteéné se ucit na zpamét. Ukazeme si tedy jak
provést integraci bez znalosti tohoto vzorce. Nejprve se ale podivame na predchozi prvni modelovy
priklad.

Modelovy priklad 1 - integrace:

Integral racionalni lomené funkce z prvniho modelového piikladu predchozi kapitoly bude
mit tedy tvar:

S$3g€2:11)dx _ S(%} _ ?22 _ 14 2;81)d = —5In |z —|— + 5= +5ln|2x— 11+ C

Podrobny vypocet ponechame na procviceni ¢tenari.
Nyni se podivame na druhy modelovy ptiklad.
Modelovy priklad 2 - integrace:

ng, 1d:v— %ﬁdzf dx

S 1_ x—1
3z24z+1

Prvni integral vede opét na pfirozeny logaritmus jmenovatele, druhy integral budeme upra-
vovat:

Nejprve dosadime do piislusného vzorce:

2z+1
V3

§rrde = dule —1] = ha(e? + o+ 1) + G arctan

1
V3
Nyni si ukdZzeme postup vypoc¢tu druhého integralu bez znalosti pfislusného vzorce:

dr =

1 _
3m2+m+ldx 3 Sa:2+:c+1

nejprve upravime zlomek tak, aby ¢itatel byl derivaci jmenovatele

1¢12z+1-3 1 22+1
§S§wgix+ldm = 65(m2i;+1 2+$+1)dm =
=tl@® +2+1) - 3§ L qde =

integral nyni upravime na tvar vedouci na funkci arctan

=1{—&& 5=
2 x2+z+1 2 (@+3)2+2

§ % = tento integral po tpravach vede k vysledku: \/g arctan 2f/t1 Po shrnuti

)2+1




vSech vypocti obdrzime stejny vysledek jako pfi dosazeni do vzorce. Nechame na ¢tenafi, aby si
sam zvolil postup k FeSeni tohoto druhu funkei.

1.3 Integrace racionalnich lomenych funkci

Pri integraci racionalnich lomenych funkci vyuzivame piedchozich znalosti. Nejdiive vzdy pie-
vedeme neryze lomenou funkci na soucet polynomu a ryze lomené funkce. Ryze lomenou funkci
prevedeme na parcialni zlomky a ty postupné integrujeme. Pokud byla ptavodni funkce neryze

lomen4, nesmime zapomenout na integraci polynomu. Cely postup si ukdZzeme na feSenych piikla-
dech.

1.4 Resené piiklady

Priklad 1. Vypoctéte integrdl § z2‘f4m1+8 dx

Resent. Integral ve zlomku si nejdfive rozdélime na dva tak, Ze jeden povede na logaritmus funkce
a druhy na funkei arcustangens. § w*-tcdr = o xff;isdm + B =g de = nejditve vypodi-
tame koeficienty o a . 4o — 1 = a2z + 4) + 6 1 Porovnanim koeficientti dostaneme 4z = «.2x

a—1=24+4p1=8+( = —9 Budeme tedy feéit integraly 2 { 22— dr —

2214748 Prvni

d
9§ riers
Tento integral je roven:

integral je roven: Druhy integral upravime: 9S 14578 4w T8 =

48@

—% arctan ZE2. Cely integrél je tedy roven: 2In(z? + 4a + 8) —  arctan ££2 + C

1.5 Priklady k procviceni
Priklad 2. 1) Sﬁdm

2) § {rda

3) S 4z%+5 dr =

3 2x24x

4) SxQ 6x+5 =
5) SmQ (z— 1)

6) S 3x+4 d{E _

242042

7) S 225 —m141x2;-34x 4d1’ _

2041 _
8) § sx2baymdr =
Regeni. 1) Larctana? + C

i n(l+2*)+C
51n

w

2| —ln|lz —1| - % + C

oot

Injz—5/—ilnjz—1|+C
)

fa—

njz—1—Inlz|+1+C

2)
)
4)
)
)

6) 2In|2? + 2z + 2| + arctan(z + 1) + C



7) 5lnfz| =3z —2[+ 1 - 5 +C

2 221
8) In|x? — 6z + 12| + v/3 arctan 7 T C
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