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Optimalni algoritmy pro problém Fazeni

Pripomenuti. Aktualné zname nékolik algoritma se sloZtosti O(n?) a
jeden optimalni se sloZitosti O(n logn) - Merge sort.

Nevyhoda Merge sortu je dodatecna pamét, kterou potfebuje pro
svlj vypocet, typicky O(n) na poli.

Zamysleni. Lze navrhnout optimalni algoritmus pro problém Fazeni
s konstatni extrasekvencni prostorovou sloZitosti?

Idea pro novy fadici algoritmus. UvaZzme datovou strukturu, ktera
poskytuje efektivni operaci pro odebrani minimalniho prvku. Jak Ize
pomoci ni implementovat razeni?



PoZadavky na datovou strukturu

Pozorovani. Strukturu, ktera by poskytovala operaci odebrani
minimalniho prvku v nizSim nez O(n), nepostavim na zakladé pole
nebo spojového seznamu.

Poznamka. S linedrni sloZitosti vyhledani minima nad polem nebo
seznamem dostdvam de facto Selection sort.

Napad. Uvazme strukturu, ktera jiZz v sobé bude obsahovat vhodné
usporadani prvka, které ndm umozni provadét operace nad prvky
v nejvyse logaritmickém ¢ase. Celkem pro n prvkd tedy dostanu
nejhtre O(nlogn).
* Toho by mohlo jit dosahnout, pokud vSechny prvky budou
»vzdaleny” od vychoziho nejvyse O(logn).
+ Jak takovou strukturu navrhnout?



Binarni strom I

Napad. Uvazme rozSifeni spojového seznamu, kdy kazdy prvek
bude obsahovat dva ukazatele na dalSi prvky. Cykly mezi prvky
nepovolime.

Takovou strukturu nazveme binarni strom. Kazdy uzel (prvek)
bindrniho stromu ma nejvyse dva potomky.



Binarni strom II

Nazvoslovi:

* koren - vychozi prvek stomu,
nevedou na néj Zadné ukazatele

* list - uzel, ktery nema Zadné
potomky

* vétev - poslopnost uzll od
koFene k listu

+ vySka stromu - délka nejdelSi
vétve

Pozorovani. SloZitost pristupu k jednotlivym prvkiim od korene
bude nejvySe O(h), kde h je vySka stromu.

Otazka. Jakd je minimalni a maximalni vySka bindrniho stromu o n
uzlech?



Binarni strom III

Nejhorsi pfipad.
Degenerovany strom
odpovidajici de facto
spojovému seznamu. Jeho
vyska pro n prvki je O(n).

Nejlepsi pFipad. Uplny binarni
stom ma na k Grovnich 2" — 1
uzld.

Obracené, uplny binarni
strom o n uzlech ma vysku
nejvySe O(log, n).

Zaveér. Cilem pfi navrhu pro nas vhodné datové struktury je pfibliZit
se co nejvice uplnému binarnimu stromu.



Halda

Halda je datova struktura poskytujici efektivni operace pro pridani
prvku a odebrani minima.

Binarni halda ma jako zaklad bindrni strom se dvéma vlastnostmi:

1. Pro kazdy uzel plati, Ze jeho
potomci maji stejnou nebo vétsi o

hodnotu.
(5) (3)

2. Na vSech drovnich s vyjimkou

posledni je binarni strom zcela e e G
zaplnén. V posledni drovni jsou

listy zaplfiovany zleva doprava.

Poznamka. Druha vlastnost zarucuje, Ze vyska haldy je logaritmicka
vzhledem k poctu prvka.

Poznamka. Uvedena definice plati pro tzv. minimovou haldu, ktera
ma v kofeni minimum. Analogicky Ize definovat maximovou haldu.



Operace nad haldou

Zjisténi minima. Minimum haldy je v jejim kofeni, sloZitost operace
je zjevné O(1).

Pridani prvku. Novy prvek pfidam na prvni volné misto. Musim
ovSem zajistit, Ze bude zachovano usporadani na vétvich.

* pokud je prvek menSi nez jeho D)
rodic, dojde k jejich prohozeni

* téchto prohozeni miZze byt (5] (3)
nejvySe O(logn), kdy se novy OoIROIO

prvek dostane do kofene haldy

Odstranéni minima. Vyménim hodnotu kofene a posledniho prvku,
ktery pak mohu snadno odstranit.
* pokud je novy kofen vétSi neZ jeho potomci, je potfeba
mensiho z nich s kofenem prohodit a postupovat obdobné nize
smérem k listdm — celkové az O(logn)



Heap sort

Heap sort je fadici algoritmus, ktery je postaven nad operacemi
haldy. Ma dvé faze:

1. PFidani viech prvk{ do haldy.

2. Opakované odebirani minima.

SloZitost Heap sortu
* prvni faze ma sloZitost O(n), druhda pak O(n logn)
* celkové tedy O(n logn)
* Heap sort je optimalni algoritmus

Zamysleni. Ackoliv asymptoticky optimalni, navrZzend implementace
vyZaduje stale linedrni mnoZstvi paméti pro vytvoreni haldy. Jde to
udélat Iépe?



Implementace haldy v poli

Napad. Kazdou binarni haldu

(obecné i kaZdy zleva zarovnany (1)
binarni strom) Ize reprezentovat
v poli. 9 9
Pro kazdy uzel plati: e @ @
* je-li uzel uloZen na indexu i, jeho 1 2 3 4 5 6
levy potomek je na indexu 2i | 1 | 5 | 3 | 9 | 8 | 6 |

+ analogicky pravy potomek pak
na indexu 2i + 1

Heap sort pak spociva ve vytvoreni maximové haldy
preusporadanim prvkd v poli (1. faze) a nasledné odebrani vSech
prvka (2. faze), které budou tvorit od konce sefazenou posloupnost.



Heap sort - implementace

def SiftDown(A, start, end):
root = start
while True:
child = 2 * root + 1
if child >= end:

break
if child + 1 < end and A[child] < A[child + 1]:
child += 1

if A[root] < A[child]:
A[root], A[child] = A[child], A[root]
root = child

else:
break

def HeapSort(A):
for i in range(len(A) // 2, -1, -1):
SiftDown(A, i, len(A))

for i in range(len(A)):
A[O], A[len(A) - i - 1] = A[len(A) - i - 1], A[0]
SiftDown(A, 0, len(A) - i - 1)



Haldy v Zivoté informatika (http://xkcd.com/835/)

Not only is that terrible in general, but you just KNOW Billy’s going
to open the root present first, and then everyone will have to wait
while the heap is rebuilt.



Odbocka: Prioritni fronta

Opakovani. Aktualné umime implementovat jednoduchou frontu
pomoci spojového seznamu nebo pole pevné délky.

Zobecnéni. Pfifadme kazdému prvku prioritu, ktera bude urcovat
v jakém poradi bude z fronty odstranén.

Pozorovani. Stavajici implementace v tomto pfipadé neposkytuji
lepSi nez linearni sloZitost pro alespon jednu z operaci fronty, tedy
pridani nebo odebrani prvku.

Re3eni. PFimocarou implemetaci prioritni fronty je binarni halda.
* pfidani prvku - O(logn)
+ odebrani prvku (odpovida odebrani minima) - O(logn)
* pokud je implentovana v poli, k pfidavani nebo odebirani prvkl
dochazi jen na jeho konci — Ize vyuZit dynamického pole



Indexy

Shrnuti. V soucasnosti umime sefadit data podle zvoleného klice.
Vyhledavat v sefazeném poli Ize efektivné pomoci binarniho
vyhledavani v logaritmickém case.

* neni nutné radit vlastni
(Casto objemna) data, ale
staci seradit klice

+ takovych usporadani, tzv.
index(, je mozZné udrZovat
vice najednou

HEIBOED

[clolrfeft]x]

Nevyhoda soucasného feSeni spociva v obtizné zméné velikosti
index{. Pfidani nebo odebrani prvku ma linearni sloZitost.

Napad. VyuZijme misto pole jako zdklad indexu binarni strom.



Binarni vyhleddavaci strom

Binarni vyhledavaci strom (BST) je datova struktura zaloZena na
bindrnim stromé, kde pro kaZdy uzel plati, Ze:

* vSechny uzly v jeho levém
podstromu maji mensi
ohodnoceni nez on sam

+ analogicky vSechny uzly
v pravém podstromu maiji
ohodnoceni vétsi

Zakladni operace nad BST:
* pridani prvku
* odebrani prvku
* vyhledani prvku



Operace nad BST

Vyhledani prvku. Analogie binarniho
vyhledavani - porovnavame hledanou
hodnotu s ohodnocenim aktualniho prvku.
Je-li mensi, vyhledavani pokracuje v jeho
levém podstromu, je-li vétsi, pak v pravém.

Pridani/odebrani prvku. Nejprve je potfeba nalézt misto, kde
k vlastnimu pfidani/odebrani dojde. Na konci pak zajistit, Ze
zméneény strom je stale BST.

Pozorovani. SloZitost téchto operaci bude zaviset na vysce stromu,
v nejhorsim pfipadé bude tedy linearni (uvazme napf. vytvofeni BST
ze serazené posloupnosti klica).

Zavér. Pro dosaZeni efektivity je potfeba implementovat operace
pfidani a odebrani prvku tak, aby udrzovaly logaritmickou vySku BST.



