Odchylky afinnich podprostoru
v euklidovském prostoru

Bud n € N pfirozené ¢islo. Budeme se vénovat odchylkdm afinnich
podprostoru kladnych dimenzi v euklidovském vektorovém prostoru E,,
to jest ve vektorovém prostoru R" se standardnim skalarnim souc¢inem
(x,y) = (xy).

Odchylku dvou afinnich podprostoru P, Q kladnych dimenzi v eu-
klidovském vektorovém prostoru E,, zna¢ime symbolem £ (P, Q) a de-
finujeme ji jako odchylku £(Z(P), Z(Q)) zaméreni Z(P), Z(Q) téchto
afinnich podprostoru:

£(P,Q) = £L(Z(P), 2(Q))-

To znamena, ze se v dalsim vykladu muzeme omezit na odchylky nenu-
lovych vektorovych podprostoru euklidovského vektorového prostoru E,,.

V nésledujici definici odchylky dvou nenulovych vektorovych podpro-
storu euklidovského vektorového prostoru E, budou figurovat odchylky
dvojic nenulovych vektoru z R™ vypoctené v euklidovském prostoru E,,.
Pfipomenme proto, ze pro odchylku £(x,y) libovolnych dvou nenulovych
vektoru x,y € R" v euklidovském prostoru E,, jsme v pfedchozim textu
odvodili formuli:

 (xy)
€08 £05Y) = T FTl

Doplnme jesté, ze pro libovolné dva nenulové vektory x,y € R" odtud
plyne vztah

e XYy
x|yl =

coz je fakticky instance Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti. Pro kterékoliv
dva nenulové vektory x,y € R" to ma za nasledek, ze tyto dva vektory
maji v euklidovském prostoru E,, podle piredchozi formule jednoznacneé
urcenou odchylku £(x,y) nachazejici se v intervalu <0, 7>.

Jsou-li nyni V, W dva nenulové vektorové podprostory v euklidov-
ském vektorovém prostoru E, spliujici podminku V.N'W = {o}, je
jejich odchylka £(V, W) v euklidovském prostoru E,, definovana formuli

A(V,W)=inf{L(x,y): x€ V—{o},y € W—{o}}.
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Je ztejmé, na rozdil od odchylky dvou nenulovych vektoru v eukli-
dovském prostoru E,,, ze odchylka dvou nenulovych vektorovych podpro-
storu v euklidovském prostoru E,,, jejichz prunik je nulovy podprostor,
se vzdy nachazi v intervalu <0, 5>.

V dalsim vykladu se nebudeme vénovat obecnému pripadu odchylky
dvou nenulovych vektorovych podprostoru V, W v euklidovském vekto-
rovém prostoru E,, spliujicich podminku VN'W = {o}, ale omezime se
pouze na studium nékterych specidlnich piipadi, vesmeés prevoditelnych
na situaci, kdy alespon jeden ze zminénych vektorovych podprostoru
V., W je jednorozmérny. Pro obecny pfipad odkazujeme napriklad na
skripta:

Bohumil Smarda, Linedrni algebra, SPN, Praha 1985, kap. IX, §5.

Nicméné z obecnych poznatku o odchylkach dvou nenulovych vek-
torovych podprostoru V, W v euklidovském vektorovém prostoru E,
spliiujicich podminku V.N'W = {o} plyne, ze odchylka takovych dvou
vektorovych podprostorua V, W se vzdy realizuje jako odchylka vhodnych
konkrétnich nenulovych vektori x € V ay € W. To ale znamena, ze
predchozi definiéni formuli pro odchylku dvou nenulovych vektorovych
podprostoru V, W v euklidovském vektorovém prostoru E,, splnujicich
podminku VN'W = {o} lze prepsat ve tvaru

£(V,W)=min{£(x,y): x€e V—{o},y € W —{o}}.

Poznamenejme jesté, ze doposud diskutovany piipad, kdy V, W jsou
dva nenulové vektorové podprostory v euklidovském vektorovém pro-
storu E,, splinujici podminku VAW = {o}, v sobé zahrnuje jako specidlni
pifpad situaci, kdy je splnéno W C V- (coz je ekvivalentni tomu, Ze je
spliieno V.C W+). V této situaci ale zfejmé mame £(V, W) = 2.

Dokonceme nyni definici odchylky dvou nenulovych vektorovych pod-
prostoru V, W v euklidovském vektorovém prostoru E, v piipadé, kdy
VNW # {o}. Jestlize V.C W nebo W C V., pak prirozené klademe
A(V,W) = 0. Jestlize vsak VNW # {o}, avsak soucasné V.¢ W
a W ¢ V| pak uvdzime vektorové podprostory V.= V N (VN W)+
a W =Wn (VW)L Pak ziejmé V a W jsou nenulové vektorové
podprostory euklidovského vektorového prostoru E,, splinujici podminku
VNW = {o}. V tom piipadé klademe £(V,W) = £(V,W).



Vénujme se nyni konkrétné situaci, kdy vektorovy podprostor V eu-
klidovského vektorového prostoru E,, je jednorozmeérny. To znamend, ze
V = [u] pro néktery (kterykoliv) nenulovy vektor u z V. Mame urcit
odchylku vektorového podprostoru V od nenulového vektorového pod-
prostoru W. V takovém pripadé obvykle mluvime o odchylce vektoru u
od vektorového podprostoru W a znacéime ji symbolem 4 (u, W). Po-
kud u € W, pak ovéem £(u, W) = 0. Pokud u € W+, pak zfejmé
£(u, W) = Z. Pokud vsak u ¢ W a také u ¢ W+, uvazme ortogonélni
projekci z vektoru u do vektorového podprostoru W. Ponévadz u ¢ W,
je z # o. Ponévadz dale u ¢ W, je také u—z # o, anavic VAW = {o}.
Uvidime, ze pak £(u, W) = £(u,z). K tomu sta¢i podle definice od-
chylky vektorovych podprostoru V = [u] a W ukézat, ze pro libovolny
nenulovy vektor y € W je £(u,y) > £(u,z). Ponévadz ale u —z € W+,
dostavame

(w,y) (z+u-—zy)

08 (8 Y) = Tl F iyl = Tl 1]
_ _(zy) (u-zy) (zy)
IEURIVA I RN I R
izl (z2)
Syl o (]2
_ (z,z) <u—z,z>: (u,z) _ cos £(u, z)
[Jall-|z]] ~ [Jall-|[z]]  [Ja]]-|[=z]]

s vyuzitim Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti. Ponévadz funkce cos ¢ je na
intervalu <0, 7> klesajici, plyne odtud vyse zminéna potiebna nerovnost
£(u,y) > £(u,z) pro kazdy nenulovy vektor y € W. To potvrzuje, ze

£L(u, W) = L(u,z),

kde z je ortogonalni projekce vektoru u do vektorového podprostoru W
v euklidovském prostoru E,,.

Daéle se kratce vénujme situaci, kdy n > 1 a kdy vektorovy pod-
prostor V euklidovského vektorového prostoru E, ma dimenzi n — 1,
tedy situaci, kdy vektorovy podprostor V je nadrovina v euklidovském
vektorovém prostoru E,,. Tehdy jeho ortogondlni doplnék V+* je jedno-
rozmérny vektorovy podprostor, takze madme V1 = [r], anebo ekviva-
lentné V = [r|* pro néktery (kterykoliv) nenulovy vektor r z V+. Takovy
vektor r se nazyva normalovy vektor nadroviny V. Vypocet odchylky
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této nadroviny V od nenulového vlastniho vektorového podprostoru W
euklidovského vektorového prostoru E,, lze prevést na vypocet odchylky
normalového vektoru r nadroviny V od zminéného vektorového pod-
prostoru W. Plati totiz nasledujici tvrzeni (viz napfiklad skripta MFF
Univerzity Komenského: Pavol Zlatos, Linearna algebra a geometria,
Bratislava 2010, §14.3).

Pro libovolny nenulovy vlastni vektorovy podprostor W euklidovského
vektorového prostoru E,, a pro libovolny nenulovy vektor r z tohoto
euklidovského vektorového prostoru plati rovnost

T

L, W) + L[], W) = .
Dluzno podotknout, ze bez predpokladu, ze v tomto tvrzeni vystupuje jen
nenulovy vektor r sdm, jinak feceno, ze zde figuruje pouze jednorozmeérny

vektorovy podprostor [r], tato rovnost obecné neplati.

Na zakladé poznatku z predchozich odstaveu umime odchylku £ (r, W)
v této rovnosti vypocitat. Umime proto vypocitat i odchylku £ ([r]*, W),
to jest, pfi oznaceni z prfedminulého odstavce, umime vypocitat i od-
chylku £(V, W) nadroviny V = [r]* od vektorového podprostoru W.

Navic pro libovolny nenulovy vlastni vektorovy podprostor W eukli-
dovského vektorového prostoru E, a pro libovolny nenulovy vektor r

z tohoto euklidovského vektorového prostoru plati zfejmé rovnost
70

£(r W) + £(r,Wh) = 2.

Kombinaci této rovnosti s predchozi rovnosti dostavame konecné rovnost
A([r]5, W) = £L(r, W™).

Pfitom rovnéz odchylku £(r, W+) umime na zdkladé poznatki z mi-
nulych odstavcu vypocitat. Dostavame tak dalsi moznost, jak vypocitat
jak vypocitat i odchylku £(V, W) nadroviny V = [r]* od vektorového
podprostoru W v euklidovském vektorovém prostoru E,,.



