
Kanonický tvar kvadratických forem

Necht’ (U,+, ·) je euklidovský prostor dimenze n, tj. vektorový prostor nad
tělesem R reálných č́ısel konečné dimenze n se zadaným skalárńım součinem.
Necht’ α = (g1, . . . ,gn) je zvolená ortonormálńı báze v euklidovském prostoru
(U,+, ·). Mějme kvadratickou formu

F : U→ R

na vektorovém prostoru (U,+, ·) a uvažme symetrickou bilineárńı formu

f : U×U→ R

na vektorovém prostoru (U,+, ·) vytvářej́ıćı kvadratickou formu F t́ım zp̊uso-
bem, že pro každý vektor u ∈ U je F (u) = f(u,u). Symetrická bilineárńı
forma f s touto vlastnost́ı je kvadratickou formou F určena jednoznačně.
Bud’ A matice symetrické bilineárńı formy f v bázi α. To znamená, že máme
A = (aij)i=1,...,n, j=1,...,n, kde pro každá i, j ∈ {1, . . . , n} je aij = f(gi,gj). Je tedy
A čtvercová symetrická matice řádu n nad R. Pro každý vektor u ∈ U a jeho
souřadnice (u)α v bázi α zapsané do sloupce pak máme vztah

F (u) = (u)>α · A · (u)α.

Bud’ dále ϕ : U → U lineárńı operátor na vektorovém prostoru (U,+, ·)
definovaný t́ım, že A je jeho matićı ve výše zvolené bázi α prostoru (U,+, ·),
tedy takový, že A = (ϕ)α,α. Pak pro každý vektor u ∈ U, jeho souřadnice (u)α
v bázi α zapsané do sloupce a pro souřadnice (ϕ(u))α jeho obrazu při lineárńım
zobrazeńı ϕ rovněž v bázi α zapsané taktéž do sloupce máme vztah

(ϕ(u))α = A · (u)α.

Poněvadž ovšem matice A je symetrická a α je ortonormálńı báze euklidovského
prostoru (U,+, ·), je ϕ : U → U samoadjungovaný operátor na euklidovském
prostoru (U,+, ·). Připomeňme v této souvislosti znovu, že všechna vlastńı č́ısla
symetrické matice A řádu n nad R jsou reálná a že jejich počet, berou-li se
v potaz i jejich algebraické násobnosti, je roven n. Vlastńı č́ısla této symet-
rické matice A řádu n nad R jsou ovšem právě vlastńı č́ısla výše definovaného
samoadjungovaného operátoru ϕ : U→ U. Pro každé vlastńı č́ıslo tohoto samo-
adjungovaného operátoru ϕ dále plat́ı, že jeho algebraická násobnost je rovna
jeho geometrické násobnosti. Nav́ıc vlastńı vektory př́ıslušné r̊uzným vlastńım
č́ısl̊um zmı́něného samoadjungovaného operátoru ϕ jsou navzájem ortogonálńı.

Necht’ tedy µ1, . . . , µk jsou všechna vzájemně r̊uzná vlastńı č́ısla výše zmı́něné
symetrické matice A a necht’ `1, . . . , `k jsou po řadě jejich algebraické násobnosti.
Necht’ pro každé ι ∈ {1, . . . , k} je

Vι = {u ∈ U : ϕ(u) = µι·u}

podprostor všech vlastńıch vektor̊u samoadjungovaného operátoru ϕ př́ıslušných
vlastńımu č́ıslu µι. Pak pro každé ι ∈ {1, . . . , k} je `ι dimenze uvedeného in-
variantńıho podprostoru Vι. Nav́ıc pak U = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk je ortogonálńı
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součet těchto invariantńıch podprostor̊u. Vyberme pro každé ι ∈ {1, . . . , k} or-
tonormálńı bázi βι = (hι1, . . . ,hι`ι) zmı́něného invariantńıho podprostoru Vι.
Pak posloupnost vektor̊u

β = (h11, . . . ,h1`1 , . . . ,hk1, . . . ,hk`k)

je ortonormálńı báźı celého euklidovského prostoru (U,+, ·) složenou z vlastńıch
vektor̊u samoadjungovaného operátoru ϕ. Tento operátor ϕ : U → U má tedy
v bázi β diagonálńı matici, řekněme matici B, na jej́ıž diagonále se objevuj́ı
postupně vlastńı č́ısla µ1, . . . , µk. Každé vlastńı č́ıslo µι, kde ι ∈ {1, . . . , k}, se
přitom objev́ı tolikrát, kolik je jeho algebraická násobnost `ι.

Necht’ P = (idU)α,β je matice přechodu od báze β k p̊uvodńı ortonormálńı
bázi α euklidovského prostoru (U,+, ·). Pak P je ortogonálńı matice, takže
pro ni plat́ı rovnost P−1 = P>. Mezi maticemi A a B jakožto maticemi téhož
lineárńıho operátoru ϕ na vektorovém prostoru (U,+, ·) v báźıch α a β pak
plat́ı vztah

B = P−1 · A · P = P> · A · P.
Druhé z těchto vyjádřeńı matice B ovšem podle poznatk̊u o kongruentńıch ma-
tićıch znamená, že B je matice shora uvedené symetrické bilineárńı formy f na
vektorovém prostoru (U,+, ·) v bázi β, a je to tedy též matice touto bilineárńı
formou určené kvadratické formy F na vektorovém prostoru (U,+, ·) v bázi β.
Jiným zp̊usobem lze tuto skutečnost nahlédnout též takto. Uvažme pro libo-
volný vektor u ∈ U jeho souřadnice (u)α v bázi α a též jeho souřadnice (u)β
v bázi β, oboj́ı zapsané do sloupc̊u. Pak z vlastnost́ı matice přechodu P plyne,
že mezi těmito souřadnicemi plat́ı vztah

(u)α = P · (u)β.

Podle shora uvedeného vyjádřeńı hodnoty kvadratické formy F na vektoru u
pak vycháźı

F (u) = (u)>α · A · (u)α

= (P · (u)β)> · A · P · (u)β

= (u)>β · P> · A · P · (u)β

= (u)>β ·B · (u)β.

Rozeṕı̌seme-li souřadnice vektoru u v bázi β ve tvaru (u)β = (y1, . . . , yn)>,
pak vzhledem k výše popsanému diagonálńımu tvaru matice B můžeme právě
zjǐstěnou hodnotu kvadratické formy F na vektoru u vyjádřit též ve tvaru

F (u) = µ1y
2
1 + · · ·+ µ1y

2
`1

+ · · ·+ µky
2
`1+···+`k−1+1 + · · ·+ µky

2
n.

Tomuto vyjádřeńı kvadratické formy F ř́ıkáme též kanonický (diagonálńı) tvar
kvadratické formy F , ortonormálńı bázi β euklidovského prostoru (U,+, ·), v ńıž
kvadratická forma F tohoto vyjádřeńı nabývá, nazýváme polárńı báźı kvadra-
tické formy F , a poněvadž matice přechodu P mezi ortonormálńımi bázemi β
a α je ortogonálńı a realizuje výše uvedenou transformaci souřadnic vektor̊u
v těchto báźıch, mluv́ıme zde o převodu kvadratické formy F na kanonický tvar
ortogonálńı transformaćı souřadnic.
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