Seminar z matematiky II — jaro 2014 — 1. pisemka

Vsechna svoje tvrzeni zdivodnéte.

1. Dokazte, ze mnozina
{a+b0V2+cV3+dV6|abc,decQ}

spolu s obvyklymi operacemi + a - na R tvofi vektorovy prostor nad télesem
({a+bv2|a,beQ},+,-). Dokazte, ze mnozina { av/3 + bv6 | a,b € Q} je jeho
podprostorem, a urcete dimenzi tohoto podprostoru.

2. Podmnozina C' vektorového prostoru V' nad R se nazyva konvexni kuzel, jestlize
0 € C' aprokazda u,v € C aa,b € R spliujici a, b > 0 plati au+bv € C. Dokazte,
ze pro libovolnou podmnozinu M C V' je mnozina

{avy + -+ ayv, | n €Ny, ar,...,a0, >0, vy,...,v, € M}
nejmensi konvexni kuzel obsahujici mnozinu M.
3. Pro libovolna realnd ¢isla m a n definujme zobrazeni f: C — C pfedpisem
fla+b-i)=m-a+n-b-i.

Rozhodnéte, pro ktera m a n je toto zobrazeni linearni, chapeme-li C jako vekto-
rovy prostor nad R (respektive nad C) s obvyklymi operacemi.

4. Necht V' = C*((0, 1)) je vektorovy prostor vSech redlnych funkei se spojitou prvni
derivaci definovanych na intervalu (0, 1) (s obvyklymi operacemi). Pro kazdy z na-
sledujicich predpist rozhodnéte, zda definuje skalarni soucin na V:

(a) (f.9) = J(f(zx)- g (x) + f'(z) - g(x))dx,

o .

(b) {f.9) = J(f(z) + f'(x)) - (9(x) + ¢'(x)) dz.
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5. Necht V' a W jsou vektorové prostory nad télesem K a f: V — W linedrni zobra-
zeni. Necht vektory vy, ..., v, tvori bazi V. Udejte nutnou a postacujici podminku
na zobrazeni f, aby vektory f(v1),..., f(v,) tvofily bazi W.

6. Uvazujme vektorovy prostor V' = C(R) vSech spojitych realnych funkeci spolu
s obvyklymi operacemi a jeho podprostory U ={ f € V | f(1) =0} a W tvofeny
vSemi konstantnimi funkcemi. Dokazte, ze V =U & W.



