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Operace na mnoziné, grupoid

Definice. Necht G je mnozina. Libovolné zobrazeni G x G — G se
nazyva (bindrni) operace na mnoziné G.

Oznaceni. Operace budeme znadit symbolem - (pfipadné +, o, e
apod.), obraz dvojice [a, b] € G x G v operaci - symbolem a - b.
Definice. Operace - na mnoziné G se nazyva

» komutativni, jestlize Va,be G: a-b=b"ga;

» asociativni, jestlize Va,b,c€ G: a-(b-c)=(a-b)-c.
Definice. Mnozina G spolu s operaci - na G se nazyva grupoid,
oznalujeme jej (G, -), nebo jen G, bude-li z kontextu jasné, jakou
operaci mame na mysli.

Definice. Grupoid (G, -) se nazyva
» komutativni, jestlize - je komutativni operace na G;

» asociativni (neboli pologrupa), jestlize - je asociativni
operace na G.



Neutralni prvek, inverzni prvky, grupa

Definice. Necht (G, -) je grupoid. Prvek e € G se nazyva
neutralni prvek (neboli jednotkovy prvek) tohoto grupoidu,
jestlize Yae G: e-a=a-e=a.

Véta. Kazdy grupoid ma nejvyse jeden neutrdlni prvek. (v 16, st g

Definice. Necht (G, -) grupoid s neutrdlnim prvkem e a necht je
pevné dano a € G. Prvek b € G se nazyva inverznim prvkem
k prvku a (v grupoidu G), jestlize platia-b=b-a=ce.

Véta. V libovolné pologrupé s neutrdalnim prvkem ke kazdému
prvku existuje nejvyse jeden prvek inverzni. (veua s, st )
Definice. Grupoid G se nazyvd grupa, jestlize

» G je pologrupa (tj. asociativni grupoid),

» G ma neutralni prvek,

> ke kazdému prvku a € G existuje v G prvek inverzni.

Oznaceni. V grupé (G, -) tedy ke kazdému prvku a € G existuje

pravé jeden prvek inverzni, zna&ime jej a*.



Definice. Je-li (G, -) grupa a je-li navic operace - komutativni,
hovorime o komutativni grupé.

Definice. Grupa (G, ) se nazyva trivialni, ma-li mnozina G jediny
prvek, tj. G = {e}. (Tento jediny prvek e je pak nutné neutralni,
nebot musi platit e - e = e.)

Priklad. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) jsou komutativni grupy;
(Q*,-), (R*,+), (C*,-) jsou komutativni grupy, kde Q* = Q — {0},
R* =R — {0}, C* =C — {0}.

Priklad. Necht R znadi kteroukoli z ¢&iselnych mnozin Z, Q, R, C,
pak pro libovolné m, n € N definujeme M, (R) jako mnozinu
vSech matic typu n x m s prvky z R. Pak (M, m(R),+) je
komutativni grupa (zde + znadi s¢itani matic).

Naopak (M, »(R),-), kde - znadi nidsobeni matic, je pologrupa

s neutralnim prvkem, ale grupa to neni. Je-li R kterakoli

z Ciselnych mnozin Q, R, C, oznaéme GL,(R) mnozinu viech
reguldrnich matic typu n x n's prvky z R (tj. matic s nenulovym
determinantem). Pak (GL,(R),-) je grupa, kterd neni komutativni,
je-lin > 2.




Permutace

Ptiklad. Necht X je mnoZina, symbolem XX znadime mnozinu
vSech zobrazeni X — X, symbol o znaci skladani zobrazeni.
P¥ipomerime, Ze pro f, g € XX je definovano

(fog)(x) ="f(g(x)) pro libovolné x € X.

Pak (X%, o) je pologrupa s neutralnim prvkem, ale grupa to neni.

Definice. Permutaci na mnoziné X rozumime libovolnou bijekci
X — X. Mnozinu v8ech permutaci na mnoziné X znacime S(X).
Pokud X = {1,2,..., n}, piSeme misto S(X) stru¢né jen S,,.

Priklad. (S(X), o) je grupa, kterd neni komutativni, ma-li X
alespon tfi prvky.



Jak oznacovat prvky grupy S,?

dvouradkovou matici 123456
vouradkovot matict 41526 3
orientovanym grafem 1<—2 3
4 5——=06
anebo schématem 1 72>3{§(5< 6
1 2 3 4 5 6
Definice. Necht i1, ..., ik jsou rGizné prvky mnoziny {1,2,...,n},
pficemz k > 2. Permutaci z S,, takovou, ze
i1+—>i2, i2*—>l'37 i3i—)i4, ey I'k_li—)l'k, I'k*—)l.l,

pfi¢emz pro viechny prvky a € {1,2,...,n}, a¢ {i,..., ik} plati
a+— a, nazyvame cyklem délky k a znacime (i1, ..., ix). Cykly
délky 2 se nazyvaji transpozice.




Definice. Cykly (i1, ..., ix), (1,---,Jr) € S, se nazyvaji nezavislé,
jsou-li mnoziny {i1,..., ik} a {j1,...,jr} disjunktni (tj. maji-li
prazdny pranik).

Véta. Kazdou neidentickou permutaci f € S,, Ize napsat jako
sloZeni nékolika nezavislych cykli, a to jednoznacné aZ na jejich
poradi. [vea 25, str. 12]

Véta. Necht n > 1, pak kazdou permutaci f € S, Ize napsat jako
sloZeni nékolika transpozic. vet 26, st 12]

Definice. Necht f € S,. Rekneme, Ze uspofadana dvojice [/, /] je
inverze permutace f, jestlize 1 < i < j < n a plati f(i) > f(j).
Permutace f se nazyva suda nebo licha podle toho, ma-li sudy
nebo lichy podet inverzi. Paritu p(f) permutace f definujeme:

1 je-li f suda,
-1 je-li f licha.

n—1 n

Poznimka. Plati H H () — ()
_j—l

i=1 j=i+1



Jak zjistit paritu permutace f € S,,?

Je-li f dana dvouradkovou matici, spocitdme, kolikrat ve spodnim
radku ,, je mensi Cislo predbéhnuto vétsim*:

1 2 3 45 6
4 1 5 2 6 3
4>1, 4>2, 4>3, 5>2, 5>3 6>3:

Sest inverzi — suda permutace.
Je-li f dana schématem

spocitame, kolikrdt se protinaji Sipky:
Sest prusecikll - Sest inverzi - suda permutace.



A co parita permutace f € S, zapsané jako slozeni cykli?

Véta. Pro libovolné f, g € S, plati

p(f og) = p(f) - p(g).

Jinymi slovy: slozenim libovolnych dvou permutaci stejné parity
dostaneme sudou permutaci, kdeZto sloZenim libovolnych dvou
permutaci riizné parity dostaneme lichou permutaci. (vew 2.9, str. 13]

Diisledek. SloZeni sudého poctu transpozic je sudd permutace,
slozeni lichého poctu transpozic je lichd permutace. [kasds transpozice je

lichd permutace.]

Disledek. Cyklus liché délky je sudd permutace a cyklus sudé délky
je /IChé?/ permutace. [Cyklus délky k Ize psat jako slozeni k — 1 transpozic.]

Dasledek. Neidenticka permutace je sudd, pravé kdyz ve svém
rozkladu na sloZeni nezavislych cyklii ma sudy pocet cykli sudé
délky. Je tedy lichd, pravé kdyz v tomto rozkladu ma lichy pocet
cykli sudé délky. (Na poctu cykli liché délky nezalezi.)



Dalsi priklad grupy: grupa (D,, o)

Priklad. Necht n > 3 je ptirozené Cislo a predstavme si pravidelny
n-thelnik. Oznaéme D, mnoZinu véech shodnosti tohoto
n-thelnika, tedy zobrazeni, kterd zachovavaji délky Gsecek a
kterymi je nas n-thelnik zobrazen sam na sebe. Pak D, ma 2n
prvki, z toho n rotaci kolem stfedu n-Ghelnika (véetné identity —
rotace o nulovy (hel) a n osovych soumérnosti (vzhledem k osam
prochdzejicich stfredem n-thelnika a také dvéma z vrcholll a stredil
stran). Snadno se ovéfi, Ze vzhledem ke sklddani dostavdame
nekomutativni grupu (D,, o).

Kazda shodnost permutuje mnozinu vrcholl n-Ghelnika, pricemz
riznym shodnostem odpovidaji riizné permutace vrcholi. Proto,
ocislujeme-li vrcholy n-thelnika po radé Cisly 1,2,..., n, lze kazdou
shodnost n-Ghelnika ztotoznit s prvkem grupy S,. Rotace jsou
ztotoznény s mocninami cyklu (1,2,...,n), kazda osovd
soumérnost je ztotoznéna se slozenim nékolika nezavislych
transpozic.



Délitelnost v Z

Definice. Rikdme, e celé &islo b € Z je délitelem celého &isla
a €7, piseme b | a, existuje-li ¢ € Z tak, ze a= b - c.

Véta (o déleni se zbytkem). Pro kazdé a € Z a m € N existuje
jedina dvojice Cisel q,r € 7 takovych, Ze a= m- q + r a soucasné
0<r<m. veasu, s 14

Definice. Cislo g se nazyva (nedaplny) podil a ¢islo r zbytek po
déleni Cisla a Cislem m.

Definice. Spoleénym délitelem Cisel a, b € Z rozumime kazdé
gislo ¢ € Z spliujici ¢ | a a souéasné c | b. Je-li alespon jedno

z Cisel a, b nenulové, existuje jen kone¢né mnoho jejich spole¢nych
délitell; nejvétsi z nich se nazyva nejvétsi spolecny délitel Cisel
a, b, znacime jej (a, b). Jestlize naopak a = b = 0, je jejich nejvétsi
spole¢ny délitel definovan jako nula, tj. (0,0) = 0.

Pozndmka. Zrejmé plati (a, b) = (|a|, |b|) a (a,0) = |a|, zaméfime
se proto na nejvétsi spolecny délitel prirozenych disel a, b.



Eukliddv algoritmus

Pro dana a, b € N provadéjme postupné déleni se zbytkem:
a=b-qo+r

b=r-qg+n
n=n-qg+nr
n=r-qs+r

I'n—3 = —2:qn-1-+ n—1
fh—2 = rh—1-qn+ Iy
'n—-1 = rn'qn+1+0

Prfitom b > rg > > rn > ..., proto skute¢né po nékolika
délenich nastane r,41 = 0.

Véta. Pro libovolna a, b € N plati (a, b) = rp. (vew 32 e 15]

Véta (Bezoutova rovnost). Pro libovolnd a, b € 7 existuji u,v € Z
tak, Ze (a, b) =u-a+v-b. [vea3s3 st 16]




Nejmensi spolecny nasobek

Definice. Spoleénym nasobkem Ccisel a, b € Z rozumime kazdé
Cislo ¢ € Z spliujici a | ¢ a soucasné b | ¢

Pozndmka. Je-li a =0 nebo b =0, je jedinym spolecnym
nasobkem Cisel a, b Cislo 0. V opacném pripadé existuji kladné
spole¢né nasobky, napfiklad |a - b].

Definice. Jsou-li obé Cisla a, b € Z nenulova, rozumime
nejmensim spoleénym nasobkem ¢isel a, b nejmensiho ze viech
kladnych spole¢nych nasobkil téchto Cisel. Je-li alespon jedno

z Cisel a, b nulové, definujeme nejmensi spoleény nasobek Cisel a, b
jako nulu.

VEta. Necht a, b € Z, a # 0 # b. Pak nejmensim spole¢nym
nasobkem cisel a, b je Cislo %. Pro libovolné ¢islo ¢ € 7 plati,
Ze ¢ je spoleCnym nasobkem Cisel a, b, pravé kdyz c je délitelné

nejmensim spolecnym ndsobkem Cisel a, b.

Pozndmka. Druha &ast predchozi véty plati i v pfipadé, kdy je
nékteré z Cisel a, b nulové.



Dilkaz véty o nejmensim spole¢ném ndsobku

Véta. Necht a, b € Z, a # 0 # b. Pak nejmensim spolecnym
nasobkem ¢cisel a, b je Cislo | b . Pro libovolné ¢islo ¢ € 7Z plati, ze
c je spoleCnym ndsobkem C/sel a, b, pravé kdyz c je délitelné
nejmensim spole¢nym nasobkem Cisel a, b.

Dikaz. Zfejmé 5y - b je spole¢ny ndsobek
¢isel a, b.

Bezoutova véta dava u,v € Z takovd, ze (a,b) =u-a+v-b.
Necht c je libovolny spole¢ny nasobek Cisel a, b. Pak existuji celd

Cisla x, y tak, ze c=x-a=y - b. Proto

(a,b)-c=u-a-c+v-b-c=a-b-(u-y+v-x),
atedy c = (a b) (u-y+v-x). Tedy c je délitelné Eislem ézgl)

Je-li navic ¢ > 0, plyne odtud, ze ¢ > (Izgl)




Dalsi disledky Bezoutovy rovnosti

Véta (Bezoutova rovnost). Pro libovolnd a, b € 7 existuji u,v € Z
tak, ze (a,b)=u-a+v-b.

Nasledujici disledek vysvétluje, pro¢ jsme dodefinovali (0,0) = 0.

Disledek. Pro libovolna a, b, d € 7 plati
d|(a,b) < d|a, d]|b.
Definice. Cisla a, b € 7 se nazyvaji nesoudélna, jestlize (a, b) = 1.

Dissledek. Cisla a, b € Z jsou nesoudé&lnd, pravé kdyZ existuji
u,veZtak, Ze u-a+v-b=1.
Ddsledek. Pro libovolna a, b, c € 7 plati
alb-c, (a,b)=1 = alc
[Dusledek 3.5, str. 16]

Definice. Pfirozené Cislo p > 1 se nazyva prvodislo, jestlize jeho
jedinym délitelem vétsSim nez 1 je p samotné.



Ddsledek. Pro libovolné prvocislo p a libovolnd b, c € Z plati
plb-c = pl|b nebo p]c.

Véta (o jednoznacném rozkladu v 7). Libovolné celé Cislo a > 1 je

bud prvoéislo, nebo jej Ize napsat jako soulin nékolika prvolisel, a

to jednoznacné aZ na poradi Cinitelll. (vea 35, str. 16)

Dasledek. Prvocisel je nekonecné mnoho.(ssouti py, py. . ., py viechna prvotisla,

neexistuje prvocislo, které by délilo &islo 1 + p1ps ... pn.]

Disledek. Cisla a, b € 7. jsou nesoudélnd, pravé kdyz neexistuje
prVO(,!I/S/O p délllcll a I b [Jsou-li a, b soudéIna, né&jaké prvoéislo musi délit &islo (a, b) > 1.]

Pozndmka. Predchozi vétu Ize pro mald pfirozena disla uzit

k hledani nejvétsiho spolecného délitele tak, Ze obé Cisla rozloZime
na soucin prvocisel a zjistime, kterd prvocisla se vyskytuji v obou
rozkladech. Obecné vSak nalézt rozklad na prvodinitele je mnohem
obtiznéjsi kol nez nalézt nejvétsiho spole¢ného délitele. Cely
systém bezpecné komunikace v soucasnosti je zalozen na tom, Ze
neumime rozloZit pfirozené Cislo, které je soucinem dvou velkych
(feknéme 150-cifernych) prvocisel (vypocet, ktery by trval nékolik
stoleti, je z praktického hlediska pochopitelné bezcenny).



Kongruence, zbytkové tridy
Definice. Necht m € N, a, b € Z. Rikdme, %e a, b jsou kongruentni
modulo m, a piSeme a = b (mod m), jestlize m| a — b.
Pozndmka. Ztejmé a = b (mod m), pravé kdyz a, b maji stejny
zbytek po déleni Cislem m.
Definice. Necht m € N. Pro libovolné a € Z definujeme mnozZinu
[a]lm = {a+ k- m; k € Z}, kterou nazyvame zbytkova tfida
modulo m obsahujici a.
Poznamka. MnoZina [a], = {a+ k- m; k € Z} se sklada z pravé
téch celych cisel, kterd maji stejny zbytek po déleni ¢islem m jako
Cislo a.
Véta. Pro libovolnd a, b € Z, m € N nastavd [a]m = [b]m prdvé
tehdy, kdyZz a = b (mod m). vea 35 s 17)

Oznadeni. Mnozinu vsech zbytkovych tfid podle modulu m € N
znaéime Z,. Je tedy

Zim = {[0]m; [1]m; [2]m, - - [m — 1] m}.



Operace na mnoziné Z,,

Véta. Necht m € N, a, b, c,d € Z jsou libovolna. Jestlize plati
[a]m = [c]m, [B]m = [d]m, pak také

[a+ b]m = [c+ d]m, [a:b]m = [c-d]m.

[Véta 3.9, str. 18]

Disledek. Necht m € N. Vztahy
[a]m + [b]m = [a + b]m, [a]m - [b]m = [a- b]m

pro libovolna a, b € 7. definuji operace + a - na mnoZiné€ Z,.

Véta. Pro libovolné m € N je (Zn,+) komutativni grupa
s neutralnim prvkem [0]n,, v niZ inverznim prvkem k libovolné tfidé
[a]m je trida [—a]m. [Véta 3.11, str. 19]

Véta. Pro libovolné m € N je (Zp,, -) komutativni pologrupa
s neutralnim prvkem [1]n,. (vew 312, s 19)

Poznamka. Jestlize m > 1, pro kazdé a € Z plati
[alm - [0]m = [a- 0]m = [0]m # [1]m, a tedy (Zp, ) neni grupa.



Grupa (Z,, -)

Véta. Necht m € N, a € Z jsou libovolnd. Zbytkovd tfida [a], ma
inverzni prvek v pologrupé (Zm, -), pravé kdyz celd ¢isla a, m jsou
nesoudélnd. |vea 3.13, str. 19]

Oznaceni. Pro libovolné m € N oznaéme Z;;, mnoZinu viech
zbytkovych t¥id [a],, které maji inverzni prvek v pologrupé (Zm, -),
tedy

Zy, =Alalm; a € Z, (a,m) = 1}.

Disledek. Pro kazdé m € N je (Z},,-) komutativni grupa.

Oznaceni. Pro libovolné m € N oznaéme ¢(m) pocet vSech
prirozenych Cisel neprevysujicich m, ktera jsou nesoudélna s m, tedy

e(m)={a€Z;0<a<m,(am)=1}|.
Lyl = o (m).

Definice. Vyse definované zobrazeni ¢ : N — N se nazyva
Eulerova funkce.

Ddsledek. Pro libovolné m € N plati




Prvni véta o Eulerové funkci p(m) = |Z|

Oznaceni. Pro libovolné m € N oznaéme ¢(m) pocet viech
prirozenych Cisel neprevysujicich m, ktera jsou nesoudélna s m, tedy

e(m)={a€Z 0<a<m,(a,m)=1}|

Priklad. (1) =1, ¢(2) =1, ¢(3) =2, ¢(4) =2, p(5) =4, ...
Véta. Je-li p prvo&islo a n € N, pak ¢(p") = (p—1)-p" L.

Ditkaz. Cisla soud&lnd s p” jsou pravé ta, ktera jsou délitelnd p.

Z kazdych p po sobé jdoucich Cisel je pravé jedno délitelné p.

. = v/ Ve v n — vz Y
Proto je mezi Cisly 1,2,..., p" pravé % = p"1 &sel, kterd jsou

soudélnad s p".

Nesoudélnych s p” je mezi nimi pravé ¢(p”

) Cisel.
Je tedy p(p") =p" —p"L=(p—1) - p" L.



Druha véta o Eulerové funkci p(m) = |Z);|

Véta. Jsou-li a, b € N nesoudélna prirozena cisla, pak
p(a- b) = ¢(a) - (b).

Dikaz. Protoze (a, b) = 1, nejmensi spole¢ny nasobek Cisel a, b je
a-b. Definujme zobrazeni f : Z,, — Z, X Z predpisem

f([c]ap) = ([c]a, [¢]b) pro libovolné ¢ € Z.

Je tfeba ovérit korektnost této definice: pro libovolné c, d € Z plati
[clab = [d]ap, pravé kdyz ab | ¢ — d.

Protoze ab je nejmensi spole¢ny nasobek Cisel a, b, plati
ablc—d & alc—d A b|c—d.

Celkem tedy [c|ap = [d]ap & ([c]a, [c]b) = ([d]a; [d]b)-

Ovérili jsme nejen korektnost definice f, ale i to, Ze f je injektivni.
A protoze mnoziny Z,p i Z, X Zp maji obé ab prvki, je f bijekce.
Libovolné ¢ € Z spliiuje (c, ab) # 1, pravé kdyz existuje prvocislo p
tak, Ze p | c asoudasné p | ab, tj. ze p|c, p|anebop|c, p|b,
tj. pravé kdyz (c,a) # 1 nebo (c, b) # 1. Celkem tedy [c].p € Z,,
pravé kdyz f([cl.p) € ZF x Z[ . Proto |Z},| = |Z5| - |Z}|.



Vypocet hodnot Eulerovy funkce o(m) = |Z)|

Priklad. Predpoklad o nesoudélnosti je v predchozi vété podstatny,
plati tfeba p(2-2) =2 # 1 = p(2) - ¢(2).

Dasledek. Necht m € N. RozloZme m na soulin mocnin riznych
prvocisel, tj.

— pS €2 e
m=py Py Pt

kde p1, p2, ..., ps jsou rliznd prvocisla, e1, ez, ...,es € N. Pak
plati

p(m)=(p1=1) - PP - (P2 = 1) - P -+ (ps — 1) - pE Y,

coZ je mozné zapsat také takto:

prvocislo p|m



Zakladni vlastnosti grup, mocnina v pologrupé

Véta. Necht (G,-) je pologrupa, ai1,...,a, € G, pficemz n > 1.
Pak vysledek soucinu prvki ai, ..., a, (v tomto poradi) nezdleZi na
jejich uzavorkovani. |vew a1, st 23]

Véta. Necht (G,-) je komutativni pologrupa, a1, ...,a, € G,
pricemz n > 1. Pak vysledek soucinu prvkii ai, ..., a, nezaleZi na
Jejich poradi. (vew a2, st 2]

Definice. Necht (G, -) je pologrupa, a € G, n € N. Mocninu a"
prvku a v pologrupé G definujeme jako soucin n exemplard prvku a:

(podle vyse uvedené véty neni nutné specifikovat uzdvorkovani).

Véta. Necht (G, -) je pologrupa, a € G, m,n € N. Pak plati
am . an — am—i—n (am)n — am-n'

B [Véta 4.4, str. 24]



Invertibilni prvky

Oznacdeni. Necht (G, -) je grupoid s neutralnim prvkem. Vime, ze
tento neutrdlni prvek je v G jediny. Budeme jej oznalovat
symbolem 1 (pfestoze to nemusi byt pfirozené Cislo 1).

Definice. Necht (G, -) je pologrupa s neutralnim prvkem 1. Pokud
k néjakému a € G existuje v G prvek inverzni, fikime, ze prvek a

je invertibilni. Inverzni prvek k prvku a budeme oznacovat
1

symbolem a™ .
Véta. Necht (G, ) je pologrupa s neutrdlnim prvkem 1,
a,ai,...,ap libovolné invertibilni prvky z G. Pak plati
17t =1,
(a7t =a
(al L a,,)_l = a;l L a;l. [Véta 4.6, str. 24]

Véta (zdkony o krdceni). Necht G je grupa, a,b,c € G. Pak plati

a-b=a-c == b=c,

b-a=c-a — b=-c. [Véta 4.17, str. 27]



Mnozina vsech invertibilnich prvk( pologrupy,
mocnina v grupé

Vé&ta. Necht (G, -) je pologrupa s neutrdlnim prvkem 1, H mnoZina
vsech invertibilnich prvki z G. Pak (H,-) je grupa. (vew a7, s 23

Pozndmka. Operace - na mnoziné H je z(zenim puvodni operace
na mnoziné G (ma stejny predpis, ale je definovdna na mensim
defini¢nim oboru H x H a ma mensi obor hodnot H).

Pozndmka. Predchozi vétu jsme uz nékolikrat pouzili: na
pologrupéch &tvercovych matic (M, n(R), ), zobrazeni (XX, 0) a
zbytkovych t¥id (Zp,,-). Vznikly grupy GL,(R), S(X) a Z}.
Definice. Necht (G, ) je grupa s neutralnim prvkem 1, a € G.
Mocninu a"” prvku a v grupé G definujeme i pro nekladny
celodiselny exponent: a® =1, a~" = (a")~! pro libovolné n € N.

Véta. Necht (G, -) je grupa, a € G, m,n € Z. Pak plati
am. " = am—l—n (am)n — gmn

’

. [Véta 4.9, str. 25]

Véta. Necht (G,-) je komutativni grupa, a,b € G, m € 7. Pak
plati (a- b)™ = a™ - b™. veta 410, str. 26)



Rad prvku v grupé

Definice. Necht G je grupa, a € G. Existuje-li pfirozené Cislo n tak,
ze 3" =1, pak nejmensi prirozené Cislo n s touto vlastnosti se
nazyva rad prvku a v grupé G. Neexistuje-li zadné prirozené Cislo
n s touto vlastnosti, fikdme, ze ¥ad prvku a v grupé G je co.

VEta. Necht G je grupa, a € G. Je-li rad prvku a v grupé G
prirozené Cislo n, pak pro libovolnd k, | € Z plati

ak = a/ <~ k=1 (mod n). [Véta 4.13 (1) a (2), str. 26]

Je-li naopak rfad prvku a v grupé G roven oo, pak pro libovolnd
k,l € Z plati

ak = a’ <~ k=1. [Véta 4.13 (3), str. 26]
Dasledek. Necht rad prvku a v grupé G je n € N. Necht' r je
zbytek po déleni &isla k € 7, &islem n, pak ak = a". Prvky a° =1,

al =4, 2%, ..., a1 jsou po dvou riizné.

Désledek. Rad prvku a v grupé G tedy uddvd, kolik existuje riiznych
mocnin prvku a. V konecné grupé ma kazdy prvek konelny rad.



Disledky véty

Veéta. Necht G je grupa, a € G. Je-li rad prvku a v grupé G
prirozené Cislo n, pak pro libovolna k,| € Z plati

ak=a < k=1 (modn).
Disledek. Necht G je grupa, a € G, k € N. Pak a¥ = 1, pravé
kdyZ rad prvku a je prirozené Cislo, jehoZ nasobkem je Cislo k.

Dasledek. Necht G je grupa, a € G, prvek fadu k € N. Je-li
k = n-m pro néjakd n,m € N, pak rad prvku a" je m.

Véta. Necht G je komutativni grupa, a, b € G takové, Ze rad prvku
aje me N, rdd prvku b je n € N. Jestlize (m,n) = 1, pak rad
prvku a- b je m- n.

Dikaz. Jisté (a- b)™ = (a™)" - (b")™ =1"-1™ = 1. Necht pro

t € Nplati (a- b)! =1. Pak 1 = (a- b)'™ = (a™)t - b'™ = b'™,

a tedy n | tm, coz vzhledem k (m,n) = 1 dava n | t. Analogicky

m | t. Celkem z (m, n) = 1 dostaneme mn | t.



Exponent konec¢né grupy

Definice. Necht G je konecna grupa. Nejmensi e € N takové, ze
pro kazdé a € G plati a® = 1, se nazyva exponent grupy G.

Pozndmka. Mame-li kone¢nou grupu G, mizeme urcit fad kazdého
prvku grupy G a spocitat nejmensi spole¢ny nasobek vsech
ziskanych radd. Tento nejmensi spolecny ndsobek je roven
exponentu grupy G.

Véta. Necht G je konecnd komutativni grupa. Pak exponent grupy
G je roven nejvétsimu z Fadu vsech prvki grupy G.

Ddkaz. Oznaéme S mnozinu fada prvkid grupy G a m = max §S.
Predpokladejme, Ze existuje k € S, k{1 m. Z jednoznaénosti
rozkladu na prvodisla vime, Ze existuje prvocislo p tak, ze p" | k,
p" 1 m, pro néjaké r € N. RozepiSme m = p€-n, ptn, pak c < r.
Platip" € S, ne€ S, (p",n) =1 a G je komutativni. Proto
pr-neSap -n>m, spor.

Priklad. Exponent grupy S3 je 6, pfitom v S3 prvek fadu 6 neni.
Predpoklad, ze G je komutativni, je v pfedchozi vété nutny.



Podgrupa grupy
Definice. Necht (G,) je grupa, H podmnozina mnoziny G.
Rekneme, ze H je podgrupa grupy G, a piseme H < G, jestlize
> neutralni prvek 1 € H,
» pro kazdé a € H plati a=! € H,
> pro kazdé a,b € H platia- b e H.

Pozndamka. Nejvétsi podgrupou grupy G (vzhledem k C) je celd G,
nejmensi podgrupou je {1}.

Véta. Necht H je podgrupa grupy (G, ). Pak - uréuje operaci na
mnoziné H, pricemz H je grupa vzhledem k této operaci. Je-li
grupa G komutativni, pak je i grupa H komutativni. (v 53, st 20]
Oznaceni. Zminovanou operaci na podgrupé budeme oznacovat
stejnym symbolem jako plvodni operaci na celé grupé, prestoze
tyto operace nejsou stejné.

VEta. Jestlize H je podgrupa grupy G a K je podgrupa grupy H,
pak je K také podgrupou grupy G. [oje ziejmé]



Podgrupa grupy generovand podmnozinou grupy

Véta. Necht G je grupa, | neprazdnda mnoZina takova, Ze pro kazdé
i € | je ddna podgrupa H; grupy G. Pak prinik (;c, H; viech
téchto podgrup je opét podgrupou grupy G. [vewass, st 29]

Definice. Necht M je podmnozina grupy G. Symbolem (M)
oznacime prinik vsech podgrup grupy G, jejichz podmnozinou je
mnozina M. Podle pfedchozi véty je (M) podgrupou grupy G
obsahujici mnozinu M; evidentné je nejmensi s touto vlastnosti.
Podgrupu (M) nazyvame podgrupa generovana mnozinou M,
mnozinu M nazyvame mnoZzina generatora podgrupy (M).

Oznaceni. Je-li M = {a1, ..., an}, lze psat strucné (a1, ..., an)
misto (M).

Pozndmka. Ztejmé (G) = G, (0) = {1}. Pro kazdou M C G plati

(My=(MU{at ae M}).



Podgrupa grupy generovand podmnozinou grupy

Véta. Necht M je podmnoZina grupy (G, ) takovd, Ze M # () a Ze
pro kazdé a € M je také a—1 € M. Pak plati

(My={a1- ... amneN, a,...,a, € M}.

Dikaz. Oznaéme X ={a1- ... -ap; n€N, a1,...,a, € M}.

Jist¢ M C X (volbou n=1).

Protoze M # (), existuje b€ M, paki bt e Mal=b-btc X.
Pro libovolné c=a;- ... -a, € X je c_lza;1~ ~af1 e X.
Protoze soucin n prvkid z M vyndsobeny sou¢inem m prvki z M je

soucinem n+ m prvkli z M, je X uzavfeno na operaci -.
Je tedy X podgrupa grupy G.

Naopak libovolna podgrupa Y grupy G obsahujici M obsahuje také
libovolny soucin prvk(i z M, proto X C Y.

Je tedy X nejmensi podgrupa grupy G obsahujici M, tj. X = (M).



Cyklické grupy

Ddsledek. Necht (G, -) je grupa, a € G. Pak plati

<a> - {am, m c Z} [Sta&i ugit vétu pro M = {a, a1} spolu's (a) = (a,a~1).]

Disledek. Necht (G, -) je grupa, a € G je prvek radu n € NU {oo}.
Pak pocet prvki podgrupy (a) generované prvkem a je roven n.

[Vime, Ze ¥ad prvku a v grupé G udava, kolik existuje riiznych mocnin prvku a. |

Definice. Grupa G se nazyva cyklicka, existuje-li a € G tak, ze
G = (a).

Priklad. Grupy (Z,+) i (Zm,+) pro libovolné m € N jsou cyklické.

Definice. Radem koneéné grupy (G, -) rozumime pocet prvkii této
grupy, znac¢ime |G|.

Désledek. Rad konecné cyklické grupy je roven Fadu jejiho generdtoru.
Konecna grupa radu n je cyklicka, pravé kdyz obsahuje prvek radu n.

[Obsahuje-li kone¢na grupa fadu n prvek a fadu n, ma podgrupa (a) stejny pocet prvki jako G, tedy (a) = G.]

Dusledek. Necht H, K jsou podgrupy komutativni grupy (G, -).
Pak plati <H U K) = {h -k;heH, ke K}. [Diisledek 5.9, str. 30]



Homomorfismus grup

Definice. Necht (G, -) a (G, *) jsou grupy, f : Gy — Gy
zobrazeni. Rekneme, e f je homomorfismus grupy (Gi, -) do
grupy (Ga, %), jestlize pro kazdé a, b € Gy plati

f(a-b) = f(a)«f(b). Injektivni homomorfismus se nazyva
vnoreni, bijektivnimu homomorfismu fikdme izomorfismus.

Pozndamka. Nepresné re¢eno: homomorfismus je zobrazeni mezi
grupami, u kterého dostaneme totéz, at uz , napred pocitame a
pak zobrazujeme" anebo , napred zobrazujeme a pak pocitame”.

Priklad. Pro libovolné m € N je zobrazeni parita p : S, — {1, -1}
homomorfismus grupy permutaci (Sy,, o) do grupy ({1,—1},-),
nebot pro libovolné permutace f, g € S, plati

p(fog)=p(f)-p(g). V pfipadé m =2 jde o izomorfismus.
Priklad. Zobrazeni logaritmus log : R™ — R je homomorfismus
multiplikativni grupy vech kladnych redlnych &isel (R, ) do
aditivni grupy vsech redlnych cisel (R, +), nebot pro libovolnd
kladn3 redlnd &isla a, b plati log(a - b) = (log a) + (log b). Protoze
je toto zobrazeni bijekce, jde o izomorfismus.



Homomorfismus grup

Definice. Necht (G, -) a (G, %) jsou grupy. Zobrazeni f : G — Gy
se nazyvd homomorfismus, jestlize pro kazdé a, b € Gy plati
f(a-b) = f(a) = f(b). VnoFeni je injektivni homomorfismus,
izomorfismus je bijektivni homomorfismus.

Priklad. Pro libovolné m € N je determinant det : GL,(R) — R*
homomorfismus grupy regularnich matic typu m x m s redlnymi
prvky (GL,(R),-) do grupy nenulovych redlnych cisel (R*,-). Pro
libovolné matice A, B € GL,(R) totiz podle Cauchyovy véty plati
det(A- B) = det(A) - det(B). V pfipadé m =1 jde o izomorfismus.

Véta. Jsou-Ii Gy, Gy, G3 grupy, f : G1 — G ag: Gy — G3
homomorfismy, pak je gof : Gy — G3 homomorfismus. |vewas3 st a1)

Véta. Necht f : G — Gy je homomorfismus grup. Pak f(1) =1 a
pro kazdé a € Gy plati f(a’l) = f(a)’l. [Véta 8.4, str. 41]

Véta. Necht f : Gy — Gy je izomorfismus grup. Pak i inverzni
zobrazeni f~1 : Gy, — Gy je izomorfismus grup. (v o3 . 53]



Homomorfismus grup, jeho jadro

Véta. Necht f : Gy — G, je homomorfismus grup, a € Gy prvek
radu n € N. Pak rad prvku f(a) v grupé G, je k € N a plati k | n.

[Jestlize a" = 1, pak (f(a))"” = f(a") = f(1) = 1, a proto fad k prvku f(a) je délitelem &isla n.]

Véta. Necht f : Gy — Gy je homomorfismus grup. Pak obraz
f(G1) = {f(a); a € Gi} grupy Gi je podgrupou grupy Gy. |veass, st 4]

Véta. Necht f : Gy — G, je homomorfismus grup, H podgrupa
grupy Go. Pak dplny vzor f~1(H) = {a € Gy; f(a) € H} podgrupy
H je podgrupou grupy Gy. [vétso, st 42]

Definice. Necht f : G; — G, je homomorfismus grup. Mnozina
ker f = {a € Gy; f(a) = 1} se nazyva jadro homomorfismu f.

Dasledek. Je-li f : G — Go je homomorfismus grup, pak jeho
jadro ker f je podgrupa grupy Gi.

Véta. Homomorfismus grup f . Gy — Gy je injektivni, pravé kdyz
ker f = {1} [Véta 8.11, str. 43]



Priklad. Popiste vsechny homomorfismy S3 — Z4 a jejich jadra.

V grupé Sz ma neutralni prvek id fad 1, transpozice (1,2), (1,3) a
(2,3) fad 2 a cykly (1,2,3) a (1,3,2) fad 3. V grupé Zs ma
neutralni prvek [0]4 fad 1, prvek [2]4 Fad 2, prvky [1]4 a [3]4 Fad 4.
Protoze v Z4 neni prvek radu 3, v kazdém homomorfismu

f 1S3 — Za se kazda z permutaci (1,2,3) a (1, 3,2) zobrazi na
[0]a. Permutace (1,2) se miize zobrazit jen na prvek fadu 1 nebo
2, tj. na [0]4 nebo [2]4. Protoze (1,2) 0 (1,2,3) =(2,3) a

(1,2,3) 0 (1,2) = (1,3), plati

f((2,3)) = f((1,2)+((1,2,3)) = £((1,2)) +[0la = f((1,2)),
f((1,3)) = £((1,2,3)) + £((1,2)) = [0la+f((1,2)) = £((1,2)).

Mame tedy dvé moznosti, jak definovat f: v prvnim pripadé se
kazdy prvek grupy S3 zobrazi na [0]s4, zfejmé to je homomorfismus
a jeho jadro je S3. Ve druhém pripadé se kazda transpozice zobrazi
na [2]4 a ostatni prvky na [0]4. Protoze liché permutace jsou
zobrazeny na [2]4 a sudé permutace na [0]4, jde také

o homomorfismus, jeho jadro je mnozina {id, (1,2, 3),(1,3,2)}.

3
3



|lzomorfni grupy

Definice. Rekneme, %e grupy G a Gy jsou izomorfni, a piseme
G1 = Gy, jestlize existuje alespon jeden izomorfismus f : Gy — Go.

Priklad. Grupy (RT,-) a (R, +) jsou izomorfni, nebot logaritmus
log : RT — R je izomorfismus.
Véta. Jsou-li Gy, G, Gz grupy. Pak plati

> G = G,

> G1 =G = G=G6,

> GGy, (EG = G =G

[Identita na mnoziné G je izomorfismus. Inverzni zobrazeni k izomorfismu je izomorfismus.

Slozeni dvou izomorfismii je izomorfismus.]

Véta. Libovolnd nekonecna cyklickd grupa je izomorfni s grupou
(Z,+). Libovolna kone¢na cyklicka grupa fadu n je izomorfni
s grupou (Zp,+). [vea 66, str. 34



Levé tridy rozkladu grupy podle podgrupy

Definice. Necht (G, ) je grupa, H jeji podgrupa. Pro libovolny
prvek a € G definujeme jim uréenou levou t¥idu a - H rozkladu
grupy G podle podgrupy H predpisem a- H = {a- h; h € H}.

Poznamka. Podle definice je leva tfida a- H podmnozinou grupy G,
je to mnozina vsech soucinil pevné zvoleného prvku a postupné se
vsemi prvky h € H.

Véta. Necht (G, -) je grupa, H jeji podgrupa, a, b € G libovolné.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

» a-H=b-H,
» acb-H,
» b1.aeH.

[Véta 7.2, str. 37]

Oznacéeni. Ozna¢me G/H mnozinu vsech levych t¥id grupy G podle
podgrupy H, tj. G/H ={a- H; a€ G}.



Rozklad grupy podle podgrupy

Priklad. Pro libovolné m € N tvofi mnozina H vSech celych Cisel
délitelnych cislem m podgrupu grupy (Z,+) a plati Z/H = Zp,.
[Plati H = {mk; k € Z} aprokazdé a € Z je a+ H = {a+ mk; k € Z} = [a]m.]

Priklad. Pro G =S3 a H = {id, (1,2)} je idoH = H,

(1,3) o H={(1,3)0id, (1,3) o (1,2)} = {(1,3), (1,2,3)} a
(2,3) o H=1{(2,3)0id, (2,3) 0 (1,2)} = {(2,3), (1,3,2)}, atedy
G/H={H, {(1,3), (1,2,3)}, {(2,3), (1,3,2)}}.

Poznamka. Pripomenme, ze rozkladem na mnoziné M rozumime
systém neprazdnych podmnozin mnoziny M, jejichz sjednoceni je
rovno celé mnoziné M a které jsou po dvou disjunktni.

Véta. Mnozina G /H vsech levych tiid grupy G podle podgrupy H
tvori rozklad na mnoZiné G. (vea 7.2, st 37]

Definice. Poéet |G /H| vsech levych tfid grupy G podle podgrupy
H se nazyva index podgrupy H v grupé G.

Véta. Necht (G, -) je kone¢nd grupa, H jeji podgrupa. Pak plati
‘G| == |G/H| . ‘H| [Véta 7.6, str. 38]



Lagrangeova véta a jeji disledky

Véta. Necht (G, ) je konecnd grupa, H jeji podgrupa. Pak plati
|G| =|G/H]|-|H|.

Diisledek (Lagrangeova véta). Rad libovolné podgrupy konecné
grupy G je délitelem radu grupy G.

Désledek. Rad libovolného prvku koneéné grupy G je délitelem

Fa’du grupy G [Ra’d libovolného a € G je roven fadu podgrupy (a), kterou generuje.]
Dasledek. Libovolna grupa prvociselného radu je cyklicka. [pusiedex 7.9,

str. 39]

Disledek. Necht G je kone¢nd grupa fadu n = |G|. Pak pro
libovolny prvek a € G plati a" = 1. Jinymi slovy: exponent
konecné grupy G je délitelem radu grupy G.

Specidlnim pripadem predchoziho disledku je nésledujici véta
z teorie Cisel:

Véta (Eulerova). Necht m € N, a € Z jsou libovolna nesoudélna

&isla. Pak plati a?(™ =1 (mod m). pew 711, s 39)



Naivni pokus o zavedeni operace na rozkladu G/H

Inspirace. Zvolme pevné libovolné m € N a jako dfive oznacme
H = [0]m = {mk; k € Z}. Pak H je podgrupa grupy (Z,+) a
odpovidajicim rozkladem je Z/H = Z,. Na Z, jsme definovali
operaci + pomoci reprezentant(: pro libovolné a € Z je totiz
a+ H = [a]m a pouzitou definici s¢itani zbytkovych tfid

[a]m + [b]m = [a + b]m pro libovolna a, b € Z lze psét ve tvaru
(a4 H)+ (b+H)=(a+ b)+H.

Pokus o zobecnéni. Necht (G,-) je grupa a H jeji podgrupa. Pak
bychom na rozkladu G/H radi zavedli operaci - predpisem

(a-H) - (b-H)=(a-b)-H pro libovolnd a,b € G. Je to ale vzdy
mozné?

Priklad. Pro G = S3 a H = {id, (1,2)} je idoH =(1,2)o H =H,
(1,3) o H=(1,2,3) o H={(1,3), (1,2,3)} a

(2,3)o H=(1,3,2) o H=1{(2,3), (1,3,2)}, a tedy pfedchozi
definice pomoci reprezentantil by dala

(1,3,2) o H = ((1,2) o H) o ((1,3) o H) = (idoH) o ((1,3) o H)
= (1,3) o H, coz v3ak neni pravda.




Normalni podgrupy

Uvaha. Necht (G,-) je grupa a H jeji podgrupa. Pro libovolné
he H plati h-H=1-H, a tedy pro kazdé a € G musi operace -
na G/H spliovat (h-H)-(a=t-H)=(1-H)-(a~'-H). Abychom
mohli zavést operaci pomoci reprezentanti, muselo by platit
(h-a!)-H=2a"1 H, nebolia-h-a~l € H.

Definice. Necht (G, ) je grupa a H jeji podgrupa. Rekneme, e H

je normalni podgrupou grupy G, jestlize pro kazdé h € H a kazdé
acGoplatia-h-ateH.

Priklad. V kazdé grupé G jsou {1} i G normalni podgrupy.
Podgrupa H = {id, (1,2)} neni normalni podgrupou grupy Ss.

VEta. V komutativni grupé G je kazda podgrupa normalni.

Véta. Je-li f : G — K homomorfismus grup, pak jeho jadro ker f
je nOI’ma//nI/ podgrupa grupy G [Vime, Ze ker f je podgrupa. Je-li h € ker f, tj. f(h) =1,

pak pro ka¥dé a € Gje f(a- h-a ') =f(a)- f(h)-f(a) ' =1, protoa-h-a ' € kerf.]



Normalni podgrupy - prehledné zopakovani

Necht (G, ) je grupa, H jeji podgrupa. Kazdy prvek a € G urcuje
svou levou tfidu a- H = {a- h; h € H}. Pfitom
Va,be G: (a-H=b-H & acb-H & b l-acH).

Rozklad grupy G podle podgrupy H je mnozina vsech levych tfid
G/H={a-H;ac G}.

Pokud md byt mozné na rozkladu G/H zavést operaci pomoci
reprezentant(, tj. pro libovolné a, b € G definovat soucin levych
tfid a- H a b H predpisem (a- H) - (b- H) = (a- b) - H, pak musi
podgrupa H byt normalni podgrupa grupy G, tj. pro kazdé h€ H
a kazdé a € G musi platit a-h-a~ 1 € H.

Ukazeme si, ze pokud H je normdlni podgrupa grupy G, pak timto
predpisem operace na rozkladu G/H skute¢né vznikne.
Dokonce plati, ze G/H s touto operaci tvofi grupu.



Faktorgrupa

Véta. Necht (G, ) je grupa a H jeji normalini podgrupa. Pak na
rozkladu G /H lIze zavést operaci - takto: pro libovolné a,b € G
definujeme predpisem (a- H) - (b- H) = (a- b) - H soucin levych
tfid a- H a b- H. Navic plati: (G/H, ") je grupa. (v&aos, s g
Definice. Necht (G, -) je grupa a H jeji normalni podgrupa. Grupa
G/H z predchozi véty se nazyva faktorova grupa grupy G podle
(normalni) podgrupy H, zkracené faktorgrupa.

Véta. Necht (G, ) je grupa a H jeji normalni podgrupa. Zobrazeni
m: G — G/H dané predpisem m(a) = a- H pro libovolné a € G
(tedy kazdy prvek grupy G je zobrazen na tridu, do niz patri) je
surjektivni homomorfismus grup, jehoZ jadro ker m = H. (veta 95, str. 46]

Definice. Toto 7 se nazyva projekce grupy G na faktorgrupu G/H.

Disledek. Normalini podgrupy grupy G jsou pravé jddra
homomorfismii G — K grupy G do vhodnych grup K.

Véta. Necht (G, -) je komutativni grupa, pak je kazda podgrupa H
grupy G normdini a faktorgrupa G/H je komutativni. (e os, s 47)



Rozklad grupy podle jddra homomorfismu

Véta. Necht f . G — K je homomorfismus grup, kerf jeho jddro.
Pak pro libovolné a,b € G plati f(a) = f(b), pravé kdyz
al.-bekerf, tj. pravé kdy? a-(kerf) = b- (kerf).

Diikaz. Vime, ze pro libovolnou podgrupu H grupy G plati
al-beH & a-H=b-H,

proto to plati i pro H = ker f.

Jestlize plati f(a) = f(b), pak
flal-b)=f(al)-f(b)=f(al)-f(a)=f(at-a)=f(1) =1,
atedy a ! b€ kerf.

Jestlize naopak plati a1 - b € ker f, pak f(a=!- b) =1, proto
f(a)=f(a)-1="f(a)-f(at-b)="f(a-at-b)=F(b).



Uvaha

Predpokladejme, ze je dan homomorfismus grup f : G — K.
Navic méjme danu normalni podgrupu H grupy G.

Pak mame faktorgrupu G/H a projekci m: G — G/H.
Chceme v&dét, jestli existuje zobrazeni f : G/H — K spliiujici
for=f.

To miZeme znazornit diagramem takto: G f K

G/H
Pro kazdy prvek h € H platin(h)=h-H=1-H ==(1).

Pokud takové f existuje, musi pro kazdy prvek h € H platit

F(h) = (F o m)(h) = F(m(h)) = F(x(1) = (Fom)(1) = F(1) = 1,
atedy h € ker f.

Pokud tedy neni splnéna podminka H C ker f, nemtze takové f
existovat.

Ale stadi tato podminka, aby byla existence f zarucena?



Hlavni véta o faktorovych grupach

Véta (Hlavni véta o faktorovych grupach). Necht f : G — K je
homomorfismus grup, H normalni podgrupa grupy G spliujici
H C kerf. Necht w: G — G/H je projekce grupy G na
faktorgrupu G/H. Pak existuje, a to jediné, zobrazeni

f: G/H— K spliujici for=Ff. G f K
7
Navic plati: x /;
» f je homomorfismus grup, G/ H/

» f je injekce, pravé kdy? H = ker f,

» f je surjekce, pravé kdy? f je surjekce.
Dikaz. Libovolny prvek G/H je tvaru a- H = m(a) pro vhodné
a € G. Pak pro libovolné zobrazeni f : G/H — K spliiujici
fonm=f musiplatit f(a- H) = f(r(a)) = (f o 7)(a) = f(a).
Jedind moZnost, jak definovat f, je predpisem f(a- H) = f(a). Ale
a-H=b-H & al-bcH = al-bckerf & f(a)=f(b).
Odtud nejen korektnost definice f, ale také H = ker f < f injekce.
Déale {f(a- H); a€ G} = {f(a); a€ G}, tj. f surjekce & f surjekce.



Rozklad grupy podle jddra homomorfismu podruhé

Dasledek. Je-li f : G — K surjektivni homomorfismus grup, pak
plati G/(kerf) = K.

Ddsledek. Je-li f : G — K homomorfismus grup, pak plati
G/(ker f) = f(G), kde f(G) = {f(a); a€ G} C K je obraz G.

Priklad. Pro libovolnou grupu G je id : G — G homomorfismus
s jadrem kerid = {1}, proto G/{1} = G. Pfitom
G/{1} = {{a}; a € G} a v tomto izomorfismu {a} — a.

Priklad. Zobrazeni sgn : R* — {1, —1}, které zobrazi kladna &isla
na 1 a zadporna na —1, je homomorfismus. Plati kersgn = R™,
proto R*/RT = {RT R~} = {1, —1}, pficemz RT — 1,

R™ — —1.

Priklad. Zobrazeni abs : R* — R*, uréené predpisem abs(x) = |x|
pro kazdé x € R*, je homorfismus grupy (R*,-) do sebe s jaddrem
kerabs = {1, —1} a obrazem abs(R*) = R™, proto faktorgrupa
(R*/{1,—1},) = (R*,-). Zde tfida {a, —a} — |a|.



Dalsi priklady

Priklad. Necht n € N, n > 1. Zobrazeni parity p : S, — {1, -1} je
surjektivni homomorfismus grup, jehoz jadrem je normalni
podgrupa vsech sudych permutaci A, = ker p, proto faktorgrupa
(SH/AIH O) = ({17 *1}7 )

Priklad. Zobrazeni f : R — C* s pfedpisem f(x) = cos x + isin x
je homomorfismus grupy (R, +) do grupy (C*,-), nebot plati
cos(x + y) + isin(x + y) = (cosx + isinx) - (cosy + isin y)

pro libovolné x,y € R. Jadrem je podgrupa ker f = {2k7; k € Z}
vsech celodiselnych nasobki 27. Obrazem

f(R) = {cosx + isinx; x € R} = {a € C; |a| = 1} je podgrupa
vsech komplexnich Cisel s absolutni hodnotou 1. Proto

(R/{2km; k € Z},+) =2 ({a € C; |a] = 1},-).

Priklad. Zobrazeni abs : C* — R*, uréené predpisem abs(x) =
pro kazdé x € C*, je homorfismus grupy (C*,-) do grupy (R*,
s jddrem kerabs = {a € C; |a| =1} a obrazem abs(C*) =
proto faktorgrupa (C*/{a € C; |a| = 1},-) = (RT,").

[x]
)

+



Soucin grup

Véta. Necht (Gi,-) a (Gp,-) jsou grupy. Definujme na kartézském
soucinu Gy X Gy novou operaci - po slozkdch, tj. definujeme

(g1,&2) - (h1, h2) = (g1 - h1, & - h2) pro libovolné g1, hy € Gy a
82, hy € Gy. Pak (G1 X G2, ) je grupa. |vita 6.7, str. 35]

Definice. Vy$e popsana grupa (Gi x G, -) se nazyva soucin grup
(G1,-) a (Gp,+). Zobrazeni

p1:G1><Gg—>G1 a p2:G1><G2—>G2
uréend predpisy
pi((a;b)) =a,  p2((a, b)) =b

pro libovolné (a, b) € G; x Gy se nazyvaji projekce (ze soucinu).

Véta. Necht (G1 x Gy, -) je soucin grup (Gi,-) a (Gp,-). Pak obé
projekce p1 a pa jsou surjektivni homomorfismy. |vea 812, str. 43]



Cayleyho véta

Véta. Necht (G, -) je grupa, zvolme libovolné a € G. Pak zobrazeni
ra: G — G, uréené predpisem ry(g) = a- g pro kazdé g € G, je
bijekce, tedy ry € S(G). veta 215, st 28]

Véta. Necht (G, ) je grupa. Libovolnému prvku a € G prifadme
bijekci ry z pfedchozi véty. Vznikne tak zobrazenir: G — S(G)

s predpisem r(a) = r, pro kazdé a € G. Pak plati: r je injektivni
homomorfismus grup. [veea 813, str. 43]

Disledek (Cayleyho véta). Kazdd grupa G je izomorfni s vhodnou
podgrupou grupy permutaci S(G). Kazda kone¢na grupa fadu n je
izomorfni s vhodnou podgrupou grupy S,. [vea s14, str. 43]

Pozndmka. V predchozi vété jsme kazdy prvek a grupy (G, )
reprezentovali permutaci r, nosné mnoziny G. Tuto situaci lze
zobecnit, mizeme prvky grupy (G, -) reprezentovat permutacemi
néjaké jiné mnoziny X, kterou mizeme libovolné zvolit. Budeme
tedy studovat homomorfismy G — S(X). Této situaci fikdme
reprezentace grupy G permutacemi na mnoziné X anebo strucné
akce grupy G na mnoziné X.



Akce grupy G na mnoziné X

Definice. Necht G je grupa, X mnozina a ¢ : G — S(X) je
homomorfismus grup. Pro libovolné a € G je p(a) € S(X), je tedy
p(a) : X — X bijekce. V bijekci p(a) mame pro kazdy prvek

y € X dan jeho obraz ¢(a)(y) € X. Pro libovolné y € X se

mnozina S, = {a € G; y(a)(y) = y} nazyva stabilizator prvku y,
mnozina O, = {¢(a)(y); a € G} C X orbita prvku y (vzhledem k ¢).

Priklad. Zvolme n € N a X ={1,2,...,n}. Pak S(X) = S,.
Zvolme dale libovolné f € S, a oznaéme G = (f), tj. G je
podgrupa grupy S, generovana permutaci f. Potom ¢ lze zvolit
jako inkluzi, tj. kazdy prvek grupy G je zobrazen na sebe. Pokud
zapiSeme permutaci f jako slozeni nezavislych cykli, ihned vidime,
jak vypada orbita O, pro libovolny y € X: plati-li f(y) =y, je
O, = {y}, v opaéném pripadé je O, mnozina vSech prvkii z cyklu,
v némz vystupuje y. Stabilizdtorem S, prvku y je mnozina viech
mocnin X permutace f, které ponechavaji y na mistg, tj. spliiuji
fk(y) = y. Jde o podgrupu grupy G generovanou permutaci flov,
tj. S, = (FI%l). Plati proto |G/S,| = |0, |.



Akce grupy G na mnoziné X
Méjme dano: grupu G, mnozinu X a homomorfismus grup
w: G — S(X), urcujici pro libovolny prvek y € X stabilizator
S, ={a€ G; p(a)(y) =y} aorbitu O, = {p(a)(y); a € G}.

Véta. Mnozina vsech orbit {O,; y € X} je rozklad na mnoZiné X.

[Véta 8.17, str. 44]
Véta. Pro libovolné y € X tvori stabilizator S, podgrupu grupy G.

Véta. Predpokladejme navic, Ze X je konecnd mnozZina. Pak pro
kazdé y € X je pocet prvkii v orbité O, roven indexu stabilizatoru
Sy, t:j ’Oy’ - |G/Sy‘ [Véta 8.19, str. 45]

Diisledek. Necht je navic X konecnd mnoZina a y1,...,ym € X
Jjsou takové, Ze v kazdé orbité lezi pravé jeden z prvki yi, ..., Ym
(a tedy m je pocet orbit). Pak plati | X| =>""1|G/S,,|. pisiedek .20, st. 45

Vé&ta (Burnsidovo lemma). Necht je navic G kone¢nd grupa a
X konecnd mnozina. Pro libovolné a € G necht F, je mnoZina
fixnich bodi permutace p(a), tedy F, = {y € X; p(a)(y) = y}.
Pak pro pocet orbit plati m = ﬁ > acc |Fal-




Diikaz Burnsidova lemmatu
Mé&jme dano: grupu G, mnozinu X a homomorfismus grup
v G — S(X), urcujici pro libovolny prvek y € X stabilizator
S, ={a€ G; p(a)(y) =y} aorbitu O, = {p(a)(y); a € G}.
Véta (Burnsidovo lemma). Necht je navic G kone¢na grupa a
X konec¢nd mnoZina. Pro libovolné a € G necht F, je mnoZina
fixnich bodii permutace p(a), tedy F, ={y € X; p(a)(y) = y}.
Pak pro pocet orbit plati m = ﬁ > acc | Fal.

Dikaz. Necht v kazdé orbité lezi pravé jeden z prvkll y1,...,Vm.
DRl = {(ay) € G x X p(a)(y) =y} =D _ IS =
acG yeX
_ Y Iq 6l _
=2 2 IS=2 2 s ZZO—
: 1G/Sy]
i=1 y€Oy, i=1 y€Oy,

m

1y€0,,
6] ¢ G| _
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Priklad uziti Burnsidova lemmatu v kombinatorice

Priklad. Mame stejné koralky n riznych barev. Délame détské
naramky tak, Ze navleCeme 7 kordlk(i na siirku a zavazeme. Kolik
raznych ndramki Ize takto vytvofit (poloha uzliku nerozhoduje)?

Reseni. Pro n =1 je jediny, pro n = 2 lze promyslet, e jich je 18.
Ale pro n > 2 uz naivni metodou nakresleni vSech moznosti
neuspé&jeme. Uzijme Burnsidovo lemma, kde X je mnoZzina vsech
obarveni vrcholii pravidelného 7ahelnika n barvami. Pak |X| = n’,
kazdé obarveni ur¢i ndramek, ale rliznd obarveni mohou dat tyz
naramek. Abychom zjistili, kterd obarveni davaji stejny naramek,
uzijme grupu D7 vSech symetrii pravidelného 7ihelnika a definujme
¢ D7 — S(X) takto: pro symetrii a € D7 a obarveni y € X je
¢(a)(y) to obarveni, které z y vznikne, aplikujeme-li na 7ahelnik
symetrii a. Pak dvé obarveni z mnoziny X odpovidaji témuz
naramku, pravé kdyz patfi do stejné orbity. Pro identitu id je
|Fia| = |X] = n’, pro libovolnou ze 6 zbylych rotaci r € D7 je

|F;| = n a pro kazdou ze 7 osovych soumérnosti s je |Fs| = n*.
Podle Burnsidova lemmatu je hledany pocet 1—14(n7 + 7n* + 6n).



Vnitrni automorfismy grupy G

Definice. Necht G je grupa. Libovolny izomorfismus f : G — G
nazyvame automorfismus grupy G.

Véta. Necht (G, ) je grupa. Pro libovolné a € G definujme
zobrazeni p, : G — G predpisem p,(g) = a-g-a ! pro kazdé
g € G. Pak pro kazdé a,b € G je p, 0 pp = pap. Navic je p,
izomorfismus a plati p;* = p,-1.

Diikaz. Pro libovolné a, b, g € G plati (p, o pp)(g) = pa(ps(g)) =
pa(b-g-b')=a-b-g-b~' a7t =(a-b)-g-(a-b)"" = par(g)-
Ziejmé p1(g) =1-g- 17t = g =id(g), a tedy p; = id.

Odtud plyne, Ze p,0 p,-1 = id a p,-1 0 p, = id, tedy p, je bijekce a
plati p;1 = p,-1.

Konecné pro libovolné a, g, h € G plati
pa(g)-pa(h)=a-g-at-a-h-al=a-g-h-a~t=ps(g-h),
je tedy p, homomorfismus.

Definice. lzomorfismy z pfedchozi véty nazyvame vnitini
automorfismy grupy G.



Akce grupy G na mnoziné G vnitfnimi automorfismy

Definice. Necht (G, ) je grupa. Jejim centrem Z(G) rozumime
mnozinu vsech prvki, které komutuji s kazdym prvkem grupy G, tj.
Z(G)={ac G, VgeG:a-g=g"a}.

Véta. Necht (G, ) je grupa. Libovolnému prvku a € G prifadme
vnitini automorfismus p, z predchozi véty. Vznikne tak zobrazeni
p: G — S(G) s predpisem p(a) = p, pro kazdé a € G. Pak plati:
p je homomorfismus grup, udava tedy akci grupy G na nosné
mnoZiné G této grupy. Pfitom jadro ker p = Z(G). Pro libovolny
prvek g € G plati, Ze g md jednoprvkovou orbitu v této akci, pravé
kdyZ g je v centru grupy G, tj. O, = {g} & g€ Z(G).

Dusledek. Centrum Z(G) je normdlni podgrupa grupy G. Obraz
p(G) grupy G v homomorfismu p je izomorfni s faktorgrupou
G/Z(G). Grupa G m4 tedy pravé % vnitfnich automorfismd.

Pozndmka. Je-li H podgrupa grupy G takova, ze H C Z(G), pak
H je normalni podgrupa grupy G. (vaccvhetia-h-al=h a2 =heH]



Uziti predchozi akce na p-grupach

Definice. Necht p je prvoclislo. Kone¢na grupa G se nazyva
p-grupa, jestlize |G| = p¥ pro vhodné k € N.

Véta. Necht p je prvocislo a G je p-grupa. Pak |Z(G)| > 1, tj. G
md netrividlni centrum.

Diikaz. Plati |G| = p* pro n&jaké k € N. Uzijeme vyse popsanou
akci p: G — S(G) s predpisem p(a) = p, pro kazdé a € G.
Vime: pocet prvkil libovolné orbity je index stabilizatoru, tento
index je délitelem ¥adu grupy G, tj. &isla |G| = p¥. Dale plati

aeZ(G) < |0,| =1,
a¢z(6) = pllO4

Kazdy prvek z G patfi do pravé jedné orbity, pocet prvki grupy |G|
je délitelny &islem p. Seétenim pravé |Z(G)| jednicek a nékolika
sCitancl délitelnych p dostaneme soucet délitelny p. Proto je pocet
téchto jedni¢ek délitelny p, tedy p | |Z(G)|.



Konecné grupy

Vé&ta. Necht p je prvocislo a G je p-grupa Fadu |G| = p®. Pak je G
komutativni.

Dikaz. Podle Lagrangeovy véty a predchozi véty je |Z(G)| délitel
p? vétsi nez 1. Pokud |Z(G)| = p?, je G = Z(G) komutativni.
Predpokladejme tedy |Z(G)| = p a dojdéme ke sporu. Pak existuje
a€ G—Z(G), atedy M = Z(G)U{a,a~*} ma vice nez p prvki,
proto podle Lagrangeovy véty (M) = G. OvSem podle véty

o podgrupé generované mnozinou je libovolny prvek (M) soucinem
nékolika prvkd z M. Protoze prvky z centra Z(G) komutuji

s kazdym prvkem grupy G, je

G=(M)={a"-h|neZhe Z(G)}.

Pro libovolnd h, W € Z(G) a n,n’ € Z pak plati
(@"-h)-(a" -H)=a"t" -h-H =(a" -H)-(a"- h).
Je tedy grupa G komutativni, tudiz Z(G) = G, spor.



Disledek. Necht p je prvocislo. Pak existuji, aZz na izomorfismus,
pravé dvé grupy radu p?, a sice L2 alp X Lp.

Dikaz. Necht G je grupa fadu p?. Pokud v G existuje prvek radu
p?, je G cyklickd a plati G = Zp>. Pfedpokladejme tedy, ze v G
7adny prvek ¥adu p® neexistuje. Zvolme libovolné a € G, a # 1.
Pak fad prvku a je p. Zvolme libovolné b € G — (a). Rovnéz fad
prvku b je p. Necht zobrazeni f : Z, X Z, — G je urcené
predpisem f(([n]p, [m]p)) = a" - b™. Protoze fady obou prvki a, b
jsou p, je toto zobrazeni definovano korektné.

Protoze G je komutativni, je f homomorfismus grup. Pfitom obraz
f(Zp x Zp) obsahuje vSechny mocniny prvku a i prvek b, je to tedy
podgrupa grupy G majici vice nez p prvkd, tedy f je surjektivni.
ProtoZe |Z, x Z,| = p?> = |G|, je f bijekce, tudiZ izomorfismus.



Motivace nasledujicich vét

Pozndmka. Pro libovolnou konecnou grupu G nam Lagrangeova
véta fikd, ze rad kazdé podgrupy grupy G déli rad grupy G.
Naopak se mizZeme ptat, jestli pro kazdého délitele d fadu grupy G
existuje podgrupa H grupy G majici fad d.

Takto obecné to pravda neni, je mozné ukazat, ze napriklad grupa
A4 ¥adu 12 nemd zadnou podgrupu radu 6.

Pomoci akce grupy na mnoziné v nasledujicich vétach ukazeme, ze
to je pravda, pokud je d mocnina prvocisla.



Cauchyho véta

Véta (Cauchy). Necht G je konecnd grupa a p prvocislo délici fad
grupy G. Pak G obsahuje alespori jednu podgrupu radu p.

Diikaz. Oznacme

X={W, - ¥) [ Y1:- -, ¥p €G, y1...yp =1}

Ztejmé | X| = |G|P~! je délitelné p. Definujme o € S(X) predpisem
a((yis - ¥p)) = (¥2,- .., ¥p, y1). Pak @ =id, a tedy mame
homomorfismus ¢ : Z, — S(X) urceny predpisem ¢([n],) = a". Je
tedy dana akce grupy Z, na X. Pro libovolné x = (y1,...,yp) € X
orbita Oy mad jediny prvek, je-li y; = --- = y,, a pravé p prvki
jinak. ProtoZe orbity tvofi rozklad mnoziny X, je | X| souétem
nékolika s¢itanctl, z nichz kazdy je 1 nebo p. Pritom pocet jednicek
je délitelny p a alespon jedna jednicka tam je: mame orbitu
{(1,...,1)}. Proto existuje orbita {(g,...,g)} pro néjaké g € G,
g # 1. Pak fad g je roven p a (g) je hledana p-prvkova podgrupa

grupy G.



Prvni Sylowova véta

Nasledujici véta je zobecnénim Cauchyho véty:

Véta (Sylow). Necht G je kone¢nd grupa fadu n. Necht p je
prvolislo a k € N takové, Ze p* | n. Pak G obsahuje alespori jednu
podgrupu Fadu p¥.

Ddkaz provedeme indukci vzhledem k n. Pro n = 1 véta plati
(takové p neexistuje).

Necht n > 1 a pro grupy fadu mensiho nez n véta plati.

Rozlis$ime dva pfipady, nejprve predpokladejme, ze p | |Z(G)|.
Podle Cauchyho véty existuje podgrupa H C Z(G) fadu p. Pak H
je normalni podgrupa grupy G, faktorgrupa G/H ma g < n prvki,

a tedy pro ni plati indukéni predpoklad. Protoze p*—1 | g, existuje

podgrupa K grupy G/H ¥adu |K| = pk~1. Jeji vzor n71(K)
v projekci 7 : G — G/H je podgrupa grupy G fadu p*.



Pokracovani diikazu prvni Sylowovy véty

Predpokladejme naopak, ze p t |Z(G)|. Uzijme znovu akci

p: G —S(G) s predpisem p(a)(g) = a-g-a L. Vime, ze
jednoprvkové orbity maji pravé prvky z centra. Protoze orbity tvori
rozklad mnoziny G, plati

Gl =12(6)[+t+---+t,

kde t; > 1, ..., t, > 1 jsou pocty prvki v orbitach. Vime, ze
p||G|apt|Z(G)|, existuje tedy i tak, ze p 1 t;. Protoze t; = | O]
pro vhodné x € G, je t; index stabilizatoru Sy, tedy |G| = |S«] - t;.
Pak p* | |Sx| a |Sx| < n. Podle indukéniho predpokladu mé grupa
S« podgrupu H ¥adu pX. Protoze H je také podgrupa grupy G,
jsme hotovi.




p-Sylowské podgrupy, druha Sylowova véta

Definice. Necht G je konecna grupa, p prvodislo a k € N takové,
e p¥ je nejvétéi mocnina p délici ¥ad grupy G, tj. |G| = p¥ - m,
pfi¢emz p 1 m. Pak libovolna podgrupa grupy G majici fad p* se
nazyva p-Sylowska podgrupa grupy G (nékdy téz Sylowova
p-podgrupa).

Priklad. Grupa (S3,0) Ffadu 6 obsahuje tfi 2-Sylowské podgrupy,
totiz {id, (1,2)}, {id, (1,3)}, {id,(2,3)}. Obsahuje také jedinou
3-Sylowskou podgrupu, totiz {id, (1,2, 3),(1,3,2)}.

Véta (Sylow). Necht G je konecnd grupa, p prvocislo a k € N

takové, Ze |G| = p¥ - m a p{ m. Oznaéme r pocet p-Sylowskych
podgrup grupy G. Pak plati
» r=1(mod p), r|m;
» libovolnd podgrupa grupy G, jejiz rad je mocnina p, je
podgrupou nékteré p-Sylowské podgrupy grupy G;
> jestlize H, K jsou p-Sylowské podgrupy grupy G, pak existuje
g € G tak, Ze predpis h+— g - h- g~ urcuje izomorfismus

H — K [Prvni vlastnost viz [Véta 10.10, str. 51], zbytek Dummit, Foote: Abstract algebra, str. 139.]



Struktura konecnych komutativnich grup

Véta. Necht (G,-) je koneéna komutativni grupa, |G| > 1. Pak
existuji (ne nutné riznd) prvocisla p1, ..., ps a ki, ..., ks € N
tak, ze
(G") = (Z k1’+) X X (Z ks7+)'
Py Ps

Tento rozklad grupy G na soucin cyklickych p-grup je uréen
jednoznaéné az na poradi Cinitelt. Zfejmé plati |G| = pfl copks.

[Véta 10.13, str. 52]

Priklad. Uzijme vétu k tomu, abychom zjistili, jak mohou vypadat
komutativni grupy fadu 8. Podle predchozi véty jde o to, jakymi
zplsoby je mozné napsat 8 jako soucin mocnin prvodisel:
8§=23=22.2=2.2.2 proto kazda komutativni grupa radu 8 je
izomorfni s pravé jednou z grup Zg, Z4 X Zo a Zp X Lo X ZLo.
Zdiraznéme, Ze tento vycet se tyka jen komutativnich grup, existuji
i nekomutativni grupy radu 8, napriklad grupa symetrii ¢tverce Dy.



