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Uvod

Tento text je zaméfen na zaklady numerické aproximace, zejména polyno-
mialni a splajnovou interpolaci, kromé toho ovsem se budeme zabyvat také
diferencialnim a integralnim poctem funkci jedné proménné. Blizsi informace
o teoretickém zakladu, na némz tento text stavi muze ¢tSnar najit zejména
ve skriptech [1] a [2], dale také v knihach [3] nebo [4].



Kapitola 1

Polynomy

Kropacku, jak vam vysly ty koteny polynomu? Halg, slysite?
Promirite, pane profesore, trochu jsem se zamyslel. Na co jste se ptal?
Ptam se, jaké mdte koreny.

Moravské. Proc?

Nebudeme se zda zabyvat prilis teorii a zakladnimi pojmy jako napr. stu-
peni polynomu apod. Literatura v tomto sméru je velmi obsdhla a ctenari
jisté nebude ¢init prazadné potize si néjakou vyhledat. Nas budou zajimat
predevsim vypocty.

Prvni véc, na kterou bych rad upozornil, je nejednotnost zapisu polynomi
v rizné literature. Zpravidla se setkdme se zapisem

—1
P(z) = apa™ + ap_12" " + -+ a1z + ag

ale obcas narazime na opacné poradi indexti, tedy na polynom ve tvaru
P(z) = apz" + a1z™ t + - 4 ap_ 17 + ay.

Pro konkrétni polynom, kdy koeficienty nejsou vyjadieny obecné ale ¢isly, je
to samoziejmeé jedno, ale pokud chceme pro polynom pouzit néjaké tvrzeni, je
potfeba si davat pozor, v jakém poradi ta ¢i ona véta uvadi potadi koeficienti.
V této prirucce se budu drzet prvniho zptisobu, tedy indexy u koeficient
budou stejné jako pfislusna mocnina x. Pokud bude potteba zvyraznit stupen
polynomu, budeme pouzivat znaceni P,.



1.1 Hornerovo schema a zakladni tikony s po-
lynomy

Na polynom budeme nahlizet jako na funkci — vrazite do ni x a vypadne fun-
kéni hodnota podle daného vztahu. Zéakladni véc, kterou tedy s polynomem
potfebujeme délat, je vypocet funkéni hodnoty. Nejrychlejsi metodou k tomu
je tzv. Hornerovo schema. Nebudu uvadét jeho podrobné odvozeni, které by
pro ¢tenare bylo snadnym cvicenim. Hornerovo schema je zalozeno na déleni
polynomu P polynomem prvniho stupné P;(z) = x — ¢, tedy

P(z)=(z—c¢)-Q(z) + A, (1.1)

kde @ je podil (polynom stupné o jedna mensi nez P) a A je zbytek po déleni,
ktery musi mit stupenn mensi nez délitel, tedy je to konstanta. Z uvedeného
zapisu je jasné, ze P(c) = A, tedy tento zbytek po déleni je soucasné hodnota
polynomu P v bodé c. Z (1.1) se porovnanim koeficienti u stejnych mocnin
daji odvodit vztahy pro koeficienty polynomu @), Predpokladame-li polynom
Q) ve tvaru

Q(ZE) = bn_ll'n_l + s + bll' + b()

dostavame postupné

bn—l = Qap
bn—? = Qp-1t+cC: bn—l
bp—1 = ap+c-by

bo = a;+c- bl

A = apg+c- bo.

Hornerovo schema zpravidla v literatuire nalezname coby nésledujicci ta-

bulku:

| @0 A1 Gnp - ap 4y ag

C‘bnfl bp—a bp_z --- by by A

Pravidlo pro zapamatovani vypocetniho algoritmu je: ,,Proni cislo opiseme
(b1 = ay), kaZdé dalsi dostaneme tak, Ze k ¢islu nad carou pFipocteme c
ndsobek predchoziho ¢isla (by_1 = ax + ¢ - by, )“.



Hornerovo schema se pii ru¢nich vypoctech nejcastéji pouziva k testovani,
zda dané cislo ¢ je kofenem polynomu, v tom pfipadé vyjde A = 0. Ale
vidime, Ze kromé hodnoty polynomu v bodé ¢ dostavame i podil — polynom
Q.

Nékoho mozna napadne, co by se stalo, kdybychom Hornerovo schema
pouzili se stejnou hodnotou ¢ znovu, tentokrat na polynom (), pak znovu na
vysledny podil a tak dal. Pro tento ucel si oznacime polynom () jako () a
hodnotu A jakozto Ay, v dalsim kroku dostaneme podil ()5 a hodnotu A;, a
tak dal, takze obecné mame

Qr(r) = (. — ) - Qrr1(x) + Ap.
Hornerovo schema pak (symbolicky zkraceno) vypada takto:

P

C 1 A
Q2 Ay

Qs Ay

c| A,
Pro polynom P pak dostavame

P(r) = (r—c)Qi(z)+ Ao =

z—c)((z —c)Qa(x) + A1) + Ao =

r—¢)?Qq(x) + Aj(x — ) + Ag =

(($—C)Q3( )+A2>+A1($—C)+AQI
x—c)3Qs(x) + Az(x — )+ Aj(z — )+ Ag = =
= Az —o)"+ A, 1(r—c)" T+ +A(z—c)+ A

I
A~ N N N
8
|
o
SN—
l\D

Hodnoty A, ..., Ag jsou tedy koeficienty polynomu P posunutého do bodu c.
Toto vyjadreni se da také velmi dobfe pouzit pro vypocet derivaci polynomu
P v bodé ¢, ale to bychom predbihali.

V Matlabu definujeme polynom pomoci vektoru jeho koeficientt od nej-
vyssi mocniny, takze prikazem

>> P=[1 3 -2 0 5]

definujeme polynom P(z) = x? + 323 — 22% + 5, jak se d4 snadno ovéfit
prevodem polynomu na symbolicky objekt:
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>> poly2sym(P)
ans =
x"4 + 3%x"3 - 2%x"2 + b

Pro vypocet hodnoty polynomu v bodé pouzijeme funkci polyval a miizeme
ji aplikovat nejen na jednu hodnotu ale na vektor ¢i matici hodnot, pricemz
hodnoty polynomu se pocitaji pro kazdou sluzku zvlast. TakZe graf polynomu
na intervalu muzeme ziskat tieba pomoci ptikazu

>> P=[1 3 -2 0 5];
>> x=-3:0.01:3;

>> y=polyval(P,x);
>> plot(x,y)

Operace s polynomy

Mezi zakladni tkony, které lze s polynomy provadeét, patii s¢itani, nasobeni
skalarem, vzajemné nasobeni a déleni se zbytek. Prvni dvé operace patrné
nepotiebuji dalsi komentare, jen je potfeba védét, ze pro s¢itani polynomu
v Matlabu musi mit pfislusné vektory koeficienti stejnou délku, takze je
nutné je doplnit v pripadé potieby nulami. Pro nasobeni polynom se pouziva
funkce conv, kde jako vstupni parametry zadame polynomy, které chceme
nasobit.

Déleni polynomu se zbytkem se provadi podobné, jako je tomu u celych
¢isel. Nejznaméjsim pouzitim déleni polynomu se zbytkem je Eukleidiv algo-
ritmus pro hledani nejvétsiho spole¢ného délitele dvou polynomii. Algerotmus
je vSeobecné znamy, proto jej zde nebudeme uvadét. Pro déleni se zbytkem v
Matlabu je mozné pouzit funkci deconv, kterd ma dva vstupni a dva vystupni
parametry. Na vystupu dostavame podil a zbytek po déleni. Napriklad pri
déleni polynomu z* 4 323 — 42 + 1 polynomem 22 + 1 dostévame

>> P=[1 3 0 -4 1];
>> Q=[1 0 1];
>> [D,R]=deconv(P,Q)
D =

1 3 -1




0 0 0 -7 2

Zbytek po déleni R ma formalné stejny stupen jako délenec P, aby platila
rovnost P=D*Q+R. Tuhle skutecnost je potfeba brat v potaz pii nékterych
vypoctech v Matlabu, naptiklad pravé u zminéného Eukleidova algoritmu.

1.1.1 Derivace polynomu

V této casti trochu predbéhneme uc¢ivo matematického kursu, protoze deri-
vace polynomu se nam bude hodit v dalsim vykladu a navic pro polynomy
se pocita pomérné jednoduse. Obecné lze Fici, ze derivace funkce udava, jak
rychle se funkce méni. Tedy pokud funkce hodné rychle roste, ma derivace
velké hodnoty, pokud se funkce na néjakém intervalu neméni (je konstantni),
je tam jeji derivace nulova a tak podobné. Derivace je kladna tam, kde funkce
roste, zaporna, kdyz funkce klesa, v bodech, kde méa funkce lokalni minimum
nebo maximum, je derivace nulova. Pro polynom

P(‘T) = anxn + an—lfﬁn_1 + -4 a1x + Qo
se jeho derivace vypocita podle vztahu
Px)=n-a,2" ' +(n—1) ap 12" %+ +2-ax+ay

V Matlabu se derivace vypocita prikazem polyder, takze pokud si chceme
zobrazit polynom spolu s jeho derivaci, mizeme to udélat naptiklad takto:

>> P=[3 -4 -12 0 5];
>> DP=polyder (P)
DP =
12 -12 -24 0
>> x=-2:0.01:3;
>> y=polyval(P,x);
>> dy=polyval(DP,x);
>> z=zeros(size(x));
>> plot(x,y,x,dy,x,z, k-~")
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Modpfe je zobrazen polynom, zelené jeho derivace.

1.2 Interpolace

Dobry den, studenti, dnes nas cekd interpolace. Co myslite, Kropdacku, Ze to je?
To je néco v parlamentu, ne?

To jste si spletl s interpelact.

Aha, no vlastné. A neni to patrani Interpolu?

Problém interpolace patii do teorie aproximace. Zpravidla se snazime
aproximovat né€jakou funkci, z niz zndme jenom hodnoty v diskrétnich bo-
dech, nékdy je dokonce mtzeme mit nepresné.

Lagrangeova interpolace

Predpokladejme, Ze jsou dany body x;, i = 0,1,...,n, ; # x proi # k
a hodnoty funkce f v téchto bodech: f(z;) = fi, i = 0,1,...,n. Hleddme
polynom P, stupné nejvyse n takovy, ze

Pn(xz):fza izO,l,...,n.

Body z;, i = 0,1,...,n, x; # xp pro i # k, budeme nazyvat uzly, poly-
nom P, interpolacni polynom. Plati nasledujici tvrzeni, které se dd pomérné
snadno dokazat:



Pro (n+ 1) dangch dvojic cisel
(miafi)a /l-:()717"'7na .Ii?’éilfka'Oi #ka
existuje nejuyse jeden polynom P, stupné mensitho nebo rovného n takovy, Ze

Pn(fl?l):fz, i:(),l,...,n.

Pro diikkaz existence interpolacniho polynomu pouzijeme Lagrangeovu
konstrukei, podle niz se interpolacni polynom nazyva Lagrangetv:

Polozme

li(z) = (—wo) - (@ — i) (@ — i) - .- (. — 1) :ﬁw

(%i — IQ) Ce (.%'l — l’ifl)(ﬂfi — LCiJrl) Ce (SC@ — l’n)
Je ziejmé, Ze [; je polynom stupné n a

v_J0 proi #j
ll(xﬂ)_{l pro i = j.

Definujme nyni Lagrangetv interpola¢ni polynom P, vztahem:

Snadno se ovéri, ze tento polynom spliiuje dané interpola¢ni podminky a je
polynomem stupné nejvyse n.

Polynomy [; se nazyvaji Lagrangeovy fundamentalni polynomy a tvofi
bazi prostoru polynomii stupné nejvyse n.

Podivejme se, jaké je vypocetni slozitost Konstrukce Lagrangeova inter-
pola¢niho polynomu. Pfi konstrukci jednoho fundamentalniho polynomu za-
¢indme polynomem prvniho stupné x — xg, ktery postupné nasobime ¢leny
x — xj, stupenl polynomu se postupné zvétSuje a pro jeho nasobeni potie-
bujeme fadové tolik operaci, jaky je jeho stupen. Celkovy pocet operaci pro
konstrukci /; tedy dostaneme jako soucet konecné aritmetické rady, coz je
iadové n? operaci. Abychom sestrojili vSechny fundamentalni polynomy po-
tfebujeme tedy fadové n? operaci.

Pfi ru¢ni konstrukei interpola¢niho polynomu ovsem zjistime, ze spoustu
operaci provadim opakované, takze pfi vhodném postupu by bylo mozné
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konstrukci urychlit. A skutec¢né, optimalni konstrukce Lagrangeova interpo-
la¢niho polynomu je zaloZena na funkci w,1(x) = (x — z9) ... (z — x,) =

" o(z — ;). Pro uréeni funkce w,; potiebujeme Fadové také n* operaci,
ale tuto funkci konstruujeme jen jedenkrat. Citatel fundamentalniho poly-
nomu [; ziskdme délenim w,1(z) : (x — x;), k ¢emuz se da vyuzit Hornerovo
schema, které je co se tyce poc¢tu operaci linearni.

Dale se da odvodit, Ze jmenovatel fundamentalniho polynomu /; je ro-
ven derivaci funkce w,,1 v bodé x;. Pro derivovani polynomu je pottfeba
také radové n operaci a pro vypocet hodnoty derivace v bodé jakbysmet.
Jednodusseji se d& ovSem jmenovatel spocitat na zakladé faktu, ze je ro-
ven hodnoté citatele v uzlu z;. Urceni hodnoty polynomu v bodé ale také
dokazeme urcit v linerani zavislsti na stupni polynomu. Celkové tedy pro je-
den fundamentalni polynom potiebujeme jen linearni mnozstvi operaci, pro
vsechny fundamentalni polynomy je to pak fadové n? operaci.

Matlabovska funkce pro konstrukci Lagrangeova interpola¢niho polynomu
pak miize vypadat nasledovné:

function [lip,lfp] = laintpol2(uzly,ff)
% function [lip,lfp] = laintpol(uzly,ff)
% Lagrangeuv interpolacni polynom

% uzly,ff - radkove vektory

% lip - Lagr. interpol. polynom

% 1fp - matice fundamentalnich polynomu

om=poly(uzly); % funkce omega
omd=polyder (om); % omega’
n=length(uzly)-1;
lip=zeros(1,n+1);
1fp=[1;
for 1i=0:n
il=ii+1;
xi=uzly(il);
citatel=deconv(om, [1,-xi]);
jmenovatel=polyval (omd,xi);
li=1/jmenovatel*citatel; % fundamentalni polynom
1fp=[1fp;1il;
end 7 konec cyklu
lip=ff*1fp;
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end % konec funkce

Jako nepovinny druhy vystupni parametr funkce vraci fundamentalni poly-

nomy fradcich matice.

Pro vyzkouseni programu zkusime interpolovat hodnoty funkce sin. Nej-

prve definujeme uzly a urc¢ime funkcéni hodnoty:

>> uzly=[1 2 3 4 6];
>> ff=sin(uzly);
>> [1ip,1fp] = laintpol2(uzly,ff);

Protoze mame spoctené i Lagrangeovy fundamentalni polynomy, miizeme si

je prohlédnout:

>> 11=1fp(1,:)
>> 12=1fp(1,:)
>> 12=1fp(2,:)
>> 13=1fp(3,:);
>> 14=1fp(4,:)
>> 15=1£p(5, :)
>> xx=0:0.01:7;

>> Li=polyval(1l1l,xx);

>> L2=polyval(12,xx);

>> L3=polyval(13,xx);

>> L4=polyval(14,xx);

>> L5=polyval(l5,xx);

>> plot(xx, [L1;L2;L3;L4;L5])
>> grid on

>> axis([0,7,-5,5])
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Nakonec si nechame vykreslit i interpolac¢ni polynom spolu s

porovnani:

funkci sin pro

>> Px=polyval(lip,xx);
>> fx=sin(xx);

>> plot (xx,Px,xx,fx,’--,uzly,ff, ’*’)
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Vidime, ze polynom funkci aproximuje pomérné dobte, chyba je vétsi v ob-
lasti, kde jsou uzly déle od sebe. Chyba se samoziejmé zvétsuje vné intervalu
obsahujici uzly.

Hlavni nevyhodou Lagrangeovy konstrukce je ten fakt, ze v pfipadé, kdyz
potfebujeme pridat uzel, musime prepocitat vSechny fundamentalni poly-
nomy. Proto je v nékterych piipadech vyhodnéjsi Newtonova konstrukce,
kterou si ted odvodime. Je nékolik zpiisobt, jak to udélat, my pouZijeme
tzv. iterovanou interpolaci.

Iterovana a Newtonova interpolace

Ozna¢me P, ;11 4k interpolacni polynom na uzlech z;,...,z;1, tedy poly-
nom stupneé k. Pro k = 0 dostavame polynom nultého stupné P;, tedy se jedna
o konstantni polynom, ktery je vSude roven hodnoté f;. Polynom P, ; i i+
sestrojime z polynomu nizsich stupni nésledujicim zptisobem:

Necht P, iix—1 @ Piy1._i+x jsou interpola¢ni polynomy na pfislusnych uz-
lech, oba stupné k£ — 1. Pak polynom P, ;1 ;y ziskame ze vztahu

Tyeoitk Tivk — T T — Ti+k T —x;

1

= —— [P, ik(x) - (2 —25) = P ivn—1(2) - (2 — )]

Litk — Li
Dosazenim jednotlivych uzli do této formule snadno zjistime, ze vysledny
polynom skutec¢né spliiuje interpolacni podminky.
Uvedeny vztah trochu upravime:
1
P ik(x) = 7[3,...@%—1(@ (@i — ) — (. — ) +
Titk — T4
+ Pr,ivk() - (95 - wz)]

1,. ,H—k( ) PL...,H—k—l(m)

Titr — L4

cylitk— 1( ) (:E—JZZ)

Rozdil polynomi v c¢itateli zlomku je samoziejmé polynom stupné k — 1,
oznacme jej napiiklad R. Protoze jak polynom P, ;ix—1 tak i Piyi iy
maji stejné funkéni hodnoty v uzlech x;y1,...,2;1k_1, jsou tyto uzly kofeny
polynomu R. Protoze téchto uzlt je k — 1 lze polynom R zapsat ve tvaru

R($) =a- (1' - $i+1) T (35 - $i+k—1)7
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kde a je koeficient u nejvyssi mocniny x, tedy u 2*~!. Tento koeficient je ale
roven rozdilu koeficientd u nejvyssi mocniny polynomt P i a B itr—1.
Celkem dostavame

a
P, k() =P, ipa(x)+ ———(x—x;) - (x — Tiyg_1). (1.2)
Lit+k — Ly
Interpola¢ni polynom na uzlech z;,. .. ,x; ., tedy dostaneme z interpola¢niho
p poly 13 ybitk y p
polynomu na uzlech x;,. .. ,x; ;1 pfiddnim dalsiho ¢lenu, ktery je roven sou-
k—1
¢inu kofenovych ¢initeld [] (z —x;4;) vynasobenému koeficientem u nejvyssi
J=0
mocniny.

Ozna¢me tento koeficient jako flz;,...,x;x]. Je jasné, ze flz;] = fi a
déle ze vztahu (1.2) dostéavame
flzivt, - migk] = flae, - T

f[l’z',...,l’i_;,_k} = .
Titk — L4

Zpusob vypoctu téchto koeficient jim dava také nazev - oznacujeme je jako
pomérné diference. Jejich vypocet pro vsechny uzly lze provést pomoci na-
sledujiciho schematu:

zo | flro] = fo
> flxo, 1]
zy | flm] = fu > flxo, 1, 2]
> f[l’l,l’g]
Ty | flze] = fo flzo, -\ xn]

> f[xn—Qa Tn—1, xn]
> f[xn—la zn]

Tn f[$n] = fn
Postupnym pouzitim vztahu (1.2) pak dostdvame
PO,.u,n(x) f[xO] + f[iEOa a:l](x - -iEo)—l—

b flro,arml(x - 0)(x - )+ (19
+ o+ flro, . mp(x —x0) - (T — xpq).

Tato konstrukce se nazyva Newtoniv interpolacni polynom. Vysledek sa-
mozrejmé musi byt totozny s Lagrangeovym interpola¢nim polynomem. Hlavni
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vyhodou Newtonovy konstrukce ale je snadné pridavani dalsich uzld — staci
vypocitat dalsi radek v tabulce pro vypocet pomérnych diferenci a k predcho-
zimu interpola¢nimu polynomu piidat soucin ptislusnych kofenovych cinitel
nasobeny vyslednou pomeérnou diferenci.

Pro interpolaci v Matlabu je mozné pouzit také jeho vlastni funkci polyfit,
ktera je ale trochu obecnéjsi a umoznuje najit také aproximaci dat polyno-
mem nizsiho stupné pomoci metody nejmensich ctverct.

Intrpolovat lze samoziejmé take v Sage. Abychom dostali jako vysledek
racionalni polynom, pouzijeme pro priklad jina data nez vyse uvedena:

sage: P = PolynomialRing(QQ, ’x’)
sage: P.lagrange_polynomial([(0,1),(2,2),(3,-2),(-4,9)1)
-23/84%x"3 - 11/84xx"2 + 13/7*x + 1

Daji se zde urcit i pomérné diference pro Newtontv interpola¢ni polynom:

sage: P.divided_difference([(0,1),(2,2),(3,-2),(-4,9)1)
[1, 1/2, -3/2, -23/84]

Predpokadam, ze ¢tenafi necini zadné potize si ovérit, ze z vypocitanych
nodnot pomoci Newtonovy konstrukce ziskdme stejny polynom jako v prvnim
pripadé.

1.3 Koreny polynomi

Najit kofen daného polynomu je jednou ze zakladnich matematickych tloh.
K ovétovani, zda dané ¢islo je nebo neni kofenem polynomu zpravidla pouzi-
vame Hornerovo schema, existuji ale dalsi nastroje, které nam mohou hledéani
korenti usnadnit.

Napriklad pokud méame polynom s celoc¢iselnymi koeficienty a zajimaji nas
racionalni kofeny, tedy koreny ve tvaru %, kde p je celé ¢islo, g je pfirozené
¢islo a p a ¢ jsou nesoudélna, tak se da lehce zjistit, ze koeficient u nejvyssi
mocniny polynomu (tedy a,) musi byt délitelny ¢islem ¢, zatimco absolutni
¢len (t.j. ag) musi byt délitelny p.

Dalsi pomtickou mtize byt stanoveni oblasti, kde vSechny kofeny lezi. K
tomu nam muze pomoci napiiklad tvrzeni, které lze najit i s diikazem v [1].
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Necht

A = max(|agl,...,|an-1]),

B = Il’laX(|CL1|,-.~,|an|>7

kde ap, k = 0,1,...,n, apa, # 0, jsou koeficienty polynomu P, Pak pro
vsechny koreny xi, k = 0,1,...,n, polynomu P plati
1 A
B <log| <1+ (1.4)
|an
1+ —
|ao|
VsSechny koreny tedy v komplexnim oboru lezi v mezikruzi, jehoz hranice jsou
dany uvedenou nerovnosti. Uvedené hranice, zejména pak horni hranice, jsou
pomeérné hodné hrubé odhadnuty. Napiiklad pro polynom, jehoz kotfeny jsou
¢isla od jedné do Sesti, dostaneme nésledujici hranice:

>> P=poly(1:6)

P =
Columns 1 through 6
1 -21 175 -735 1624 -1764
Column 7
720

>> n=length(P);
>> A=max(abs(P(2:n)))

A =
1764

>> B=max(abs(P(1:n-1)))

B =
1764

>> H=1+A/P(1) % horni hranice

H =
1765

>> D=1/(1+B/P(1)) % dolni hranice

D =

5.6657e-04

Existuji dalsi kriteria, kterd v nékterych piipadech mohou poskytnout
lepsi odhad velikosti absolutni hodnoty kofenii, uvedme aspon nékteréa:
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Pro vsechny koreny xp, k =0,1,...,n, polynomu P plati

)

a;

|z < max{l Z

Ay —1 CL_2 CLO

lze] < Qmax{ L b }
G, Qnp,
Ap—1

|z < max{,1+, 1+ }
G G, Qn

Dalsim zjednodusenim pii hledani kofent polynomu miize byt odstranéni
nasobnych korenti. Obecné plati, ze kazdy polynom lze zapsat ve tvaru

P(z) = ap(x —z1)™ - (2 — ap)™,

kde x1,. ..,z jsou vzajemné rizna komplexni ¢isla, nq,...,n; jsou jejich na-
sobnosti a ny + ... + n, = n = st(P). Plati také, ze pokud je kofen z;
nasobmnosti n; > 1, pak tento kofen je i kofenem derivace polynomu P s
nasobnosti n; — 1. Odtud plyne, Ze snizit nasobnost vSech kofenii na 1 lze
tak, Ze uréime nejvétsi spoleény délitel D polynomu P a jeho derivace P’.
Koreny tohoto nejvétsiho spolec¢ného délitele jsou prave ty koreny ptuvodniho
polynomu, které maji nasobnost vétsi nez jedna a jejich nasobnost v déliteli
D je o jedna mensi nez v polynomu P. Vydélenim polynomu P délitelem
D ziskame tedy polynom, ktery ma stejné koreny jako P, ale vSechny jsou
nasobnosti 1.

Z numerického hlediska je potfeba poznamenat, Ze tento postup v praxi
funguje dobte pro polynomy se celoc¢iselnymi koeficienty, které se pohybuji v
yrozumnych“ mezich. Ale i v jednoduchych pripadech je potieba postupovat
obezTetneé:

>> format long
>> P=poly([1 1 1 1])

P =
1 -4 6 -4 1
>> DP=polyder (P)
DP =
4 -12 12 -4

>> roots(P)
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ans =
1.000217162530750
0.999999969335793
0.999999969335793
0.999782898797672

>> roots(DP)

ans =
1.000004930958320
1.000004930958320
0.999990138083364

+

0.0002171318577451
0.0002171318577451

+

0.0000085407467931
0.0000085407467931

Vidime, ze pokud bychom posuzovali shodnost kotenii u uvedeného polynomu
a jeho derivace, pricemz ani nepozadujeme prilis velkou presnost, tak nejenze
ke shodé nedochézi, ale kofeny ani nejsou nasobné. Nicméné pokud bychom
hledali nejvétsi spolecny délitel, postup povede ke spravnému vysledku:

>> [Q,R]=deconv(P,DP)

qQ =
0.250000000000000 -0.250000000000000
R =
0 0 0 0 0
>> D=Q % D je nejv.spol.delitel
D =

0.250000000000000 -0.250000000000000
>> roots(D)
ans =
1

Vidime, ze vysledek je pfesny, a to i navzdory numerickym nepfesnostem
béhem vypoctu. Ukazme si jesté jeden priklad, kde budou dva nasobné koreny
blizko sebe:

>> P=poly([0.9 0.9 1.1 1.1 1.1])

P =

1.0000 -5.1000 10.3800 -10.5380 5.3361 -1.0781
>> DP=polyder (P)

DP =

5.0000 -20.4000 31.1400 -21.0760 5.3361
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>> [Q1,R1]=deconv(P,DP)
Q1 =
0.2000 -0.2040
Rl =
0 0 -0.0096 0.0298 -0.0306 0.0105
>> R1(1:2)=[]1 % odstranime pocatecni nuly
R1 =
-0.0096 0.0298 -0.0306 0.0105
>> [Q2,R2]=deconv(DP,R1)
Q2 =
-520.8333 510.4167
R2 =
1.0e-11 *
0 0 -0.1766 0.2515 -0.0769

V tomto misté je nutné usoudit, Ze zbytek po déleni je ve skutecnosti nulovy,
tudiz néjvétsi spolecny délitel je predchozi zbytek, tedy polynom R1.

>> D=R1
D =
-0.0096 0.0298 -0.0306 0.0105
>> PO=deconv(P,D)
PO =
-104.1667 208.3333 -103.1250
>> roots(P0)
ans =
1.1000
0.9000
>> format long
>> roots(P0)
ans =
1.100000000001784
0.899999999998279

Vidime, ze vysledek je opét pomérné presny. Kofeny ptivodniho polynomu
Matlab spocita s daleko vétsi chybou:

>> roots(P)
ans =
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1.100021372535598 + 0.0000370111832551
1.1000213725635598 - 0.0000370111832551
1.099957254925198
0.900000434848828
0.899999565154781

1.3.1 Separace realnych korenu

Ukazeme si algoritmus, s jehoz pomoci je mozné pfesné urcit pocet redl-
nych polynomi v daném intervalu, pokud predpokladame, Ze vSechny realné
kofeny jsou jednoduché. Tento algoritmus je zalozen na konstrukci tzv. Stur-
movy posloupnosti, ktera se definuje nasledovné:

Posloupnost realnych polynoma
P=PF,P,....,P,

se nazyvd Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu P, jestlize

1. Vsechny redlné koreny polynomu Py jsou jednoduche.

2. Je-li o redlny koten polynomu Py, pak signPi(xg) = —signPj(xo).

3. Jestlize xq je redlny koten polynomu P;, plati

P (z0)Pimi(z9) <0,
prot=1,2,...,m—1.

4. Posledni polynom P,, nemd redlné koreny.

Sturmovu posloupnost lze zkonstruovat pomérné snadno, Pokud pted-
pokladame, ze vychozi polynom P = F, nema realné kofeny, staci polozit
P, = —Pj, abychom zarucili splnéni druhé vlastnosti. Tteti vlastnost z de-
finice dostaneme, pokud polynom F;;; vezmeme jako zaporné vzaty zbytek
po déleni P;_; : P; tedy

Piy=PF-Q— Py

Pro kofen xy polynomu P; tedy mame P;_;(xg) = —P;y1(x0), pficemz dany
vyraz nemiize byt nulovy, jinak bychom indukci dostali, Ze x( je kofenem F,
i P;, coz je spor s tim, ze kofeny Py jsou jednoduché.
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Konstrukce zalozena na déleni se zbytkem zarucuje, Ze stupné polynomt v
posloupnosti postupné klesaji. Posledni polynom P, je zpravidla konstantni,
ale je mozné konstrukci ukoncit i diive, pokud vime, Ze polynom nema realné
kofeny, napi. pro polynom z? + 1.

Pocet kotenti v daném intervalu pak lze zjistit pomoci Sturmovy véty:

Pocet redlnijch koteni polynomu P v intervalu [a,b] je roven W (b) — W (a),
kde W (x) je pocet znaménkovych zmén ve Sturmové posloupnosti Py(z), ..., Pp(x)
v bodé x (z niZ jsou vyskrtnuty nuly).

Predpokladam, ze pojem pocet znaménkovych zmén je natolik intuitivné
jasny, ze nepotfebuje definici. Dikaz Sturmovy véty je zalozen na faktu, ze
k navyseni ¢i snizeni po¢tu znaménkovych zmén muize dojit jen pii prechodu
pres kofen nékterého z polynomi ve Sturmové posloupnosti. Ze druhé vlast-
nosti v definici Sturmovy posloupnosti skutecné plyne, ze pokud x roste, pak
pii pfechodu pres kofen P = Py jsou dvé moznosti: bud pifechdzime ze zapor-
nych hodnot polynomu do kladnych, v tom piripadé polynom F; roste, jeho
derivace je tedy v okoli kofene kladné, tudiz P; je tam zaporny a pribude
jedna znaménkova zména. Nebo Fy v korenu klesa, takze P; je kladny a také
pribude jedna znaménkové zména.

r—h x x+h r—h x x4+h
P — 0 + Py + 0 —
P — — — P + + +
W (x) 0 0 1 W (x) 0 0 1

Pti prechodu pres kofen polynomu F; pro ¢ > 0 jsou celkem ¢tyti moz-
nosti, pri zadné z nich vSak podle treti vlastnosti z definice nedochazi ke

zméné poc¢tu znaménkovych zmeén:

r—h x x+h r—h x x+h
P | - - - Pa | + + +
P, — 0 + P, — 0 +
Py + + + Py — — —
W(z) 1 1 1 W(x) 1 1 1

r—h x x+h r—h x x+h
P - - - P + + +
P + 0 — P, + 0 —
Py + + + Py — — —
W(z) 1 1 1 W(zx) 1 1 1
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K navyseni po¢tu znaménkovych zmén tak dochézi jenom pfi prechodu
pres kofen polynomu Fy, odkud bezprostfedné plyne tvrzeni véty.

Piiklad 1. Zjistime pocet kladnych a zapornych kofent polynomu z* — 422+
8z — 2. Nejprve sestrojim Sturmovu posloupnost:

>> PO=[1 -4 0 8 -2];
>> P1=-polyder (P0)
P1 =
-4 12 0 -8

Protoze nas zajimaji jen znaménka a jejich zmény, je mozné polynom vydé-
lit nebo vynésobit kladnym c¢islem. To se hodi hlavné pfi ru¢nim pocitani,
strukci Sturmovy posloupnosti: provedeme déleni se zbytkem, odstranime
nulové koeficienty a polynom opét miizeme vydélit kladnym cislem:

>> P1=P1/4
P1 =
-1 3 0 -2
>> [Q,R]=deconv(PO,P1)
Q =
-1 1
R =
0 0 -3 6 0
>> P2=-R/3;
>> P2(1:2)=[]
P2 =
1 -2 0

Celou ¢innost opakujeme, dokud nedostaneme konstantni polynom:

>> [Q,R]=deconv(P1,P2)
Q =
-1 1
R =
0 0 2 -2
>> P3=-R/2;
>> P3(1:2)=[]
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P3 =
-1 1
>> [Q,R]=deconv(P2,P3)
Q =
-1 1
R =
0 0 -1
>> P4=1;

Podle predchoziho textu je horni hranice pro absolutni hodnotu vsech koteniti
rovna 9, takZe vSechny kofeny lezi v intervalu [—9,9]. Pfi ruénim podcitani
je jednodussi urcit znaménko limity hodnoty v +oo podle parity nejvyssi
mocniny a znaménka jejiho koeficientu. Poc¢et znaménkovych zmén v Matlabu
urc¢ime pomoci ptikazi:

>> x=-9;
>> [polyval(PO,x),polyval(P1,x),polyval(P2,x),...
polyval(P3,x) ,polyval(P4,x)]
ans =
9403 970 99 10 1
>> x=0;
>> [polyval(PO,x),polyval(P1,x),polyval(P2,x),...
polyval(P3,x),polyval(P4,x)]
ans =
-2 -2 0 1 1
>> x=9;
>> [polyval(PO,x),polyval(P1,x),polyval(P2,x),...
polyval(P3,x) ,polyval(P4,x)]
ans =
3715 -488 63 -8 1

Pti ruénim pocitani staci urc¢ovat znaménka a vysledky miizeme prehledné
umistit do tabulky:

z | PO(z) Pl(z) P2(z) P3(z) PAz)]| W(z)

00 | + - + + - 0
0 —~ —~ 0 + + 1
o |+ — - . - 4

Celkem tedy mame 4 koteny, z toho je jeden zaporny a tii kladné.
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1.4 Splajny

Pane profesore, tady v téch materidlech mdte pravopisnou chybu.

Opravdum, Kropdacku? Ukazte.

Tady mdte ,splyne“ s mekkym i.

Vypadd to, Kropdcku, Ze kvili vdm budu muset zacit pouZivat cesky prepis slova
spline.

Ted zase trochu pfedbéhneme. budeme totiz opét potiebovat derivace, o
kterych budeme podrobnéji mluvit pozdéji, ovsem vyklad o splajnech dobre
navazuje na interpolaci, takze jsem se rozhodl jej zaradit uz sem. Snad to
nebude prilis vadit, protoze tato ¢ast bude spise jen doplnkovéa a informativni.

V Cestiné uz se pro funkce, o nichz ted budeme mluvit, zab&hl pocestény
vyraz splajn. Ve starsi literatufe je mozné narazit na anglicky termin spline,
vyslovnost je ovsem stejna jako u pocesténého vyrazu.

Splajny patfi mezi interpolacni techniky, protoze vétsinou prochazeji presné
zadanymi hodnotami. Existuji ale i tzv. vyhlazovaci splajny, o téch tady v
tuto chvili taktné pomlc¢ime.

Splajn se zpravidla definuje jako po ¢astech polynomialni funkce, ktera
je spojita do urcitého radu. Nejjednodussim prikladem splajnu je spojita
po ¢astech linearni funkce, ktera prochazi zadanymi body v roviné. Presnéji
feceno predpokladejme opét, ze jsou dany body x;,7 = 0,1, ..., n, x; # xy pro
i # k ahodnoty funkce f v téchto bodech: f(z;) = fi,i =0, 1,...,n. Linedrni
spojity splajn je funkce s, kterd je spojita, linearni na kazdém intervalu
[z, i), 4 =0,...,n— 1 a plati s(x;) = f;, ¢ = 0,...,n. Na nasledujicim
obrazku mizeme vidét priklad takové funkce:
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Nejcast€ji se setkame s kubickymi splajny. Jedna se o funkce, které jsou po
¢astech polynomy tietiho stupné a jsou spojité do fadu dva, jsou tedy spojité
a maji spojité i prvni a druhé derivace, Uvedeme radsi opét presnou definici:
Necht jsou dény body xz;, i = 0,1,...,n, z; # x) pro i # k (zvané uzly)
a hodnoty funkce f v téchto bodech: f(x;) = fi, i = 0,1,...,n. Kubicky
splajn je funkce s, kterd je spojita véetné prvni a druhé derivace a je ku-
bickym polynomem na kazdém intervalu [z;, z;11], 7 = 0,...,n — 1 a plati
s(z;) = fi,i=0,...,n.
Podminky spojitosti musime uplatnit v uzlech, jelikoz polynomy maji spojité
derivace vSech radi, takze uvniti intervald neni se spojitosti problém.
Mame celkem n intervali, na kazdém potfebujeme sestrojit polynom 3. stupné,
ktery ma ¢tyri neznamé koeficienty, dohromady tedy mame 4n neznamych
koeficientti. OvSem pro kazdy z n polynomd mame zadana dvé funkéni hod-
noty (jednu v kazdém krajnim bodé intervalu [z;, z;11]), tim se ndm pocet
neznamych koeficientii redukuje na polovinu a soucasné zajistime spojitost
kubického splajnu. Ve vnitinich bodech (z1,...,x,_1) ddle mame podminky
na spojitost prvni a druhé derivace, ¢imz se nam pocet neznamych koefici-
entli zredukuje ne 2. Dalsi podminky uz ale nemame, takze kubicky splan
neni funk¢énimi hodnotami jednoznac¢né zadan a je potieba dvé podminky
pridat,aby bylo mozné jej sestrojit.

Nejcastéji se zadavaji hodnoty prvni derivace v krajnich bodech z( a
Sn, pak hovorime o aplném kubickém splajnu, nebo hodnoty druhé derivace
v téchto bodech. Pokud maji byt tyto hodnoty nulové, splajn se nazyva
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prirozeny kubicky splan.

Nebudeme tady uvadét presnou konstrukci kubickych splajnt, zajemce
najde podrobné informace t¥eba v [2]. UkdZeme si, jak zkonstruovat splajn
za pomoci software. V Matlabu se pro konstrukci splajnu da pouzit zakladni
funkce spline. V nejjednodussi verzi pocité koeficienty polynomt, jako vy-

vvvvvv

z predchoziho obrazku dostaneme:

>> x=[123467];

>> f=[3 1021 1];

>> plot(x,f,’-%’)

>> print -depsc splajnl.eps
>> s=spline(x,f)

s =
form: ’pp’
breaks: [1 2 3 4 6 7]
coefs: [5x4 double]
pieces: 5
order: 4
dim: 1

Oznaceni 'pp’ ukazuje, ze se jedné o po ¢astech polynomialni funkci, Dale na-
sleduji uzly, tedy hrani¢ni body pro jednotlivé ¢asti polynomu. Pak mtzeme
zjisti koeficienty na jednotlivych intervalech, pocet intervali a stupen poly-
nomu (ve skutecnosti spiSe pocet koeficienti na kazdém intervalu). Vyznam
posledni polozky by mél jasny.

Pokud bychom tedy chtéli znat koeficienty splajnu na jednotlivych inter-
valech staci zadat

>> s.coefs

ans =
0.6978 -1.5935 -1.1044 3.0000
0.6978 0.5000 -2.1978 1.0000
-1.4891 2.5935 0.8956 0
0.4081 -1.8738 1.6153 2.0000
0.4081 0.5748 -0.9829 1.0000

Nas budou ovSem spis zajimat hodnoty splanu, abychom si jej mohli piipadné

nakreslit. K tomu lze pouzit funkci ppval:
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>> xx=1:0.01:7;
>> ss=ppval(s,xx);
>> plot(xx,ss,x,f,’r*’)

w
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V pripadé, Ze nas nezajimaji koeficienty na jednotlivych intervalech, ale jen
vysledné funkcéni hodnoty, staci zadat

>> ss=spline(x,f,xx);

Zvidavého Ctenédre ted mozna napadne, Ze jsme pii konstrukci zadévali jen
funkéni hodnoty a zadné okrajové podminky. Pravem se tedy mize ptat,
jaké okrajové podminky byly pouzity. Tuto otazku jisté uspokojivé zodpovi
dokumentace Matlabu.

V Sage se splajn definuje pro body v roviné, jimiz méa prochéazet, takze
pro stejnd data jako vySe mizeme pouzit nasledujici postup:

sage: values = [[1,3],[2,1],[3,0],[4,2],[6,11,[7,1]1]
sage: S = spline(values)

sage: S

(f1, 31, 2, 11, 3, o], [4, 2], [6, 1], [7, 1]]

Vidime, ze samotny obsah proménné S nam moc informaci neda. Piikazem
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sage: type(S)
sage.gsl.interpolation.Spline

aspon zjistime, o jaky datovy typ se jedna, ale koeficienty na jednotlivych
intervalech nezjistime. A pokud vim, u této zakladni funkce se tyto koeficienty
primo zjistit nedaji. Pokud by je ¢lovék opravdu potfeboval, musi si stahnout
dalsi knihovny, které obsahuji ponékud vice sofistikované funkce pro praci se
splajny.

Pro nase tcely ovSsem zakladni funkce zcela postacuje, napriklad hodnotu
polynomu v bodé zjistime snadno:

sage: S(1)
3.0
sage: S(1.5)

1.9917763157894737
sage: S(sqrt(2))
2.1640477491461865

Nechat si splajn vykreslit (pfipadné i s uzly a piislusnymi hodnotami) taky
neni problém:

plot(S,(1,7))+list_plot(values,color="red’)

2.5F

151

0.5
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V Sage je velmi jednoduché zménit hodnotu v nékterém uzlu:

sage: S[0]

[1, 3]

sage: S[0]=[1,2]
sage: S

(1, 21, [2, 11, [3, o], [4, 2], [6, 1], [7, 1]]
sage: plot(S,(1,7))+list_plot(values,color=’"red’)

2.5F

151

0.5

Prvni hodnota samoziejmeé nelezi na splajnu, jelikoz jsem ji neptedefinovali.

Splajn ale prochazi danymi body. Jednoduse se d& taky bod ubrat nebo
naopak pridat:

sage: del S[1]

sage: S

(f1, 21, [3, o], [4, 21, [6, 11, [7, 1]]

sage: S.append([5,2])

sage: S

(1, 21, (3, o, [4, 2], [6, 11, [7, 1], [5, 2]]

Kdyz si nechame splajn zobrazit, vidime, Ze nazalezi na poradi uzli.

30




1.5

0.5

1.5 Bersteinovy polynomy a Bézierovy kiivky

Kropdcku, co vite o Bersteinovi?
West Side Story je fakt skvéely muzikdl. Jako film dostal deset oskari.
Aha, tak pristé zkuste do vyhleddvace pridat krestni jméno Sergej.

Sergej Bernstein byl rusky matematik, ktery se béhem svého dlouhého
zivota dosadhl vyznamnych vysledkid v nékolika matematickych odvétvich.
Jeho jméno by se mélo vyslovovat rusky, tedy ,,bernstejn a nékdy se takto i
v Gesting pise. Casto se oviem setkame s vyslovnosti némeckou (,,bernstajn®)
nebo s anglickou (,bernstain®).

Nas bude zajimat jeho ptispévek k teorii aproximaci. Bernsteinovy poly-
nomy totiz maji tu dtlezitou vlastnost, ze s libovolnou pfesnosti aproximuji
spojitou funkci na intervalu [0, 1] Jednoduchou substituci pak jimi muzeme
aproximovat spojitou funkci na libovolném uzavieném intervalu. Jejich kon-
strukce je navic velmi jednoduchéa a tedy i snadno naprogramovatelna.

Necht tedy n je pevné dané piirozené ¢islo a k je pfirozend ¢islo nebo
nula, £ < n. Bersteiniiv bazovy polynom b, ; definujeme vztahem

b (2) = (Z) 2*(1 — )"k
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Dale necht f je funkce definovana na intervalu [0, 1], poloZzme fj = f (%) pro

k =0,...,n. Bernsteiniv polynom stupné n funkce f definujeme vyrazem
Bus(@) =3 fi - bus(@). (1.5)
k=0

Snadno se ovéri, ze
n
> frbag(z) =1,
k=0

odkud pak bezprostiedné plyne, ze pro funkci f konstantni na [0, 1] plati
f(z) = B, ¢(x) pro kazdé = € [0, 1]. Totéz plati i v pfipadé, ze f je poly-
nomem prvniho stupné, jak se da téz pomeérné snadno spocitat. Pro poly-
nomy vyssich stupnii to uz ale neplati, jak dokldda nésledujici obrazek, kde
¢arkované je zobrazena funkce w2, kiivky, které se k ni blizi jsou postupné
Bernsteinovy polynomy druhého, tfetiho a ¢tvrtého stupné.

1

0.9 1
0.8 ' 1
07t g ’ 1
06 ! i
05 L i
0.4l 1
y
03} - E
02 1

01F 1

0 = ot I I I I I I I I

Tento obrazek byl ziskdn pomoci matlabovského programu pro vypocet
Bersteinova polynomu, presnéji feceno jeho koeficientii. Jako vedlejsi pro-
dukt dostavame i Bernsteinovy bazové polynomy usporadané v matici. Pri
jejich konstrukei se vyuziva toho, ze dany bazovy polynom mé kofeny 0 a 1
nasobnosti k an — k.

function [BP,B] = bern_pol(fk)
% function BP = bern_pol(fk)
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% Bernsteinuv polynom pro hodnoty fk
%» B - matice Bern. bazovych polynomu

n=length(fk)-1;

B=[]; % matice bazovych Bernsteinovych polynomu

for k=0:n
bk=nchoosek(n,k)*poly( [zeros(l,k),ones(l,n-k)]);
bk=bk*(-1) "~ (n-k) ;
B=[B;bk] ;

end

BP=fkx*B;

end

Uvedeny obrazek pak dostaneme napiiklad pomoci nasledujiciho postupu:

>> f=inline(’x."2’);
>> n=2;

>> k=0:n;

>> xk=k/n;

>> £2=f (xk);

>> B2=bern_pol(£f2);

>> n=3;

>> k=0:n;

>> xk=k/n;

>> £3=f(xk);

>> B3=bern_pol(£3);

>> n=4;

>> k=0:n;

>> xk=k/n;

>> f4=f(xk);

>> B4=bern_pol(£f4);

>> xx=0:0.01:1;

>> Bx2=polyval(B2,xx);
>> Bx3=polyval(B3,xx);
>> Bx4=polyval(B4,xx);
>> plot(xx, [Bx2;Bx3;Bx4] ,xx,xx.72,’--")

Vv
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¢eno, je, ze pro funkci f spojitou na [0.1] konverguje posloupnost B, s stej-
nomeérné k f

Kromeé teoretického vyznamu se Bernsteinovy polynomy pouzivaji i prak-
ticky, totiz ke konstrukci Bézierovych kiivek. ,Legenda” pravi, ze tyto kiivky
objevili nezavisle na sobé dva pracovnici konstrukénich kancelaiich dvou re-
nomovanych francouzskych automobilek. Prvni objevitel ovSsem prisel o pr-
venstvi tim, ze kvili konkurenénimu boji jeho objev podléhal utajeni.

V dnesni dobé jsou Bézierovy kiivky béznou soucasti témér kazdého kres-
lictho software, casto bez uvedeni, o jaky typ krivek se jedna. Nejcastéji
miizeme narazit na kubické Bézierovy kiivky, jejichz konstrukci si zde ukazeme.
Zobecnéni pro vyssi stupné je zcela prfimé a ¢tenar by je jisté bez problémi
zvladl.

Bézierovy kiivky jsou zadany parametricky, konstrukce je navic v pod-
staté totozna v roviné i v trojrozmérném prostoru.

Mgéjme tedy 4 body v roviné, ozna¢me je Py,Py,Ps,Ps, P; = [x;, ], tyto
body se nazyvaji kontrolni nebo tidici. Bézierova kfivka je mnozina vsech
bodt @ = [x,y) pro néz plati

T = [L’(t) = X0 bgp(t) + 27 - b371(t) + g - b372(t) + x3 - b373(t)
= 20(1 —t)* + 321t(1 — £)* + 329t*(1 — t) + w3t
y=yt) = yo-bso(t) +y1b31(t) +y2baa(t) + ys - baa(t)
= yo(1 —1)® + 3yit(1 — t)* + 3yt (1 — t) + yst®,
kde proménné ¢ probihé interval [0, 1] Pokud bychom uvazovali body v pro-
storu, t.j. P, = [x;,v;, 2], piibyla by nam rovnice pro tfeti soutadnici bodu
Q:
z = Z(t) = Zp- bg’o(t) + 21 - b371(t) + 29 - b372(t) + 23 - b373<t)
= 20(1 =) +32t(1 — )% + 32t (1 — t) + 25t
Soufadnice bodu () na Bézierové kiivce jsou tedy hodnoty Bersteinova poly-

nomu pro prislusné soutadnice kontrolnich bodi. Stru¢né se body na Bézie-
rové kiivce daji vyjadrit jako

Q=Q(t) = Py(1 —t)* + 3Pit(1 — t)> + 3Pyt*(1 — t) + Pst?

Z vyjadfeni navic plyne, ze pro t = 0 dostaneme vychozi kontrolni bod Fj,
pro t = 1 koncovy kontrolni bod Ps.

Sestrojit Bézierovu kiivku v Matlabu je velmi jednoduché, neni ani po-
tfeba vytvaret pro tento ucel zvlastni funkci:
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>> P0=[0;1]; P1=[2;3];P2=[4;2];P3=[4;0];
>> £=0:0.01:1;

>> Q=PO*x((1-t) . 3)+3*xP1x(t.*(1-t). " 2)+...
3%P2x (t.72.%(1-t))+P3*(t."3);

+>> plot(Q(1,:),Q(2,:))

Pokud chceme zobrazit i kontrolni body, nejjednodussi je poskladat je do
matice. kterou zobrazime po radcich:

>> hold on
>> PP=[P0O,P1,P2,P3];
>> plot(PP(1,:),PP(2,:),’rx’)

25 b

Pro konstrukci Bézierovych kiivek se da pouzit také algoritmus de Casteljau
pojmenovany po jednou z objeviteli Bézierovych kiivek. Spociva v rozdéleni
spojnic mezi kontrolnimi body v daném pomeéru. Tim ziskame tfi body, je-
jichz spojnice opét rozd€lime ve stejném pomeéru, Stejné tak rozdélime i spoj-
nici takto ziskanych dvou bodi a tim ziskdme bod, ktery lezi na Bézierove
kiivce. Nasledujici obrazek ukazuje tento proces pro délici pomér 1:1 a 1:2,
to znamena, ze vsechny spojnice délime na poloviny, respektive na tietinu a
dvé tretiny.
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To, ze uvedeny postup skutecné dava body na Bézierové kiivce, snadno do-
kazeme nasledujicim vypoctem. Délici pomér pro rozdéleni spojnice dvou
bodi je urcen hodnotou «a € (0, 1), napf. bod C na spojnici bodu A a B se
da vyjadrit jako C' = a- A+ (1 — «) - B, pfi¢emz vysledny bod je blizko bodu
A pro « blizké jedné. Délky tdecek AC a C'B jsou pak v poméru (1 —¢) : ¢.
Polozme tedy

Ro = Oé'P0+(1—Oé)'P1,

Rl == Oé‘P1+(1_O[)'P2,

Ry = a-P+(1—a) P

¢imz ziskdme prvni trojici bodd. Pokracujme dale:

So = Oé'Ro‘i‘(l—Oé)'Rl,
Sl = O[‘R1+(1_O{)'R2

a konecné
T = a-So+(1—a)-5.
Zpétnym dosazovanim dostavame

T = a-S+(1—-a)-5
a-(a-Ry+(1—a)-R)+(1—a) (a-Ri+ (1 —a)-Ry)
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= o’ Ry+2a(l —a)- R+ (1 —a)* Ry

= o (a-Ph+(1—-a)-P)+2a(l—a) - (a-P+(1—a) P)+
+(1—a)? (a- P+ (1 —aq)-P)

= o’ P+3d*(1—a)-P+3a(l—a)* P+ (1—a) P

Vidime, Ze pro t = 1 — « jsem dostali pfesné vyjadieni bodu na Bézierové
kiivce.
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Kapitola 2

Derivace

Pane profesore, chapu to spravné, Ze kdyzZ si jako funkci vyjadrime drdhu télesa v
v zdvislosti na case, tak jeji derivace podle ¢asu je rychlost télesa?

Ano, Kropdcku, to je bézny matematicky model, ktery ve vétsiné pripadiu ddvd
uspokojivée vysledky.

A jak zjistime rychlost ¢asu, pane profesore?

To je velmi dobra otdzka, Kropdcku. Jak jste k ni dospél?

No, nekterée predndsky, tim samozrejmé nemyslim vase, se vlecou tak, Ze hodina
trva celé dopoledne, zatimco pTi poslednim testu jsem si sotva stacil opsat zaddni
a hodina byla pryc.

2.1 Limity

Jesté pred samotnymi derivacemi se aspon kratce zminime o limitach. V Sage
to neni problém, staci zadat napriklad

sage: n=var(’n’)
sage: limit((1+1/n) n,n=o00)

e
sage: limit((1-1/n) n,n=o00)
e”(-1)

sage: limit((1+10/n) n,n=o00)
e”10

sage: x=var(’x’)
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sage: limit((1+x/n) n,n=o00)
e’x

sage: limit(sin(x)/x,x=0)

1

V Matlabu symbolické limity nenajdeme, nicméné neékteré limity pro n — oo
se daji spocitat nebo odhadnout tak, ze dany vyraz se pokousime spocitat
pro hodné velka ¢isla. Ma to ale svoje tiskali. Pokud bychom se pomoci vyse
uvedené limity pokouseli urcit Eulerovo ¢islo s presnosti na 6 desetinnych
mist, dostavame:

>> format long
>> n=1;
>> e0=(1+1/n)"n
el =
2
>> n=10;
>> el=(1+1/n)"n
el =
2.593742460100002
>> while abs(el1-e0)>0.000001, eO=el; n=10*n;...
el=(1+1/n)"n, end

el =
2.704813829421528
el =
2.716923932235594
el =
2.718145926824926
el =
2.718268237192297
el =
2.718280469095753
el =
2.718281694132082
el =

2.718281798347358

Pokud bychom ale chtéli timto zptisobem urcit Eulerovo ¢islo s presnosti na
15 desetinnych cisel, coz je zhruba pfesnost, s jakou jsou bézné v pocitaci
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ulozena c¢isla fadové v jednotkach, vyjde

>> while abs(el-e0)>0.000000000000001, eO=el; n=10*n;...
el=(1+1/n) "n, end

el =
2.704813829421528
el =
2.716923932235594
el =
2.718145926824926
el =
2.718268237192297
el =
2.718280469095753
el =
2.718281694132082
el =
2.718281798347358
el =
2.718282052011560
el =
2.718282053234788
el =
2.718282053357110
el =
2.718523496037238
el =
2.716110034086901
el =
2.716110034087023
el =
3.035035206549262
el =
1
el =
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Pro velkd n je totiz hodnota 1/n mensi nez presnost, s jakou je uloZena
jednicka, takze pii séitani 1 + 1/n dostavame vysledek 1. Pokud bychom
chtéli pfesto s pomoci Matlabu Eulerovo ¢islo uréit jako limitu néjakého
nekonecného procesu, muzeme vyuzit vztah

= 1!

Soucet nekonecné fady je limita c¢astecnych soucti, které mizeme snadno
vyjadrit:

>> n=0;a=1;s=1;
>> while a>0.000000000000001, n=n+1;a=a/n;s=s+a; end
>> s
g =
2.718281828459046
>> exp(1)
ans =
2.718281828459046
>>n
n =
18

Ve vypisu vidime, Ze dosazena hodnota je v rdmci pfesnosti stejna jako hod-
nota, se kterou Matlab pracuje. Na urceni stacilo secist 18 ¢lenti fady, protoze
1/18! je tadove 10716, tedy dalsi ¢leny by se ve vysledku jiz neprojevily.

2.2 Symbolické derivovani
Symbolické derivovani je pomérné snadné v Matlabu i v Sage. V Matlabu si

nejdiive definujeme symbolicky objekt a pak s nim muzeme provadét sym-
bolické operace, tedy i derivovani:

>> fl=sym(’sin(x)*cos(x)’)
f1 =

cos (x)*sin(x)

>> diff (f1)

ans =
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cos(x)"2 - sin(x) "2
>> f2=sym(’log(t~2)’);
>> diff (£f2)

ans =

2/t

Vidime, ze pokud zadana funkce obsahuje jen jednu proménnou, derivuje se
automaticky podle ni a vysledek je soucasné upraven. Pokud mame funkci
vice proménnych, je potfeba si zvolit, podle které chceme derivovat, pokud
to neni zrovna .

>> £3=sym(’cos(x"2)*sin(y)’);
>> diff (£3)

ans =

-2*x*sin(x~2)*sin(y)

>> diff (£3,°y’)

ans =

cos(x"2)*cos(y)

Je taky mozné pocitat vyssi derivace:

>> diff(£f2,3)

ans =

4/t°3

>> diff(£3,7y’,2)
ans =
-cos(x"2)*sin(y)

Derivovani v Sage je podobné jednoduché, jen nejdiive musime definovat
proménné. Mame dokonce na vybér, ktery piikaz pro derivovani pouzijeme
a samoziejmosti je pocitani vyssich derivaci.

sage: x=var(’x’)

sage: t=var(’t’)

sage: diff (exp(x)*cos(x),x)
-e"x*sin(x) + e"x*cos(x)

sage: derivative(exp(x)*cos(x),x)
-e"x*sin(x) + e“x*cos(x)
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sage: diff(log(t)*exp(x),t)

e x/t

sage: diff(log(t)*exp(x),x)
e"x*xlog(t)

sage: diff(log(t)x*exp(x),t,3)
2%e”"x/t"3

2.3 Tayloruv rozvoj

Urcit Taylortv rozvoj funkce, kdyz dokdzeme pocitat derivace, je uz snadné.
Spocitali bychom derivace funkce v daném bodé, urcili tak prislusné koefi-
cienty, véfim, ze by s s timto problémem c¢tendr bez problémi poradil. V
Matlabu ale existuje hezky programek taylortool, ve kterém si mizete za-
dat, po jakou funkci chcete Taylortiv rozvoj spocitat, ve kterém bodé a do
jakého stupné a jako vysledek uvidite néco jako na dalsim obrazku.

Taylor Series Approximation
T T T T

I L I I I L L
-5 -4 2 [ 2 4 6

T (%) = 7/720 + x°/24 - x%/2 + x

f) = ‘x*cos(x)

a= ‘0 2¢pi <X < bup

wep
j Help ‘ Reset ‘ Close

Jak by se dalo ¢ekat. urc¢it Taylortiv rozvoj funkce v Sage je jednoduché. Staci
definovat proménnou, funkci a pak pouzit funkci taylor:

sage: x=var(’x’)
sage: fl=sqrt(x+1)
sage: fl.taylor(x,0,6)
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-21/1024*x"6 + 7/256%x"5 - 5/128*%x"4 + 1/16*%x"3 -
1/8*xx72 + 1/2xx + 1

sage: f2=sqrt(x)

sage: f2.taylor(x,1,6)

-21/1024*%(x - 1)76 + 7/256%x(x - 1)°5 - 5/128*%(x - 1)74 +
1/16%(x - 1)°3 - 1/8%x(x - 1)°2 + 1/2%x + 1/2

Jde to 1 bez definovani funkce:

sage: taylor(sin(x)*cos(x),x,pi,6)
-pi - 2/16%(pi - x)°5 + 2/3*(pi - x)°3 + x

Mozna by stalo za to trochu prozkoumat, podle ¢eho se urcuje poradi ¢lent
na vystupu.

2.4 Numerické derivovani

Mize se stat, ze zname hodnoty funkce jen v diskrétnich uzlech, nicméné
potfebujeme spocitat alespon priblizné hodnotu jeji derivace v néjakém bodé.
Zpravidla se jedna o néktery z uzll, ale nemusi to tak byt vzdy.

V takové situaci mame dvé moznosti: sestrojime interpolac¢ni polynom a
ten zderivujeme, nebo si vypomuzeme Taylorovym rozvojem. Oba pristupy
davaji stejné vysledky, u Taylorova rozvoje dostaneme navic odhad chyby,
vysledky dosazené derivaci interpolacniho polynomu zase dostaneme bez vel-
kého premysleni.

Zacneme tedy s interpolacnim polynomem. Zde se hodi Lagrangetiv tvar

Pala) = Y fila),

kde I; jsou Lagrangeovy fundamentalni polynomy. Derivovanim této formule
dostaneme

f@wmm:imm»

Podrobnosti o piesnosti a dalSich vlastnostech této formule se ¢tenar muize
do¢ist v [1], my se zde bliZe podivame jen na nékteré specialni pfipady. Odvo-
dime formuli pro priblizny vypocet derivace v prostifednim ze tii ekvidistant-
nich uzli. Kvili symetrii formuli si je oznac¢ime trochu jinak nez obvykle:
T_1,%o, %1, T; = Tg + 1h, i = £1.

44



Nejprve sestrojime Lagrangetv interpolac¢ni polynom:

i | -1 To I1

fil f-1 fo f

(z = xo)(x — 1) (z =z ) (x —x1)

Py(z) = f- -1+ +
2( ) f ((CC 1—.%')(.1' 1_x1)f1 fo(xo—x,1)<l'0—$1>
(z —z1) (2 — 20)
+ )
f ($1 - x—l)(xl - l‘o)
Vyraz zderivujeme
20 —xg— 20— 11— 1 2r —x_1 — X9
Py(z) = fa oh2 - — fo 52 + f 252 ;
pro x; = xo + th, i = 1. Pokud dosadime x = xy dostaneme
1
f(w0) = Py(wo) = %(fl_f—l)- (2.1)

Vsimnéme si jesté geometrického vyznamu této formule. Vyraz (f1 — f_1)/2h
je smérnice se¢ny, ktera je uré¢ena body (z_1, f_1) a (z1, f1). Podobné mizeme
odvodit i formule pro vypocet derivace v dalsich uzlovych bodech x_1, x;:

flaa) ~ 21h< 31+ 4fo — ) 22
fl(@) =~ %(f—1—4f0+3f1) (2.3)

Tyto formule se nazyvaji tribodove.
Podivejme se jesté, jak se daji stejné formule odvodit z Taylorova rozvoje.
Pro uzly x4, = x¢ £ h dostavame

" " (4)
flx1) = flzo) + f'(zo)h + ! f”m +f ém) 2(4 ) pi 4.
" " (4)
f(x—l) = f(a:o) — f (g;o)h 4 f (2x0)h2 . / é%)hg Qix())h4 .
Odectenim obou rovnosti a vydélenim 2h dostavame
f/(xo):;h(fl—f—ﬁ—f z(::o>h2_...7 (2.4)
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takze mame stejnou formuli jako v predchozim pripadé, navic vidime, ze
chyba je fadové h?, takze pokud napiiklad hodnotu A zmensime na polovinu,
chyba klesne priblizné na ¢tvrtinu.

Pokud bychom pro piiblizné vyjadreni derivace v bodé xy pouzili jen
jeden Taylortiv rozvoj, dostaneme

f// (l’o)
2

1
f/(fUO):E(fl—fo)— h—--,
tedy vyraz s chybou o fad horsi nez vztah predchozi.
Uvedené Taylorovy rozvoje ale muzeme i secist, v tom pripadé dostaneme
vztah pro priblizny vypocet druhé derivace:

f(4) (o)

el (2.5)

[ (o) = hlg(f—l —2fo+ f1) —

Vidime, Ze chyba uvedeného vztahu je fadové opét rovna h?.
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Kapitola 3

Integraly

Pane profesore, nevite prosim, na jakych matematickych principech je postavena
dichodovd reforma?

To netusim, Kropdcku, ale domnivam se, Ze to nebude nic slozitého. Pro¢ se na to
ptdte?

No, cetl jsem vcera na jednom internetovém serveru, Ze ,Ziizeni socidlni po-
jistovny je integralni soucésti dichodové reformy. “ Ale neni mi jasné, jaké funkce
se vlastné integruje.

3.1 Symbolické integrovani

Co se tyce pocitani symbolického pocitani neurcitych i urcitych integrali,
zvladaji to oba nami pouzivané softwarové prostiedky bez velkyjch problémi.
Tteba v Matlabu pro vypocet neurcitého nebo urcitého integralu pouzivame
funkci int, rozdil je jenom v zadanych parametrech:

>> f=sym(’sin(x)*cos(2*x)’);
>> int (f)

ans =

cos(x) - (2*cos(x)"3)/3

>> int(£,0,pi)

ans =

-2/3
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Je mozné i integrovat podle jedné z vice proménnych:

>> g=sym(’exp(-t)*sin(2xx*t)’);

>> int(g,’t’)

ans =

—(sin(2xt*x) + 2*x*cos(2xt*x))/(exp(t)*(4*x~2 + 1))
>> int(g,’x’,0,pi/2)

ans =

-(cos(pi*t) - 1)/(2*t*xexp(t))

Daji se dokonce vyjadrit integraly z funkci, jejichz primitivni funkce sice
existuji, ale nedaji se vyjadrit v rozumném konec¢ném tvaru:

>> G=sym(’exp(-x~2)’);
>> int(G)
ans =
(pi~(1/2) *xerf(x))/2
>> I=int(G,0,1)
I =
(pi~(1/2)*erf(1))/2
>> eval(I)
ans =

0.7468
>> int(G,0,inf)
ans =

pi~(1/2)/2

Vyrazem erf v Matlabu ziskdme primitivni funkci k e=*", jak zjistime z
napovédy, a Matlab umi spocitat hodnoty této funkce:

>> help erf

erf Error function.
Y = erf(X) is the error function for each element of X.
X must be real. The error function is defined as:

erf(x) = 2/sqrt(pi) * integral from O to x of
exp(-t~2) dt.
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See also erfc, erfcx, erfinv, erfcinv.

Overloaded methods:
sym/erf

Reference page in Help browser

doc erf
>> erf (1)
ans =

0.8427

V Sage je to velmi podobné:

sage: x=var(’x’)

sage: integral(sin(x)*x,x)
-x*cos(x) + sin(x)

sage: integral(sin(x)*x,x,0,pi)
pi

sage: integral(sin(x)*x,x,0,pi/2)
1

sage: t=var(’t’)

sage: integral(sin(x),t)

t*sin(x)
sage: integral(1/sqrt(x),x,0,1)
2

sage: integral(1/x"2,x,0,1)

Traceback (click to the left of this block for traceback)

ValueError: Integral is divergent.

I primitivn{ funkee k e~ se vyjadiuje podobns:

sage: integral(exp(-x~2),x)

1/2*sqrt (pi)*erf (x)

sage: integral(exp(-x~2),x,0,00)
1/2*sqrt (pi)

sage: I0=integral(exp(-x~2),x,0,1);I0
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1/2*sqrt (pi)*erf (1)
sage: I0.NQO)
0.746824132812427

3.2 Numerické integrovani

Pti numerickém integrovani se podobné jako pii derivovani nesnazime urcit
primitivni funkci z funkénich hodnot v zadanych diskrétnich uzlech, ale sna-
Zzime se na zadkladé téchto dat urcit priblizné urcity integral pres néjaky
interval. Zakladem ziskanjch formuli jsou opét interpolac¢ni polynomy. Pti
integrovani Lagrangeova tvaru dostavame:

b b n b n
[ f@de = [ Pu@yd =Y fi [ 1x)da = Y- fiA,
a a 1=0 a =0

b
pro A; = [l;(x)dxz. Podobny typ vyrazu dostavame také pii odvozovani Rie-
a

mannova integralu, kde aproximaci urcitého integralu dostavame jako soucet
funkénich hodnot nasobenych koeficienty zahrnujicimi délky subintervalt pri
déleni pivodniho intervalu na mensi dilky. Témto vyraztim, tedy

b n
[ 1@de =y fia
2 i=0

fikdme kvadraturni formule. Kromé odhadu chyby nas u kvadraturnich for-
muli zajima také jeji stupen presnosti, ktery udava, pro polynomy jakych
stupnu je tato formule presna. Presnéji, pokud je stupen presnosti formule
roven n pak je tato formule je pfesna pro polynomy do stupné n véetné. Da
se snadno ukazat (viz [1]), Ze pro n + 1 uzld je stuperl piesnosti roven ma-
ximalné 2n 4 1. Na druhou stranu je zfejmé, ze pokud kvadraturni formuli
ziskdme postupem ukazanym vyse, tedy integraci interpola¢niho polynomu,
musi byt stupen presnosti roven alespon n.

Konstrukce kvadraturnich formuli je mozné jesté ponékud zobecnit tim,
ze do integralu ptridame jesté tzv. vahovou funkci. Do ni miizeme zahrnout
naptiklad singularity nebo spole¢nou ¢ast pro néjakou t¥idu funkci. V tom
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pripadé kvadraturni formule nahrazuji integral

i)fiAi R~ /w(x(f(x)dx

Koeficienty kvadraturni formule pak ziskdme ze vztahu

b

A = /w(x) li(z)dx.

a

Vyhodou takového postupu je, ze vahova funkce neni zahrnuta ve funkénich
hodnotach funkce f. V tomto textu se ale budeme zabyvat pouze jednodu-
chou situaci s vahovou funkci rovnou jedné.

Odvodime si nékteré nejpouzivanéjsi formule. Situaci s jednim uzlem se
zabyvat nebudeme, tak je az prili§ jednoducha. Pro dva uzly vétsinou mame
a =1x9 < xy =b. V tomto pfipadé ma interpola¢ni polynom tvar napriklad

Jeho integrovanim pftes interval [a, b] vyjde kvadraturni formule

[ sy = 1T g,

coz je v podstaté plocha lichobéznika (postaveného na bok),jehoz strany maji
délky rovny funkénim hodnotam funkce f v krajnich bodech intervalu a jehoz
vyska je rovna b — a. Proto se taky této formuli ika lichobéezZnikové pravidlo.
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a
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I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
1
b

V pripadé, ze pudeme funkci aproximovat polynomem druhého stupné, tedy
parabolou, dostaneme pro uzly x¢o = a, 1 = “T*b, 2o = b formuli

Nb—a a+b

j oy 5 (sl +ar 5 + 1)),

ktera se nazyva Simpsonovo pravidlo.

 J U

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
!
b

(a+b)/2
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Z téchto dvou formuli se odvozuji patrné nejpouzivanéjsi kvadraturni formule.
Jejich myslenka je jednoducha: pokud mame vice uzli, pak nam rozdéluji in-
terval [a,b] na vice subintervall, na kazdém tomto subintervalu pouZijeme
lichobéznikové pravidlo nebo Simpsonovo pravidlo a vysledek pak secteme.
Tim dostaneme slozené lichobéznikové nebo slozené Simponovo pravidlo. U
slozeného lichobéznikovécho pravidla v podstaté pocitame integral z apro-
ximace funkce lomenou ¢arou, respektive linearnim splajnem. U Slozeného
Simpsonova pravidla zase vyzadujeme, aby celkovy pocet uzld byl lichy, na
coz by jisté ¢tenar prisel sam. pro ekvidistantni uzly x, ..., z,, kde vzdale-
nost sousednich dvou je rovna h dostavame slozené lichobéznikové pravidlo
ve tvaru

b
/f(w)dawZ(fo+2f1+2f2+---+2fn_1+fn),

a

kde f; = f(x;).

y

O o O o o o o o o
o B N W s U1 oy = o O P
T T T T T T T T T T

Slozené Simponovo pravidlo pak je

b

/f(x)dx =~

a

(fo+tdfi+2fa+4fs+2fs+-+2fno+4fua+ fr)-

w| s
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Kapitola 4

Rady

Kryspin Kropdcek: Rada

Pri sé¢itant rady dockal jsem se zrady

ze strany své spoluzacky Novdkové Lady.
Nevim si s tim rady, skoro silham hlady,
nejvic meé vsak rozptyluji jeji krdasné vnady.

Rad uz jsme castecné dotkli, kdyz jsme se zminili o Taylorové rozvoji v
souvislosti s derivacemi. Ted si zkusime ukézat, jak se daji pocitat nékteré
soucty fad a nesmime zapomenout taktéz na fady Fourierovy.

4.1 Symbolické soucty rad

Jak se da ¢ekat, v Matlabu je se symbolickym s¢itanim fad potiz. Mizeme zde

maximéalné odhadnout c¢iselny soucet tady, jestlize pripocitavame k souctu

¢leny, které jsou uz z numerického hlediska zanedbatelné, jak jsme to ukéazali

pii vypoc¢tu Eulerova ¢isla. Proto se v dalsim vykladu soustfedime na Sage.
Nejprve si zkusime secist jednoduchou geometrickou fadu:

var(’x’ s Tk s )n;)
sum(x~k,k,0,00)
Traceback (click to the left of this block for traceback)

Is abs(x)-1 positive, negative, or zero?
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Ziskali jsme pouze chybové hlaseni. Chybi totiz blizsi informace o proménné
x a vime, Ze uvedend fada méa soucet jen v pfipadé, ze |z| < 1. Proto tento
pozadavek zadame do Sage:

sage: assume(abs(x)<1)
sage: sum(x"k,k,0,00)

-1/(x - 1)

Vidime, ze tohle funguje a mizeme zkouset dalsi soucty:

sage: sum(k*x"k,k,1,00)
x/(x72 - 2*x + 1)
sage: sum(1/k"4, k, 1, oo)

1/90*pi~4
sage: sum(x"k/factorial(k), k, 0, oo)
e’x

Zatim to vypada vSechno bezproblémové. V nékterych situacich si ovsem ani
Sage neporadi. Ukazeme si to na pomérné jednoduchém piikladu. Nejprve si
spoc¢itame Tayloriv rozvoj funkce /1 — .

sage: f=sqrt(1-x)

sage: f.taylor(x,0,6)

-21/1024*x"6 - 7/256%x"5 - 5/128*%x"4 - 1/16%x"3
- 1/8*x"2 - 1/2xx + 1

Cisla, ktera se zde objevuji, jsou binomické koeficienty, které jsou pro realny
argument a definované vztahem

(Z) B a(a—l)--l-f!(a—k—i—l)

V naSem piipadé jsou to koeficienty pro a = 1/2 (az na znaménko), jak
snadno ovérime:

[binomial(1/2,k) for k in range(7)]
(1, 1/2, -1/8, 1/16, -5/128, 7/256, -21/1024]

Zkusime tedy fadu zpétné secist. Problémem bude trochu prvni ¢len, ale ten
by se mél projevit jen posunem vysledku o konstantu:
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sum(x~"k*(-1) "k*binomial(1/2,k) ,k,0,00)
Traceback (click to the left of this block for traceback)

TypeError: Either m or x-m must be an integer

Vidime, ze na tomto Sage ztroskotal.

4.2 Fourierovy rady

Spocitat koeficienty Fourierovy fady na zakladé toho, co uz zname, jisté
nebude pro ¢tenare problém. Napiiklad pokud bychom chtéli v Matlabu urcit
prvnich péar ¢lentt Fourierovy fady pro funkci 22, mfizeme postupovat tfeba
takto:

>> f=sym(’x727);

>> a0=int (f,-pi,pi)/(2*pi)

a0 =

pi~2/3

>> al=int(’cos(x) ’*f,-pi,pi)/pi
al =

-4

>> a2=int (’cos(2+*x) ’*f,-pi,pi)/pi
a2 =

1

>> a3=int (’cos(3*x) ’*f,-pi,pi)/pi
a3 =

-4/9

Koeficienty u sinovych ¢lenti jsou nulové, nebot 2?2 je sud4 funkce. Sec¢teme
tedy prvni ¢tyfi ¢leny fady a vysledek porovname s ptvodni funkei:

>> x=-pi:0.01:pi;
>> S=eval(aO+al*xcos(x)+a2*cos (2*x)+a3*xcos(3*x));
>> plot(x,S,x,x.72,’-=7)

Pro vypocet hodnot souctii v bodech danych vektorem x musime pouzit
funkci eval, protoze koeficienty ao0,...,a3 jsou symbolické objekty.
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Pokud chceme urcit Fourierovu fadu v Sage, je potfeba si funkci definovat
jen na piislusném intervalu, tedy napi. na [—7, 7]:

sage: x=var(’x’)
sage: f=Piecewise([[(-pi,pi),x"2]])

Stejné koeficienty jako v Matlabu ur¢ime pomoci ptikazt

sage: f.fourier_series_cosine_coefficient(0,pi)
2/3%pi~2

sage: f.fourier_series_cosine_coefficient(1,pi)
-4

sage: f.fourier_series_cosine_coefficient(2,pi)
1

sage: f.fourier_series_cosine_coefficient(3,pi)
-4/9

Prvni vstupni parametr fika, ktery koeficient urcujeme, druhy je polovina
intervalu, na némz fadu poc¢itame. Céastecny soucet fady ale miZzeme ziskat
i pfimo a porovnat ho s puvodni funkci:

sage: g=f.fourier_series_partial_sum(3,pi)
sage: pl=plot([g,x"2],-pi,pi)

a7
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