|dedly okruhu (R, +, ")
Definice. Necht R je okruh. Podmnozina | C R se nazyva ideal
okruhu R, jestlize
> | 0
» Va,bel a4+ bel;
» VaelVreR:a-r,r-ael.

Priklad. Pro libovolny okruh R tvofi {0} i R idedly okruhu R.
Evidentné jde o nejmensi a nejvétsi idedl okruhu R.

Priklad. Pro libovolny homomorfismus okruhti f : R — S je jadro
ker f = {a € R; f(a) = 0} idedlem okruhu R (jak pfipomeneme
pozdéji, naopak také kazdy idedl je jddrem vhodného
homomorfismu okruht).

Véta. Necht R je netrividlni komutativni okruh. Pak R je téleso,
pravé kdyz R a {0} jsou jediné idedly okruhu R.

Véta. Necht R je téleso a T netrividlni okruh. Pak kazdy
homomorfismus okruhii ¢ : R — T je injektivni.



|dedl generovany mnozinou

Véta. Necht S # () je libovolnd mnoZina takovd, Ze pro kaZzdé
s € S je dan idedl Is okruhu R. Pak (s Is je idedl okruhu R.

Diisledek. Necht R je okruh. Systém vsech idedli okruhu R
usporadany inkluzi je dplny svaz.

Definice. Necht R je okruh. Pfedchozi véta ndam umoziuje
definovat ideal okruhu R generovany mnozinou M C R jako
prinik vSech idedli tuto mnozinu obsahujicich.

Je to tedy nejmensi idedl okruhu R obsahujici M, znacime jej (M).
Je-li M = {a1,...,an}, pieme misto (M) také (ai,...,an).

Véta. Necht R je komutativni okruh, a1,...,a, € R. Pak
(a1,...,an) ={na1+---+ran n,...,m € R}.

Definice. Necht R je komutativni okruh, a € R. Ideal
(a) = {ra; r € R} nazyvame hlavni ideal okruhu R generovany
prvkem a.



Faktorizace okruht
Necht (R, +, ) je okruh, I jeho idedl. Pak / je (normalni) podgrupa
komutativni grupy (R, +), mame tedy faktorgrupu (R/I,+),
pficemz R/l ={a+1,a€ R}, kde a+/={a+h; hel}.

PlatiVa,be R: (a+Il=b+1 & acb+] & a—bel).

Operace + na R/ je definovdna pomoci reprezentantu:
(a+ 1)+ (b+1)=(a+ b)+ I pro kazdé a, b € R.

Véta. Necht' | je idedl okruhu R. Na faktorgrupé (R/1,+) Ize
definovat ndasobeni pomoci reprezentantu, tedy
(a+1)-(b+1)=(a-b)+ I pro kazdé a, b € R.

Pak (R/I,+,-) je okruh a projekce m : R — R/ je surjektivnim
homomorfismem okruhii s jadrem kerm = |I.

Definice. Okruh R/I z predchozi véty se nazyva faktorokruh

okruhu R podle idedlu /. Homomorfismu 7 fikime projekce
okruhu R na faktorokruh R/I.

Ddsledek. Idedly okruhu R jsou pravé jadra homomorfismi R — K
okruhu R do vhodnych okruhii K.



Hlavni véta o faktorokruzich

Véta (Hlavni véta o faktorokruzich). Necht f : R — K je
homomorfismus okruhd, | idedl okruhu R splniujici | C ker f. Necht
m: R— R/l je projekce okruhu R na faktorokruh R/I.

Pak existuje, a to jediné, zobrazeni f : R/l — K spliiujici
fomr=fF.

Navic plati: R/I
» f je homomorfismus okruh,
» f je injekce, pravé kdyZ | = kerf,
» f je surjekce, pravé kdyZ? f je surjekce.

Diisledek. Je-li f : R — K surjektivni homomorfismus okruhtl, pak
plati R/(kerf) = K.



Nejmensi podokruh daného okruhu

Véta. Necht R je okruh. Pak existuje jediny homomorfismus
okruhii f : Z — R; tento homomorfismus spliiuje

) =fQ+ - +1)=Ff1)++f1)=1p+ - +1g,

n n n

pro kazdé prirozené Cislo n, a tedy také f(—n) = —f(n). Jeho
jadro ker f je hlavni idedl okruhu Z generovany charakteristikou
okruhu R, tj. ker f = (char R).

Dasledek. KaZdy okruh R charakteristiky nula obsahuje podokruh

izomorfni s okruhem celych Cisel 7Z.. Kazdy okruh R charakteristiky
n # 0 obsahuje podokruh izomorfni s okruhem 7Z,, zbytkovych tfid
modulo n.

Diikaz. Plyne z hlavni véty o faktorokruzich pro homomorfismus
okruhtl f : Z — R a toho, ze Z/(n) = Zp,.



Maximalni idedly a prvoidealy

Definice. Necht | je ideal okruhu R. Rekneme, Ze | je maximalni
ideal okruhu R, jestlize R # | a souasné neexistuje zadny ideal J
okruhu R spliujici 1 C J C R.

Véta. Necht' | je idedl komutativniho okruhu R. Pak faktorokruh
R/I je téleso, pravé kdyz | je maximalni ideal okruhu R.

Definice. Necht | je ideal okruhu R. Rekneme, Ze / je prvoideal
okruhu R, jestlize R # | a soucasné pro libovolné prvky a,b € R
plati implikace a-be /| = a€lnebobel.

Véta. Necht | je idedl komutativniho okruhu R. Pak faktorokruh
R/ je obor integrity, pravé kdyz | je prvoideal okruhu R.

Ddsledek. Jestlize | je maximalni idedl komutativniho okruhu R,
pak | je prvoidedl okruhu R.



Maximalni idedly a prvoidealy okruhu polynomi nad
télesem

Véta. Necht R je téleso. Pak kazdy idedl okruhu polynomi R[x] je
hlavni.

Véta. Necht R je téleso a f € R[x], f # 0, ndsledujici vyroky jsou
ekvivalentni:

1. (f) je maximalni idedl okruhu R[x|;

2. (f) je prvoideal okruhu R|[x];

3. f je ireducibilni polynom nad R.

Pozndmka. Je-li R téleso, pak nulovy idedl {0} je prvoidedlem, ale
neni maximalnim idedlem okruhu polynomi R[x].



Podtélesa, rozsireni téles

Definice. Necht T je téleso. Libovolny podokruh R télesa T
takovy, 7e pro kazdé a € R, a # 0 plati a~! € R, nazyvame
podtéleso télesa T. Rikime téz, e T je rozsiteni télesa R. Anebo
také, ze R C T je rozsitenim téles; v souladu s literaturou budeme
uzivat zapis: T/R je rozsifenim téles (pozor, nejde o faktorizaci).

Jinymi slovy: podokruh R télesa T je podtélesem, je-li R téleso.

Priklad. Rozsifenimi téles jsou napfiklad R/Q, C/Q, C/R.
Rozsirenimi téles nejsou Z C Q, R C R[x]. Vime, Ze kazdé téleso
charakteristiky p # 0 obsahuje podtéleso izomorfni s Zj,.

Véta. Kazdé téleso charakteristiky nula obsahuje podtéleso
izomorfni s QQ.

Ddkaz. Necht R je téleso, char R = 0. Vime, Ze R obsahuje
podokruh izomorfni se Z, po ztotoznéni mizeme povazovat Z za
podokruh. Protoze je R téleso, s kazdymi m, n € Z, n % 0 musi
pak obsahovat i m-n~1. Lze tedy Q vno¥it do R.



Téleso racionalnich funkci

Definice. Necht R je libovolné téleso. Podilové téleso oboru
integrity R[x] nazyvame téleso racionalnich funkci nad télesem
R, znadime jej R(x).

Poznamka. Libovolny prvek télesa raciondlnich funkci je tedy
zlomek, ktery ma ve jmenovateli i Citateli polynomy s koeficienty
z télesa R, tedy

R(x) = {;; f g eRIx], g # 0}.

Operace séitani a nasobeni jsou v R(x) definovény tak, jak jsme
zvykli pracovat se zlomky. P¥itom okruh polynomi R[x] je
podokruhem télesa R(x), nebot libovolny polynom f je ztotoznén
se zlomkem {

Priklad. Pro libovolné téleso R je R(x)/R rozsifenim téles.



Podtéleso generované mnozinou

Vé&ta. Necht | # () je libovolnd mnoZina takovd, Ze pro kaZdé i € |
Jje dano podtéleso R; télesa T. Pak (;; R; je podtéleso télesa T.
Disledek. Necht' T je téleso. Systém vsech podtéles télesa T
usporadany inkluzi je aplny svaz.

Definice. Necht T je téleso. Pfedchozi véta nam umoznuje
definovat podtéleso télesa T generované mnozinou M C T jako
prinik vSech podtéles tuto mnozinu obsahujicich.

Je to tedy nejmensi podtéleso télesa T obsahujici M.

Je-li M= RU{c1,...,cn}, kde R je podtéleso télesa T a

c1,...,cn € T, pak podtéleso generované mnozinou
RU{c,...,cn} zna¢ime R(c1, ..., cn). Takové rozsifeni
R(c1,...,cn)/R nazyvdme kone€né generované.

Poznamka. Pfipomenme, Ze je-li T okruh, R jeho podokruh a
c1,...,¢yh € T, pak podokruh generovany mnozinou
RU{c,...,cn} znacime R|cy, ..., cy). V situaci z definice maji
tedy smys| oba zapisy, zfejmé plati R[c1,...,cs] € R(c1,. .., cn).



Stupen rozsireni téles

Je-li R podtélesem télesa T, pak mizeme aditivni grupu (T, +)
chapat jako vektorovy prostor nad télesem R: skalarnim nasobkem
vektoru t € T skaldrem r € R je soucin r - t politany v télese T.
Axiomy vektorového prostoru jsou splnény:
pro kazdé skaldry ri, n» € R a kazdé vektory t1,t> € T plati
»(n+n)-t=n-t1+n-t,
»n-(t+t)=n-t1+n-t,
»rn-(r-t1)=(n-n) t,
» 1.t =t
(v T plati distributivni zdkony, ndsobeni je asociativni a 1 je
jedni¢ka). Mame tedy definovdnu dimenzi dimg T € NU {00},
ziejmé tato dimenze nem(izZe byt nula.

Definice. Necht T /R je rozsitenim téles. Stupefi [T : R] tohoto
rozsifeni definujeme jako dimenzi vektorového prostoru T nad
télesem R, tj. [T: R] =dimg T.



Multiplikativnost stupné rozsireni
Véta. Necht S/R, T/S jsou rozsiteni téles. Pak plati

T

[T:S]
[T:R|=[T:S]-[S:R], S|IT:R]

[S:R]

R

kde uZivdme konvenci n- oo = 00 - n = oo pro kazdé n € NU {oo}.

Dikaz. Je-li [S : R] = oo, pro kazdé n € N v S existuje n linedrné
nezavislych prvki nad R, protoze S C T, jsou tyto prvky v T a
plati [T : R] = oc.

Je-li [T : S] = o0, pro kazdé n € N v T existuje n linedrné
nezavislych prvkd nad S. Ty jsou linedrné nezavislé i nad R, a
proto [T : R] = oc.



Necht n=[T :S] € N, m=[S: R] € N. Necht a1, ..., a, je baze
T nad S, B1,...,8m baze S nad R. Ukdzeme, Ze «;f3;
(1<i<n1<j<m)jebazi T nad R. Necht v € T je libovolny.
Pak existuji d1,...,0, € S, Ze v = Y7, djcv;. Existuji tedy

eij € R, ze 0; = > £;; pro kazdé i. Dosazenim

n m n m

1D DI DSREY IS 9) SR
i=1 \ j=1 i=1 j=1

Tedy a;f; (1 <i<n,1<j< m)jemnozina generatorii T nad R.

Je-li 377 77 ejj(ify) pro néjaké prvky e € R nulovy vektor,

pak z linedrni nezavislosti a1, ..., a, nad S dostaneme, ze

m v 1z - . / V3 s . .
> =18 =0 pro kazdé i = 1,..., n a z linedrni nezavislosti
B1,.-.,Bm nad R dostaneme, Ze ¢;; = 0 pro kazdé i/, j.

Tedy aif; (1<i<n1<j<m)jebaze T nad R.



Algebraické a transcendentni prvky

Méjme rozsiteni téles T /R a polynom
f=apx"+---+aix+a € R[x].

Pak je také f € T|[x], a proto pro kazdé c € T mizeme uvazovat
hodnotu f(c) =a,-c"+---+a1-c+ap € T. Pfipomefime, ze ¢
se nazyva kofenem polynomu f, je-li f(c) = 0.

Definice. Necht T /R je rozsifenim téles, c € T. Rekneme, e
prvek ¢ je algebraicky nad télesem R, jestlize existuje nenulovy
polynom f € R[x], jehoz je ¢ kofenem. V opa¢ném pripadé fikame,
ze prvek c je transcendentni nad télesem R.

Pozndmka. O komplexnim Cisle ¢ fikdme, Ze je algebraické (resp.
transcendentni), je-li ¢ algebraické (resp. transcendentni) nad
télesem racionalnich Cisel Q.



Minimalni polynom algebraického prvku
Véta. Necht T /R je rozsitenim téles, c € T algebraicky prvek nad
R. Pak c je kofenem pravé jednoho normovaného ireducibilniho
polynomu f € R[x]. Navic plati

1. pro libovolny h € R[x] je h(c) =0, prdvé kdyz f | h v R[x],
2. R(c)=R[c] v T,

3. 1,c,¢%,...,c" 1, kde n = st f, je bdzi vektorového prostoru
R[c] nad R,

4. stupern rozsireni [R(c) : R] =stf.

Definice. Polynom f € R[x] z pfedchozi véty nazyvame minimalni
polynom algebraického prvku ¢ € T nad R.

Véta. Necht T /R je rozsitenim téles, c € T transcendentni prvek
nad R. Pak plati

1. R[] S R(c) v T,

2. R[c] = R[x], R(c) = R(x),

3. stupeni rozsiteni [R(c) : R] = oc.
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Jednoduch3, konecna a algebraicka rozsireni

Definice. Necht T /R je rozsiteni téles. Rekneme, Ze toto rozsiteni
je

> jednoduché, existuje-li prvek c € T, ktery je algebraicky nad
R, takovy, ze T = R(c);
» konecné, je-li stupen [T : R] < oo;

» algebraické, je-li kazdy prvek ¢ € T algebraicky nad R.

Véta. Kazdé jednoduché rozsiteni téles je konecné.

Dikaz. Je-li T = R(c) pro c € T, ktery je algebraicky nad R, pak
vime, ze [T : R = [R(c) : R] =stf, kde f € R[x] je minimalni
polynom prvku ¢ nad R.

Poznamka. Pro télesa charakteristiky nula plati i opacna implikace:

Kazdé konecné rozsifeni téles charakteristiky nula je jednoduché.
Tuto vétu vSak budeme dokazovat az pozdé;i.



Konecnd a algebraickd rozsireni

Véta. KaZzdé konecné rozsireni téles je algebraické.

Dikaz. Necht T /R je koneéné rozsifeni téles, pak stupen

[T : R] = m je pfirozené Cislo.

Pro libovolny prvek ¢ € T jsou prvky 1,c,c?,...,c™ linearné
zavislé nad R, nebot je jich vice nez dimg T = m.

Existuji tedy rg, 11, ..., rm € R, ne vSechny nulové, tak, ze
-l+n-c+m-c2+--+ryp-c™=0.

Proto je ¢ kofenem nenulového polynomu
r=rmx™+---+nx+rn € R[x], a tedy c je algebraicky nad R.

Ddsledek. Necht T /R je rozsifeni téles. Jestlize téleso T obsahuje
prvek transcendentni nad R, pak [T : R] = oc.



Véta. Necht T /R je rozsiteni téles a necht o, f € T jsou
algebraické nad télesem R. Pak o + (8, a3, a také a1 je-li o #£ 0,
jsou algebraické nad télesem R.

Diikaz. Protoze « je algebraicky nad R, plati [R(«) : R] < oc.
Protoze 3 je algebraicky nad R, je také algebraicky nad R(«a) a
plati [(R(a))(B) : R(«)] < o0. Protoze R(a, B) = (R(«))(B), je
[R(a, B) : Rl = [(R())(B) : R(a)] - [R(x) : R] < 0. Protoze
kazdé konecné rozsireni téles je algebraické, je kazdy prvek télesa
R(«, B) algebraicky nad R.

Véta. Rozsiteni téles T /R je kone¢né, pravé kdyz T = R(cy, ..., cp)
pro kone¢né mnoho prvki ci, ..., cp, které jsou vSechny
algebraické nad télesem R.

Dikaz. Uzijeme rovnost R(ci,...,cn) = (R(c1))(c2, ..., cn).
»=" Indukci vaci stupni [T : R].
»<=" Indukci vici n argumentaci jako v predeslém diikaze.
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Priklad nekonecného algebraického rozsireni

Disledek. Necht T /R je rozsiteni téles. Oznaéme A mnoZinu vsech
prvkd t € T, které jsou algebraické nad R. Pak A je podtéleso
télesa T obsahujici téleso R.

Priklad. Aplikujme pfedchozi disledek na rozsiteni C/Q. Pak A je
téleso vSech algebraickych Cisel. Proto je A/Q algebraické rozsifeni.

Ukazeme, ze A/Q neni kone¢né. Pro libovolné n € N je polynom
x" — 2 je ireducibilni nad Q podle Eisensteinova kriteria, a tedy je
minimalnim polynomem algebraického ¢&isla v/2, odkud

[Q(¥/2) : Q] = n. Proto vektorovy prostor A nad Q obsahuje
n-rozmérny vektorovy podprostor pro kazdé n € N, nemize byt
tedy konecnérozmérny.



Konstrukce jednoduchého rozsireni
Véta. Necht R je téleso, f € R[x] normovany ireducibilni polynom.
Pak R[x]|/(f) je téleso, které je jednoduché rozsiteni télesa R.
Presnéji: ztotoznime libovolny prvek r € R s tridou r + (f)
obsahujici konstantni polynom r a oznaéime ¢ = x + (f) tfidu
obsahujici polynom x, pak R[x]/(f) = R(c) a f je minimalni
polynom prvku ¢ nad R.

Dikaz. Protoze f je ireducibilni polynom nad télesem R, hlavni

idedl () C R[x] je maximalnim idedlem okruhu polynomd R[x].
Protoze R|[x| je komutativni okruh, je faktorokruh T = R[x]/(f)
téleso. R & R[x]

N

T = RI[x]/(f)

Protoze w|g : R — T je homomorfismus okruhi mezi télesy, je
injektivni. Proto mizeme ztotoznit libovolny prvek r € R s jeho
obrazem r + (f) v T. Po tomto ztotoznéni je R podtélesem télesa
T, mame tedy rozsifeni téles T/R.



Oznaéme ¢ = x + (f) tfidu obsahujici linedrni polynom x. Pak pro
libovolny polynom g = gmx™ + -+ + g1x + go € R|[x] plati

g(c)=gmc" +---+gict+g =
=(gm+(F)x+()"+ -+ (& +( N(x+ () + (go + (f)) =
= (gmx" +---+g1x+go) +(f) =g + (f).

Odtud T = R(c). Specidlné f(c) =f +(f) =0+ (f) =0, a tedy
c je kofenem polynomu f. ProtozZe f je normovany a ireducibilni
nad R, je f minimalnim polynomem prvku c.

Poznamka. Je-li stf > 1, nema polynom f v télese R Zadny koren.
Konstrukei z predchozi véty jsme téleso R rozsifili na téleso R(c),
pri¢emz minimalni polynom prvku c je pravé f.

Takové rozsifeni R(c) (pro dany minimalni polynom f prvku c) je
jediné az na izomorfismus, uvidime, Ze je totiz vzdy izomorfni

s faktorokruhem R[x]/(f).



Rozkladové téleso polynomu
Véta. Necht' R je téleso a f € R[x] nekonstantni polynom. Pak
existuje rozsiteni T télesa R takové, Ze f se v T[x] rozklddd na
soucin linedrnich Ciniteld.
Dikaz. Vétu dokazeme indukci vzhledem ke st f.
Je-listf =1, stacivzit T = R.
Necht tedy st f > 1 a véta byla dokdzana pro vSechny nekonstantni
polynomy stupné mensiho nez st f nad libovolnym télesem (tj.
nejen nad nasim R). Rozlozme polynom f v R[x] na soucin
ireducibilnich initeld (to Ize, nebot R je téleso)

f=ag g

kde a je vedouci koeficient polynomu f a gi,..., gk € R[x] jsou
normované ireducibilni polynomy. Pak podle predchozi véty je

K = R[x]/(g1) rozsifeni télesa R, ve kterém ma polynom g kofen
a = x + (g1). Existuje proto normovany polynom g € K[x] takovy,
Zegi=(x—a)-q. Oznaéme g = a-q- g - gk € K[x], pak
f=(x—a)-gastg=stf—1.



Proto podle indukéniho predpokladu existuje rozsireni T télesa K
takové, ze g se v T[x] rozkldda na soudin linedrnich &initeld. Pak
T je také rozsiteni télesa R takové, ze f se v T[x] rozklada na
soucin linedrnich ciniteld.

Definice. Podle predchozi véty pro libovolny nekonstantni polynom
f € R[x], kde R je téleso, existuje rozsifeni T /R takové, ze

f=a (x—oa1) - (x—ap),

kde a € R, a1,...,a, € T. Pak téleso R(a1,...,a,) nazyvame
rozkladové téleso polynomu f nad télesem R.

Poznamka. Budeme chtit dokazat, Ze rozkladové téleso polynomu
f nad télesem R je ureno jednoznacné az na izomorfismus

v ndsledujicim smyslu: jsou-li K, L obé rozkladova télesa polynomu
f nad télesem R, pak existuje izomorfismus ¢ : K — L takovy, Ze
o(r) = r pro kazdé r € R. Je to disledek nasledujici véty.



Véta o izomorfismu jednoduchych rozsireni
Véta. Necht' i) : R — R’ je izomorfismus téles a p € R[x]
ireducibilni polynom. Necht V : R[x] — R’[x] je izomorfismus
indukovany izomorfismem 1 na koeficientech, tedy

V(rpx"+ -+ nx+rn) =9(m)x"+ - +1(rn)x+ ¥(n)

pro kazdé ry, ..., r, € R; oznaéme p' = W(p). Necht « je kofen
polynomu p v néjakém rozsiteni télesa R a 3 je kofen polynomu p’
v néjakém rozsiteni télesa R', mame tedy télesa R(a) a R'(53).
Pak existuje (a to jediny) izomorfismus o : R(a)) — R'(3) spliujici
o(r) =(r) pro kazdé r € R a o(a) = .

Diikaz. Oznaéme ¢, : R[x] — R(«) zobrazeni, pfifazujici kazdému
polynomu jeho hodnotu v ¢;

vime, e @, je surjektivni RC = - R[]
homomorfismus okruhl, Vo

jeho? jadrem je hlavni ideal (p). CJ / i”
Md&me tedy komutativni diagram, R(a) <— R[x]/(p)

kde 7 je projekce na faktorokruh.



Analogicky diagram mame i pro jednoduché rozsireni téles
R'(8)/R’, dohromady

v
R[x] = )T( v ch € R[x]
R[X]/ P)Q R(a) R'(8) «—;R'[X]/(P’)

kde je ¢arkovanou Sipkou vyznageﬁ izomorfismus faktorokruhti
RIxI/(p) = R'[x]/(#') dang tim, 7e W(p) = o'

Protoze véechny trojﬂhelniky i (V:tyFl'JheInik nahoFe komutuji a
uprostred. Hledany |zomorf|smus o : R(a) = R/'(B) ziskdme
slozenim tfi izomorfismi v diagramu, zfejmé spliiuje o(r) = ¥ (r)
pro kazdé r € R a o(«) = (3. Protoze kazdy prvek télesa

R(«) = R[a] je tvaru h(«) pro vhodny polynom h € R[x], je
témito podminkami izomorfismus o uren jednoznacné.



Kompozitum podtéles v daném télese

Definice. Necht Ry a R jsou podtélesa télesa T.
Kompozitum R; R, téchto téles je definovano jako nejmensi
podtéleso télesa T obsahujici obé télesa Ry i R».

Poznamka. Kompozitum R1R> je tedy supremem téles Ry a Ry ve
svazu vSech podtéles télesa T.

Priklad. Q(v/2,+/3) je kompozitem téles Q(v/2) a Q(+/3) v R.
Priklad. Necht T /R je rozsifeni téles, ¢1,...,¢p,d1,...,dn € T.
Pak kompozitem téles R(c1,...,¢n) @ R(d1,...,dm) v T je
R(Cl,...,Cn,d]_,. . .,dm).

Pfiklad. Télesa Ry = Q(\“@) a R, = Q(i\“@) jsou izomorfni, nebot
&isla v/2 a iv/2 maji stejny minimalni polynom x* — 2 nad Q.
Presto kompozita R R; = R1 a R1R> nejsou izomorfni, nebot R1R»
obsahuje kofen i polynomu x2 4+ 1, kdezto Ry C R,




v Ve

Kompozitem konecnych rozsireni je konecné rozsireni
Véta. Necht Ry a R, jsou podtélesa télesa T, pricemZ Ry i Ry jsou
konecna rozsiteni télesa R. Pak i kompozitum Ri Ry je koneCnym
rozsifenim télesa R a plati

[RiR2: R]<[Ri:R]-[Rx:R],
pri¢emzZ rovnost nastane, pravé kdyZ je baze télesa Ry linedrné

nezavisld nad télesem R,. Presnéji, je-li a1, ..., an,, resp.
Bi,--.,Bm, bdze Ry, resp. Ry, nad R, pak souciny «;3; pro
i=1,...,n j=1,..., m generuji kompozitum Ry R jako

vektorovy prostor nad R.

Diikaz. Mnozina M vSech linedrnich kombinaci 327, 377 ) rjaif3;

s koeficienty z rjj € R tvofi podokruh télesa T obsahujici R U Ry,
ktery je soucasné vektorovym prostorem nad R dimenze nejvyse mn.
Pro kazdé v € M, v # 0 je mn+1 prvkl 1,7, ...,74™" linedrné
zavislych nad R, z linearni zavislosti dostaneme Gpravou v~ 1 € M,
a tedy M je podtélesem télesa T.

Ztejmé kazdé téleso obsahujici Ry U R» musi obsahovat i M.



(Ne)resitelnost geometrickych Gloh pravitkem a kruZitkem

Z antiky pochazeji tfi problémy, jejichz feSeni pravitkem a
kruzitkem nebylo zndmo:

» trisekce thlu (rozdélit dany Ghel na tfetiny),

» zdvojeni krychle (k dané krychli sestrojit krychli
dvojnasobného objemu, tj. k GseCce dané délky najit Gsecku
V/2-krat del$i),

» kvadratura kruhu (k danému kruhu sestrojit ¢tverec o stejném
obsahu).

Abychom mohli dokazat, Ze zadné FeSeni téchto Gloh neexistuje,
musime presné specifikovat, co to znamena resit Glohu pravitkem a
kruzitkem.



Predpokladejme, Ze v roviné je zadano konecné mnoho bodil
popisujicich zadani Glohy. Témto bodim budeme fikat vyznacné.
Smime sestrojit libovolnou pfimku prochazejici dvéma vyznaénymi
body a libovolnou kruznici, jejimz stfedem je vyznacny bod a
polomérem vzdalenost nékterych dvou vyznaénych bodd.

Libovolny prisecik sestrojenych kruznic ¢i pfimek miizeme pridat

k vyznacnym bodiim. Jde o to, jestli po kone¢né mnoha krocich lze
docilit toho, ze mezi vyznaénymi body je bod, ktery popisuje reseni
dané dlohy.

Zavedeme v této roviné soustavu souradnic, rovinu tedy
ztotoznujeme s kartézskym soucinem R x R. Oznaéme Ty
podtéleso télesa R generované x-ovymi a y-ovymi soufadnicemi
vSech zadanych bodi. Pokud bylo pridano celkem n vyznacnych
bodi, definujeme télesa T1,..., T, takto: téleso T; je generovano
télesem T;_; a souradnicemi i-tého vyznacného bodu.

Nasim cilem je dokazat, ze rozsireni téles To C T, je konecné a
jeho stupen [T, : To] | 2".



Oznacme [x;, y;] soufadnice i-tého vyzna¢ného bodu. Tento bod byl
ziskan jako prisecik sestrojenych pfimek i kruznic, rovnice takové
primky je tvaru ax + by = ¢, kde a, b,c € T;_1, rovnice takové
kruznice tvaru (x — m)? + (y — n)? = u, kde m,n,u € T;_1. Proto
[xi, yi] je FeSenim soustavy dvou linedrnich rovnic anebo soustavy
jedné linedrni a jedné kvadratické rovnice s koeficienty v T;_1
(pfipad dvou kruZznic vede sice na soustavu dvou kvadratickych
rovnic, jejich odedtenim vSak dostaneme rovnici linearni).

Dosazenim z linearni rovnice do druhé rovnice ziskdme rovnici
linedrni nebo kvadratickou pro jednu ze soufadnic [x;, yi]

s koeficienty v T;_1. Minimalni polynom ziskaného feSeni nad
télesem T;_; ma stupen 1 nebo 2, druhou ze soutadnic
dopocitdme z linedrni rovnice. Proto [T; : T;_1] € {1,2}.

Z véty o nasobeni stuprii rozsifeni dostavame [T, : To] | 2".



Neresitelnost Glohy zdvojeni krychle

Jsou dany dva body o soufadnicich [0,0] a [0, 1], cilem je ziskat

bod [0, v/2].
Je tedy Top = Q.

Protoze x3 — 2 je minimalni polynom &isla v/2 nad Q, plati
[Q(V?2) : Q] =3.
Jestlize tedy v/2 € T,, pak 3| [T, : Tol. T,

Q(v2)
To=Q

To spolu s odvozenou délitelnosti [T, : To] | 2" dava spor 3 | 2".



Neresitelnost Glohy trisekce Ghlu

UkéZeme, Ze nemiizeme sestrojit pravitkem a kruZitkem ahel 3.
Vzhledem k tomu, Ze umime sestrojit Ghel Z jako vnit¥ni Ghel
rovnostranného trojihelnika, bude to znamenat, Ze existuje Uhel,
které nelze rozdélit na tretiny.

Jsou dédny dva body o soufadnicich [0,0] a [0, 1], cilem je ziskat
bod [cos §,sin 5]. Opét méme Tp = Q.
K nalezeni minimalniho polynomu Eisla 2 cos § vyuZzijeme vzorec

cos3a = cos3 oo — 3cosarsin? v = 4 cos3 a — 3 cos av.

Pro a = 5 dostdvame, Ze ¢ = 2cos g je kofenem polynomu
— 3x — 1. Tento kubicky polynom nema raciondlni kofen (£1
kofen neni), a tedy je ireducibilni nad Q.

Odtud [Q(cos ) : Q] = 3 a stejné jako v predchozim pripadé
dostavame spor.



Neresitelnost Glohy kvadratury kruhu

V tomto pfipadé€ vyuzijeme toho, ze 7 je transcendentni Cislo
(tento fakt zde nebudeme dokazovat).

Jsou dédny dva body o soufadnicich [0,0] a [0, 1]. Kruh
jednotkového poloméru ma obsah 7. Cilem je ziskat bod [0, \/7].
Opét mame Ty = Q.

Predpokladejme, ze \/m € T, pak ™ € T,,.

Protoze 7 je transcendentni nad Q, plyne odtud [T, : Q] = oo, coz
je spor s tim, ze Q C T, je konecné rozsireni.



