g :kade D = (0,1) fo TJ

i I.ehae B0 z;]is"ai Ee eh;yba a.proximaoe ;Ja 0 (1? + ha). POkU-d 39 5950111

-_ z hod.not na pi’-edohéze;jicich dvou vrs'lw&ch 3
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(EYPERBOD ':'__'c'-K,E' ROYVN I‘G_HE',"

¥ A’i‘se ieéi obdobnjrm zm‘ksobem Jako parabolioké. Ukéﬁeme stru5n§ metod.;y

- pro vlnovou rovnici o

S —:2‘ £, W e pxd
I.'I. (xpﬂ) = Bo(x) : ;:’0) i Sl(x) 5 D .

u (o,‘h) = 52(1:) - u(l t) 33(’0) . 'B‘D.b

"Piibliiné if-séeni hledéune na obdélnikové sit:i a krokw h, 'r.“ 3
g .
"h o o- ,'t'a o pomeci diferenéniho schematu. 8 véhbu _ #'>'o

TS;? ( um n+l 2“.:;-,_;; + n-l) { h . um+1 n+1 2“1:1 n+1

h 2! (1"‘23') ‘ 2
um-l,n+l) +. """T" um-n»l n & allm B "' I"m—-l n) ¥, "'2' (am+1,,...,, “m n—-l

+ u‘n—l n-l)} m.ﬂ m = 1 2,.--1“‘1 ; n ﬁ 1!2!000 lu‘-l o o5 o °

doatateéné ‘hladké. /Pokud. systém ('?2) vhodné pi-euspofédéma, -vidime,
e lze opét i-eéit: po’ vretvéch,. Hodnotu na (n+1)té vrstvé vypoéitéme

2 2 |
o (73)"—2' (*" ‘T “m+1 m]."(z"‘* ""2') um n+1+ r'“' '4:”"*")

g ‘.‘u ’n+1 ”* 8n+1 2 TMynal OB

kd.e ey R
R = <“m+1 5~

"l."
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Hodnoty na prvnidh dvou yfrst'v_-éch ziskéme z po¥étednich podminek
(74)\ ‘ﬁ’o = Blon ,. m = O'.l,;.}_. 'M
(75) h _ ho - “ . B .
| ..,-“m,l "m‘ - B L mmol.

(75)

"Pouiivat aproximaca ‘viak neni. vhodné nebom": je;ji chyba Je pouze
prvniho F4du, a tim ztrécime presnost ziekanou p¥l aproximaci diferen—

fciélni rovnice

Proto poﬁatefm podminku

(76) - 7 u(x0)
A __---’i-‘f--slcx>
B L TR

:je vhodné aproximovat pi‘*esné.‘]i. Jedna z matod apoéivé v tom, %e¢ zavede-
me Joité Jednu vrstvu pomognych uzll pro o = -1 2 predpoklidéme, %o
lze Fedeni vlnové rovn:l.ce rozéifit 1 do nich. Podminku (‘?6) pak nahra-

: dime rovn:l.ci

“ml “m-l Y
Ce = B
S tar -

= chyba této aproximace ;je 0 ('C' ) Z ‘tohoto vztahu a z diferendniho

: i"ipisu. vlnové rovhice - ('75) pron = 0 vyloudime pomocné hodnoty

' um -1 a siskéme s;yatém lineérnich rovnic Pro hodnoty ¥sdeni na prvni
. vretvd 1 S .

::(77)1_. | arral | n (401'2 ) 2eT? "1'1'

“m+11 “m

.u.ogl_-’_' 51 ' u“,l- -_=  51"..

2t '—T" “m- .1_'

F "-', = _(f__:_;f_). Tl(}m Sm . Sm-l ) 2' (g‘: +s§;’t)
. ,"... | —-———2—2": ( sm+1 - 2 1 + gi 1) 1:_2 :r ’

£ g':Pcnzi:l.;jema--l:l. aproximaci (?5). (74), (77) pak chyba.bude tvaru © ('E + 02 bir
' Pfitom ;le vidét, Ze. musima Padlt systémy linedrnich rovnic & triagonélni

. :i.'matici které jsme v;yﬁetrovali v predchéze;]ici kapitole, pri*'om podminka
1 (29) 8§ 3 Je splnén,a. Odtud plyne, Zs tyto eystémy jeou jednoznaZnd Ie-

- §itelné napi, Gaussovou eliminaci a tedy prvani podminka stabllity Je

il splnéna.
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Pri ovéi’-ovéni druhé podminky stability miZeme vyuiit metod, ktoréd
Jeme poznali u parabolickjch rovnio, Ukéﬁeme uziti matody Fourierov:?uh
i-a.d pro_tzv. axplicitni schema : (= 0_ ’ homogenni okrajové podminky
a £ 8 0 s kterd sleduje ze;jména vliv poééteﬁni podmink:y: '
n h ah SO o
- u111,:1—1- . ”um-r;,_q. i um n + “m-l'n _ 0
= " T - "    "4§“f————+w-:_
m = 1,2,9-.. M"l ‘..’ D:= 0,1‘;-0. N"‘"i_' . ‘ : ="

n 6 'h 1

Yoo = Bp unil-"-"; ?m;i"Fm

(78) 2“m.n +

um. n-n-l. 7"

"'ﬁ i 6.1;;.{,'“_;
h b g
u.o,n = um'n = 0 ’

Budeme hledat :E-aéeni ve 'bvaru

n = 0 l.aoc,N

u

"'tk;,n = A% ES‘“ _k'_-M

“Ak'f'm

Dosazenim do (78) z;jistime, e pro Ak platis

)+1=o

jl - 2r? s.,?
B '-”:'2,‘k

T J 2 KT S
am V- T

-A-ﬁ-ail 23 Sm.
2M

, _ k‘ﬁ"
?‘103‘ = = 21'2 Sma ;ﬁ—-i-

o
=

& = 1= 2r : S —
?‘2,.1: =1 _21' _Sm 2 tu T
Tedy obaané feéeni ulohy (78) ;je t'varu. e
| M—l i

on

kde déisla "k' ‘51:- uréime z podéte&nich podminek:

[“ Alk *{bk a-k] 'Ym

M-l

M'-l [

IJE]_ 3‘ Z
k=l

'Pfedpoklﬁde;jme, %o plati

‘As k‘

}-iilh.-f“
umso '
(«k 1k +@k1 2k )Tm ’ m’mﬂl..ua|M-l¢

; B = 1,2 ;;» k ; i,b.?;:Malﬂo

. (80)’
g T

a Ozm me u ( o Qn'..'.!yl undln )

v ,.-,_ 101 )

,_.:;;‘Nomu na mnoﬁiné véech vekt;orﬁ (ll+1) romérn;ich lefinujeme podobné ;lako

Pak
| Teay

B e

’ '(\'r;w) h

(?9) vypl;frva

e 0.71.---.2’,_1, 0 ) .‘le ortonnmélni moiina.

e parabolickych parc:l.élnich diforenciélnich rovnic pomoci skalé.miho
i 8o souéinu S ,

4 |Vﬂ 2‘;=. (v,\r)
"k_

zi vi '1 -

(e 5 = F :,v")
| ""ﬂ,_ "‘4-7"21:'

b+l nly 27 e
1k *'31: =3 '_ s

1- (1-:: slf
Pokud tedy volime

ma!r
2 16k£ll

l(

G n
lé’.kéll 1 'f;"f’

max’ ﬂ nn '

sl .,9“"““,

{1- (1-:.' sln2 E P

Vl— (l—rastl? T )2

Z“(F,«y")l l(s )l)a.é

F, k)l+ ""-a-"* | (s .'1' )l)

(2 Hs"h +l‘”51”3)£

<a'ngou' oy '.cﬂsl uG >‘

a odtud pl;yne, ie uloha ;je atabiln:l. Podminka (80) ;je aplnéna

;Je neden dostatecnou podminkou stablility, ale je 1 nutnou podminkou.
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_To vyplyvé % nésledujici uvahyl

_ Uvazujme libovolnj bod ait¥ . S a’ seatrojme trojuhelnik

8 vrcholem v S a se smdrnicemi remen 4+ “% & zékladnon G D

na ome X. ( pro Jednoduchost pfedpoklédéme, Ze trojuhalnik naprotne

bodni strany dofiniéniho obdélniku ). Jak Je vidét ze tvaru diferep~
#nich rovnic' (78) Jo . hodnota n' v uzlovém bodé S  urdena hodno-

tami v t&ch uzlovjch bodech w, n’ které leZi uvnitf a bha hranici

tohoto trojﬁhelnika, bedy speciélné hodnotami Sm s gi na zékladng 0 D.

Je ale zndmo & teorile parciélnioh diferenciélnich rovnic, %o preand
-Fedeni problému Je plné urdeno hodnotami funked - g, g na use&ce AB
o8y X, kterou vytinaji charaktaristiky prochézejici boden S N majioi
v nadem pfipad§ smérnice 1. JestliZe tedy T>h, pak © De ‘A B,
‘O%A, DfB a obecné komrersence nemﬁie “hastat - zménimerli totif
- funkce g . gl' na intervalech AC, D B, pak se. zméni Eaﬁeni vlnové ‘
rovnioe, ale sjstém diferen&nich rovnie je stejnj, tedy i jpho Yodioni
v bodd  S. je stejné. Proto v tomto ?ﬁipadé namﬁﬁe nastat stabilita
.metody. _-v i -
Pbdobnym Zpﬁaobem dako pro explicitni schema mﬁﬁeme zdiatit,
ie implicitni achema (=1 ) de absolutné atabilni je stabilni pri
libovoln:?ch krocich "l:‘, h e : - PR |
: Uvaﬁujme nyni rovnici vedeni tepla ve dvou proatorovjch proménn&uhl
220 “a u '32u
T T 'By

' (x.y.t) | r--"f—i.--C#éf?'-.*?) PR

C uGy e (x.y)

’DM s (x.v) (x.y) e D
TS e i e

o (x,;y,t) . 0 -' -' (x,y.t) e 'DD x D.,s
zae D= <o.1> x (o 1) ;aj’,, -= [‘o m_]

.'5Zavedema sif obdobné dako pro vlnovou rovnioi v jedné proatorové
-proménné a krokw b podle X 8 v ' a -r podlo t. Potom explicitni
'schema mﬁieme zapsat ve. tvaru ' AL L KRR B (et A R

uk m,n+l - “k ,o,n + k m, n—l
2 R .. . . .

A Wnn = Tgagn t

T
S 0
' “m,n,pi_?,lsm,n;_

um,n,l a | sm,n .

~ 10% -

kde g Je vhodnd funkes, z4vislé na g° a gt L 3o

vy operdtor

-definovany vztahem (57) I
hI zde 1ze pguiiﬁ me todu. gtabilizace. Budeme uvaZovat schema

(81) (B +---A1) (E +-—-)A2

_Oparétorv Al,Aa Jsou dény vztshy (55), (56)
Realizace tohoto druhu Je nésledujici:

| 'ra “*4& 'n'. .n
'(_E_*E"gAl')f | = 2 -aw

(E ;_Eaiha);gﬁi-‘l ) En#@-

- un+1 :5 208 o un—l i 2 g n+1

Zde Je pouﬁito oznaleni z metody stabilizaca u parabolickyoh rovanle,

- n+1/2 g B+l Jaou pomocné vektorw. Op&t 1lze lehoe dokﬁzat, Ze

chyba aproximace Je o (1? + h2 ) a vzhledem k tomu, ﬁe (81) lze pievést

Y m.n+1'2uglg,' N uk,m.n 1

1( B o ( 2 2) " B 4

1Ze.vy§9£ro#at sfdbiliﬁu'podbﬁné Jan'pro tlohu (78) .

ifyp'oéé"i: he’s‘pb';jitych‘ Yodent

Dosud jame predpoklédali, Ze existuje. dostateéné hladké feéeni

fi Diferenciélni funkce viak ‘nestadi k popisu viech fyzikélnich situaci,

Napr._rozloﬁeni tlaku hustoty a teploty v plynu, pohybujicim se ry-

: chloati vétéi ne% rychlost zvuku Jjsou popsény funkcemi, které madi
: Bkoky. Je nutno tedy rozéifit pojem Yeleni diferenciélni tlohy,
'llUkéieme 2 zpﬁsoby._Nejdrive viak struéné popiSeme mechanismus veniku

skokﬁ pa prikladé Jednoduché ulohy

"2u. 7 . '
~— 4~ =0 s O04LHLT , -0 <L x<o0,

‘ e (x,0) = ’f (]‘;) y -goéx<no.



