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Parabolické rovnice

Budeme se zabývat rovnićı
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= D

∂2u

∂x2
(1)

tato rovnice určuje chováńı funkce u(t, x), která záviśı na dvou proměnných. Prvńı
proměnná t mı́vá význam času, druhá x bývá prostorová souřadnice. Předchoźı
rovnice lze snadno zobecnit pro v́ıce prostorových proměnných např.
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Př́ıkladem parabolické rovnice je rovnice vedeńı tepla
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tato rovnice popisuje časový vývoj teploty T (t, x) uvnitř nekonečné stěny, k je
tepelná vodivost materiálu, c je tepelná vodivost a ρ je hustota.
Jiným př́ıkladem je rovnice difuze pro hustotu částic n(t, x)
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kde k je konstanta popisuj́ıćı rychlost difuze.
Parabolická rovnice nám vlastně ř́ıká, že tam kde je druhá derivace záporná, hledaná
funkce v čase klesá a naopak. Docháźı tak k vyhlazováńı pr̊uběhu funkce - teploty
se vyrovnávaj́ı, hustoty částic v r̊uzných bodech se srovnávaj́ı.
Parabolické rovnice většinou řeš́ıme na omezeném intervalu. Budeme předpokládat,
že se jedná o interval x ∈ 〈0, L〉. Např. při řešeńı rovnice vedeńı tepla, bude x = 0
reprezentovat vnitřńı povrch stěny a x = L vněǰśı povrch stěny.
Abychom mohli rovnici řešit je třeba znát hodnoty hledané funkce v počátečńım
čase t = 0 tzv. počátečńı podmı́nku. Např́ıklad je třeba zadat počátečńı hodnoty ve
stěně. Počátečńı podmı́nka má obecně tvar

u(0, x) = p(x) (5)

kde p(x) je známá funkce.
Zadáńı počátečńı podmı́nky však pro výpočet nedostačuje. Je třeba také vědět co
se odehrává na okraj́ıch studované oblasti. Je tedy třeba zadat chováńı funkce pro
x = 0 a x = L, tomuto ř́ıkáme okrajové podmı́nky. Např. je třeba zadat teplotu na
vnitřńım a vněǰśım povrchu stěny.
Okrajová podmı́nka může mı́t dva základńı tvary. Prvńı možnost́ı je př́ımo zadáńı
hodnot na hranici oblasti tj.

u(t, 0) = g0(t) nebo u(t, L) = g1(t) (6)

takovéto podmı́nce se ř́ıká Dirichletova podmı́nka. Druhou možnost́ı je zadáńı pros-
torové derivace funkce tj.

∂u

∂x
(t, 0) = g2(t) nebo

∂u

∂x
(t, L) = g3(t) (7)

takovéto podmı́nce se ř́ıká Neumannova podmı́nka. Např́ıklad u rovnice vedeńı tepla
této podmı́nce odpov́ıdá zadáńı tepelného toku, např. nulová derivace odpov́ıdá
dokonale izolovanému povrchu stěny.
Naš́ım ćılem tedy bude nalezeńı funkce u(t, x) pro x ∈ 〈0, L〉 a t ∈ 〈0,∞), která
splňuje rovnici (1), počátečńı podmı́nku (5) a okrajové podmı́nky (6) či (7).
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Př́ıklad

Řešme diferenciálńı rovnici
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= D

∂2u
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na intervalu 〈0, L〉 s okrajovými podmı́nkami

u(t, 0) = 0 u(t, L) = 1 (9)

a s počátečńı podmı́nkou

u(0, x) = x + sin
(πx

L

)
(10)

Snadno se přesvědč́ıme, že počátečńı a okrajové podmı́nky jsou v souladu tj. podle
oboj́ıho je u(0, 0) = 0 a u(0, L) = 1. Dosazeńım se lze přesvědčit, že řešeńım dané
rovnice s těmito podmı́nkami je

u(t, x) = x + sin
(πx

L

)
e−

Dπ2

L2 t (11)

Pro T →∞ se toto řešeńı pĺıž́ı k ustálenému stavu

u(∞, x) = x (12)

Metoda śıt́ı pro parabolické rovnice

Ukážeme si základńı metodu na numerické řešeńı PDR, tzv. metodu śıt́ı přesněji
zvanou metodu konečných diferenćı. V této metodě se mı́sto spojité funkce u(t, x)
hledaj́ı pouze odhady řešeńı v konečném počtu bod̊u. Tyto body tvoř́ı v oblasti
řešeńı śıt’, odtud je název metody. Existuje celá řada druh̊u śıtě, my se omeźıme
na nejjednodušš́ı př́ıpad pravoúhlé rovnoměrné śıtě. Body této śıtě maj́ı souřadnice
[tn, xi]. Časové okamžiky tn jsou rovnoměrně rozmı́stěny s časovým krokem τ a
prostorové body jsou rovnoměrně rozmı́stěny s krokem h tj.

xj = jh j = 0, 1, . . . , M h = L/M (13)
tn = nτ n = 0, 1, . . . , N (14)

Obrázek 1: Konstrukce rovnoměrné ortogonálńı śıtě.

Mı́sto spojité funkce u(t, x) tedy budeme hledat odhady tohoto řešeńı un
i , tak aby v

ideálńım př́ıpadě platilo un
i = u(tn, xi). Tento vztah nebude platit přesně, protože
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numerická metoda bude opět zat́ıžena chybou. Mı́sto diferenciálńıch rovnic pro
u(t, x) je třeba źıskat tzv. diferenčńı rovnici pro un

i . Tuto diferenčńı rovnici źıskáme
tak, že parciálńı derivace v diferenciálńı rovnici nahrad́ıme některým přibližným
vzorcem.

Explicitńı metoda

V nejjednodušš́ı tzv. explicitńı metodě použijeme následuj́ıćı přibližné vzorce
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un+1
i − un

i

τ
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(16)

Dosazeńım do (1) dostaneme diferenčńı rovnici pro un
i

un+1
i − un

i

τ
= D
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Z této rovnice můžeme vyjádřit un+1
i

un+1
j = un

j +
Dτ

h2
(un

j+1 − 2un
j + un

j−1) (18)

Pokud známe řešeńı un
j v časový okamžik tn, můžeme z této rovnice vypoč́ıtat řešeńı

un+1
j v následuj́ıćı časový okamžik tn+1. Výpočet začneme v čase t = t0 = 0, kde

máme zadáno řešeńı počátečńı podmı́nkou. Poté postupujeme časem a ze vztahu
(18) vypoč́ıtáme řešeńı v čase t1, t2, . . . . Vztah (18) však nelze použ́ıt v krajńıch
hodnotách, protože např́ıklad k výpočtu un+1

0 potřebujeme znát hodnotu un
−1, která

ale lež́ı mimo studovanou oblast. Pro výpočet krajńıch hodnot un+1
0 a un+1

J je tedy
třeba použ́ıt okrajových podmı́nek.

Obrázek 2: Schemata pro řešeńı parabolické rovnice.

Explicitńı metoda je celkem jednoduchá, má ale jedno podstatné omezeńı. Pokud je
časový krok př́ılǐs velký metoda neńı tzv. stabilńı. To se projev́ı po několika kroćıch
metody, kdy se objev́ı na pr̊uběhu funkce zákmity, které se postupně zesiluj́ı, až
řešeńı diverguje. Takové chováńı je samozřejmě nežádoućı. Aby toto chováńı ne-
nastalo tj. aby metoda byla stabilńı, je třeba, aby byla splněna následuj́ıćı podmı́nka

τD

h2
≤ 1

2
(19)

Takováto podmı́nka, která zajǐst’uje stabilitu metody, se nazývá podmı́nka sta-
bilita. Metody se z tohoto hlediska děĺı na tři druhy - metody stabilńı, nestabilńı
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a podmı́něně stabilńı. Metoda se nazývá podmı́něně stabilńı pokud potřebuje k
zajǐstěńı stability nějakou podmı́nku, jako výše uvedená metoda.
Podmı́nka (19) omezuje velikost časového kroku. Tato podmı́nka je bohužel dost
př́ısná. Pokud je např́ıklad tato podmı́nka přesně splněna a my chceme zmenšit
prostorový krok na polovinu je třeba zmenšit časový krok čtyřikrát, v d̊usledku
toho vzroste časová náročnost osmkrát.
Řešeńı viz program pdr-parabol-expl.f90.

Implicitńı metoda

Implicitńı metoda vylepšuje explicitńı metodu t́ım, že odstraňuje podmı́nku sta-
bility. Je tedy stabilńı, nikoli jen podmı́něně stabilńı. Tato metoda použ́ıvá jinou
aproximaci druhé prostorové derivace než je (16) a to

∂2u

∂x2
=

un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

h2
(20)

Použijeme tedy stejný derivačńı vzorec, ale vztažený k jinému časovému okamžiku.
Dostaneme tak

un+1
i − un

i

τ
= D

un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

h2
(21)

Z této rovnice nemůžeme př́ımo vypoč́ıtat řešeńı v novém čase tn+1 protože k
výpočtu un+1

i je třeba již znát řešeńı v sousedńıch bodech un+1
i+1 a un+1

i−1 . Rovnice
(21) představuje tedy vztah mezi třemi hledanými hodnotami v novém čase tn+1

ve třech sousedńıch bodech.
Označme si α ≡ τD

h2 , z předchoźıho vztahu dostaneme

un+1
j − un

j = α(un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1 ) (22)

−αun+1
j−1 + (1 + 2α)un+1

j − αun+1
j+1 = un

j (23)

Pro r̊uzná i máme r̊uzné rovnice, dohromady tvoř́ı tyto rovnice soustavu lineárńıch
rovnic pro neznáme un+1

i . V maticovém zápisu
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(24)

Řešeńım této soustavy dostaneme řešeńı v novém časovém okamžiku tn+1.

Crankovo-Nicholsonovo schéma

Předchoźı implicitńı metoda je vždy stabilńı. Z hlediska stability lze v této metodě
volit libovolně velký krok. Pokud však zvoĺıme větš́ı krok diskretizačńı chyba se
zvětš́ı. Chyba implicitńı i explicitńı metody je O(τ, h2). Chyba je tedy úměrná
pouze prvńı mocnině časového kroku, to je zp̊usobeno t́ım, že obě metody jsou
nesymetrické v čase. Tuto asymetrii odstraňuje Crankova-Nicholsonova metoda.
Tato metoda mı́sto prostorové derivace v čase tn (jako explicitńı metoda) nebo
v čase tn+1 (jako implicitńı metoda) použ́ıvá pr̊uměr z obou možnost́ı tj.
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i
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2
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]
(25)
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neboli

un+1
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α

2
[
(un+1

j+1 − 2un+1
j + un+1
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]
(26)

Z této rovnice opět nelze př́ımo vypoč́ıtat řešeńı v novém čase, rovnici tedy nejprve
uprav́ıme

−α

2
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2
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2
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Máme tedy opět soustavu lineárńıch rovnic pro řešeńı v čase tn+1. V maticovém
zápisu je tato soustava
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Crankova-Nicholsonova metoda je nepodmı́něně stabilńı stejně jako implicitńı me-
toda. Jej́ı chyba je ale menš́ı je řádu O(τ2, h2). Tato metoda je téměř stejně časově
náročná jako implicitńı metoda, je ale přesněǰśı, a proto bychom j́ı měli dávat
přednost.
Řešeńı viz program pdr-parabol-impl.f90.


