Numericka matematika 1

Parabolické rovnice

Budeme se zabyvat rovnici

ou 0%u
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tato rovnice urcuje chovéani funkce u(t, x), kterd zavisi na dvou proménnych. Prvn{
proménnd t mivad vyznam cCasu, druhd x byva prostorova souradnice. Ptedchozi
rovnice 1ze snadno zobecnit pro vice prostorovych proménnych napft.
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Piikladem parabolické rovnice je rovnice vedeni tepla

0 or orT
oz (k&v) = PCE (3)

tato rovnice popisuje ¢asovy vyvoj teploty T'(¢,x) uvnit nekoneéné stény, k je
tepelna vodivost materidlu, ¢ je tepelnd vodivost a p je hustota.
Jinym piikladem je rovnice difuze pro hustotu édstic n(t, x)
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kde k je konstanta popisujici rychlost difuze.

Parabolickd rovnice nam vlastné iiké, ze tam kde je druha derivace zapornd, hledana
funkce v ¢ase klesa a naopak. Dochéazi tak k vyhlazovani prubéhu funkce - teploty
se vyrovnavaji, hustoty ¢dstic v ruznych bodech se srovnavaji.

Parabolické rovnice vétsinou fesime na omezeném intervalu. Budeme predpokladat,
Ze se jednd o interval x € (0, L). Napf. pfi feSeni rovnice vedeni tepla, bude z = 0
reprezentovat vnitini povrch stény a x = L vnéjsi povrch stény.

Abychom mohli rovnici fesit je tfeba znat hodnoty hledané funkce v pocateénim
case t = 0 tzv. pocdtecni podminku. Napiiklad je tfeba zadat pocateéni hodnoty ve
sténé. Pocatecni podminka ma obecné tvar

u(0,z) = p(z) ()

(2)

kde p(x) je zndméa funkce.

Zadani pocatecni podminky vSak pro vypocet nedostacuje. Je tieba také védét co
se odehrava na okrajich studované oblasti. Je tedy tieba zadat chovani funkce pro
x =0 ax = L, tomuto fikdme okrajové podminky. Napft. je tteba zadat teplotu na
vnitfnim a vnéjsim povrchu stény.

Okrajova podminka muze mit dva zdkladni tvary. Prvni moznosti je piimo zadan{
hodnot na hranici oblasti tj.

u(t,0) = go(t) nebo u(t, L) = g1(¢) (6)

takovéto podmince se fika Dirichletova podminka. Druhou moznosti je zadani pros-
torové derivace funkce tj.

20 =) mebo D11 = gu(t) (7)
takovéto podmince se tika Neumannova podminka. Napiiklad u rovnice vedeni tepla
této podmince odpovidd zadani tepelného toku, napt. nulovd derivace odpovida
dokonale izolovanému povrchu stény.

Nasim cilem tedy bude nalezeni funkce u(t,z) pro = € (0,L) a t € (0,00), kterd
splituje rovnici (1), pocateéni podminku (5) a okrajové podminky (6) ¢i (7).
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Priklad
Resme diferencidlni rovnici
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na intervalu (0, L) s okrajovymi podminkami

u(t,0) =0 u(t,L) =1 (9)
a s pocatecni podminkou
u(0,2) = x + sin (L;) (10)

Snadno se presvédéime, ze poc¢atecni a okrajové podminky jsou v souladu tj. podle
obojtho je u(0,0) = 0 a (0, L) = 1. Dosazenim se lze presvédcit, ze feSenim dané
rovnice s témito podminkami je

T Dn?
ult, ) = o + sin (f)e_Dﬁ t (11)
Pro T — oo se toto feSeni plizi k ustdlenému stavu

u(oo,x) =z (12)

Metoda siti pro parabolické rovnice

Ukéazeme si zédkladni metodu na numerické feseni PDR, tzv. metodu siti presnéji
zvanou metodu koneénych diferenci. V této metodé se misto spojité funkce u(t, x)
hledaji pouze odhady FeSeni v konectném poctu bodu. Tyto body tvoii v oblasti
feSeni sit, odtud je nizev metody. Existuje celd fada druhil sité, my se omezime
na nejjednodussi piipad pravotihlé rovnomérné sité. Body této sité maji souradnice
[t", 2;]. Casové okamziky t" jsou rovnomérné rozmistény s Gasovym krokem 7 a
prostorové body jsou rovnomeérné rozmistény s krokem h tj.

z;=jh  j=0,1,....M  h=L/M (13)
t" =nr n=0,1,...,N (14)
S
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Obrézek 1: Konstrukce rovnomeérné ortogonalni sité.

Misto spojité funkce u(t, z) tedy budeme hledat odhady tohoto feseni u]', tak aby v
idedlnim piipadé platilo u? = u(t", z;). Tento vztah nebude platit pfesné, protoze
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numerickd metoda bude opét zatizena chybou. Misto diferencialnich rovnic pro
u(t, z) je tieba ziskat tzv. diferencéni rovnici pro ul. Tuto diferenéni rovnici ziskdme
tak, ze parcidlni derivace v diferencidlni rovnici nahradime nékterym pfibliznym
vzorcem.

Explicitni metoda

“vs

V nejjednodussi tzv. explicitni metodé pouzijeme nésledujici pfiblizné vzorce

ou ul Tt — (15)
ot T
62“ . U?_,’_l - 2“‘? + u?—l (16)
or? h?
Dosazenim do (1) dostaneme diferenén{ rovnici pro
u?“ —ul _ Du?H —2ul +u (17)
T h?
7 této rovnice muzeme vyjadrit u?“
Dr
1
u;”' =uj + ﬁ(u%‘l —2uf +uj_q) (18)

Pokud zndme feseni u} v Casovy okamzik t", mizeme z této rovnice vypocitat FeSen{
u;f“ v nésledujici éasovy okamzik t"+!. Vypocet zatneme v éase t = ¢ty = 0, kde
mame zadédno feseni pocatetni podminkou. Poté postupujeme ¢asem a ze vztahu
(18) vypocitame feseni v ¢ase t!, t2, .... Vztah (18) vsak nelze pouzit v krajnich
hodnotéach, protoze napiiklad k vypoctu uSH potiebujeme znat hodnotu u” ;, ktera
ale lez{ mimo studovanou oblast. Pro vypocet krajnich hodnot u{ ™" a u’;*! je tedy

tfeba pouzit okrajovych podminek.

Xi-1 X Xi+l ' ' '
Xi-1 Xj Xi+1

explicitni implicitni Crank-Nicholsonovo

Obréazek 2: Schemata pro feseni parabolické rovnice.

Explicitni metoda je celkem jednoduchd, ma ale jedno podstatné omezeni. Pokud je
casovy krok pfilis velky metoda neni tzv. stabilni. To se projevi po nékolika krocich
metody, kdy se objevi na prubéhu funkce zakmity, které se postupné zesiluji, az
feSeni diverguje. Takové chovani je samoziejmé neziadouci. Aby toto chovani ne-

nastalo tj. aby metoda byla stabilni, je tFeba, aby byla splnéna néasledujici podminka
™D 1
— < = 1
h? — 2 (19)

Takovato podminka, kterd zajistuje stabilitu metody, se nazyva podminka sta-
bilita. Metody se z tohoto hlediska déli na t¥i druhy - metody stabilni, nestabilni
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a podminéné stabilni. Metoda se nazyva podminéné stabilni pokud potiebuje k
zajisténi stability néjakou podminku, jako vyse uvedend metoda.

Podminka (19) omezuje velikost ¢asového kroku. Tato podminka je bohuzel dost
piisna. Pokud je napiiklad tato podminka presné splnéna a my chceme zmensit
prostorovy krok na polovinu je tieba zmens$it ¢asovy krok étyfikrat, v dusledku
toho vzroste ¢asova narocnost osmkrat.

Reseni viz program pdr-parabol-expl.£90.

Implicitni metoda

Implicitni metoda vylepsuje explicitni metodu tim, ze odstranuje podminku sta-
bility. Je tedy stabilni, nikoli jen podminéné stabilni. Tato metoda pouziva jinou
aproximaci druhé prostorové derivace nez je (16) a to
82u B u:zi—ll o 2un+1 + un+l
0x2 h?
Pouzijeme tedy stejny derivacni vzorec, ale vztazeny k jinému ¢asovému okamziku.
Dostaneme tak

(20)

n+1 n n+l n+1 n+1
upl U Ui — 2ty (21)
T n h?
7 této rovnice nemiizeme pifmo vypocitat feseni v novém case t"t! protoze k
vypoctu u; ! je tfeba jiz znét feseni v sousednich bodech u;fll a u”Jr1 Rovnice

(21) pfedstaVUJe tedy vztah mezi tfemi hledanymi hodnotami v novém éase t"*!
ve trech sousednich bodech.
Ozna¢me si a = 2—9, z predchoziho vztahu dostaneme

n+1 n __ n+1 n+1 n+1
witt —ug = afuily —2uiT i) (22)
n+1 n+1 n+1 __
—auTy + (14 20)uf™ —aull| = uy (23)
Pro razné i mdme ruzné rovnice, dohromady tvoii tyto rovnice soustavu linedrnich
rovnic pro nezndme u”+1 V maticovém zapisu
[ 1420 -« TTu™71 [ wp 7
—a 142a -« u ! ul
—a  1+2a g“ ul
n+1 n
1+2a -« uyy u'y_q
i —a  1+42a | | utt | | u)?t ]

Resenfm této soustavy dostaneme fegeni v novém casovém okamziku ¢"+1.

Crankovo-Nicholsonovo schéma

Predchozi implicitni metoda je vzdy stabilni. Z hlediska stability 1ze v této metodé
volit libovolné velky krok. Pokud vsak zvolime vétsi krok diskretizac¢ni chyba se
zvétsi. Chyba implicitni i explicitni metody je O(7,h?). Chyba je tedy timérna
pouze prvni mocniné ¢asového kroku, to je zpusobeno tim, ze obé metody jsou
nesymetrické v case. Tuto asymetrii odstranuje Crankova-Nicholsonova metoda.
Tato metoda misto prostorové derivace v ¢ase t™ (jako explicitni metoda) nebo
v ¢ase t" ! (jako implicitn{ metoda) pouzivd primér z obou moznosti tj.

n+1 n 1 n+1l 2 n+1 + un+1

n n n
Ui —up Lt uit ) — 2ui iy

T 2 h2 h? (25)
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neboli

n n o n n n n n n
uj+1 —uf =5 [(ujjll — 2u] oy ujjll) + (uf —2uf +uf_ )] (26)

7 této rovnice opét nelze piimo vypocitat feSeni v novém ¢ase, rovnici tedy nejprve
upravime

—§ujf11 +(1+ oz)uj+1 - Eu]_tll =uj + g(ujJrl —2u} +uj_,) (27)

Méme tedy opét soustavu linedrnich rovnic pro feseni v ¢ase t"*'. V maticovém
zapisu je tato soustava

l+a =35 up ™! ug + 5 (uy — 2ug)
-5 14+a -5 ultt uf + 5 (ul —2uy 4 uf)
~2 14a ub = ul S (uf - 2uf +up) (28)

Crankova-Nicholsonova metoda je nepodminéné stabilni stejné jako implicitni me-
toda. Jeji chyba je ale mensf je fadu O(72, h?). Tato metoda je témét stejné casove
naro¢na jako implicitni metoda, je ale pfesnéjsi, a proto bychom ji méli davat
prednost.

Resenf viz program pdr-parabol-impl.£90.



