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Hyperbolické rovnice

Hyperbolická rovnice, kterou se nyńı budeme zabývat má tvar
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Opět hledáme funkci u(t, x), která je funkćı času t a prostorové souřadnice x.
Rovnice (1) se často nazývá vlnová rovnice. Ve fyzice se totiž touto rovnićı popisuje
š́ı̌reńı vlněńı, např́ıklad na napnuté struně. Funkce u(t, x) potom reprezentuje výchylku
struny z rovnovážné polohy v čase t a v mı́stě x. Konstanta a představuje rychlost
š́ı̌reńı vlny po struně.
Vlnová rovnice pro strunu je pohybová rovnice - ř́ıká nám, že zrychleńı úseku struny
(∂2u

∂t2 ) je úměrné śıle, která na něj p̊usob́ı. Tam, kde má výchylka struny zápornou
druhou derivaci, je struna urychlována směrem dol̊u a naopak.
Pro řešeńı rovnice je třeba zadat oblast řešeńı, okrajové a počátečńı podmı́nky stejně
jako u parabolické rovnice. Zadáńı počátečńıch podmı́nek se ale lǐśı od parabolických
rovnic. Na počátku nestač́ı zadat hodnoty funkce u(t, x), např. výchylku struny. Je
třeba též zadat hodnotu derivace ∂u

∂t , tj. např. rychlost pohybu struny na počátku.
Počátečńı podmı́nky maj́ı tedy tvar

u(0, x) = p(x) (3)
∂u

∂t
(0, x) = q(x) (4)

Metoda śıt́ı pro hyperbolické rovnice

Konstrukce śıtě je stejná jako v př́ıpadě parabolické rovnice.

Explicitńı metoda

Nejjednodušš́ı je opět explicitńı metoda. Při této metodě použijeme následuj́ıćı
aproximace derivaćı
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Tato rovnice nám umožňuje vypoč́ıtat řešeńı v čase tn+1 z řešeńı v čase tn a tn−1.
Oproti parabolickým rovnićım nestač́ı tedy znát jeden předchoźı krok, ale je třeba
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Obrázek 1: Schemata pro řešeńı hyperbolické rovnice.

znát předchoźı kroky dva. To je problém na začátku, kdy potřebujeme inicializovat
prvńı dvě řešeńı pomoćı počátečńıch podmı́nek. Prvńı časovou vrstvu źıskáme př́ımo
z počátečńı podmı́nky

u0
i = p(xi) (9)

Řešeńı v druhém čase źıskáme pomoćı počátečńı hodnoty a derivace za předpokladu,
že derivace (rychlost struny) je konstantńı

u1
i = p(xi) + τq(xi) (10)

Tato explicitńı metoda pro hyperbolické rovnice je pouze podmı́něně stabilńı. K za-
jǐstěńı stability je třeba aby platilo tzv. Courantovo-Friedrichsovo-Lewyho kritérium

τ ≤ h

|a| (11)

Dı́ky tomu, že v této podmı́nce je pouze prvńı mocnina h, neńı tato podmı́nka tak
omezuj́ıćı jako podmı́nka pro explicitńı metodu u parabolických rovnic.
Řešeńı viz program pdr-hyperb-expl.f90.

Crankovo-Nicholsonovo schéma

Dokonaleǰśı než explicitńı metoda jsou opět metody implicitńı, protože odstraňuj́ı
nutnost podmı́nky stability. Základńı implicitńı metoda, která je symetrická v čase
je Crankova-Nicholsonova metoda. Tato mı́sto aproximace prostorové derivace v
čase tn použ́ıvá pr̊uměr z derivaćı v časech tn+1 a tn−11. Mı́sto (6) tedy použijeme
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Výsledné schéma tedy je
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Opět jsme źıskali soustavu lineárńıch rovnic. Zavedeme značeńı
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a soustavy uprav́ıme
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Matice této soustavy je velice podobná matici soustavy pro Crankovo-Nicholsonovo
schéma u parabolických rovnic.


