Numericka matematika 1

Hyperbolické rovnice

Hyperbolicka rovnice, kterou se nyni budeme zabyvat ma tvar
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nebo ve dvou prostorovych proménnych
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Opét hleddme funkci u(t, z), kterd je funke{ ¢asu t a prostorové souradnice x.
Rovnice (1) se ¢asto nazyva vinova rovnice. Ve fyzice se totiz touto rovnici popisuje
Sifeni vlnéni, napiiklad na napnuté struné. Funkce u(¢, z) potom reprezentuje vychylku
struny z rovnovazné polohy v ¢ase t a v misté x. Konstanta a predstavuje rychlost
§ifen{ vlny po struné.

VInové rovnice pro strunu je pohybova rovnice - fika ndm, ze zrychleni useku struny
(‘g%) je umeérné sile, kterd na néj pusobi. Tam, kde ma vychylka struny zdpornou
druhou derivaci, je struna urychlovdana smérem dola a naopak.

Pro feseni rovnice je tfeba zadat oblast feseni, okrajové a pocateéni podminky stejné
jako u parabolické rovnice. Zadani pocatecnich podminek se ale 1isi od parabolickych
rovnic. Na pocatku nestaci zadat hodnoty funkce u(t, ), napf. vychylku struny. Je
tfeba téz zadat hodnotu derivace %7;, tj. napft. rychlost pohybu struny na pocatku.
Pocateéni podminky maji tedy tvar

u(0,z) = p(x) 3)

ou
S 0.0) = g(0) ()

Metoda siti pro hyperbolické rovnice

Konstrukce sité je stejna jako v ptripadé parabolické rovnice.

Explicitni metoda

Nejjednodussi je opét explicitni metoda. Pii této metodé pouzijeme nésledujici
aproximace derivaci
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Dosazenim do (1) dostaneme diferenéni rovnici pro u
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Tato rovnice ndm umoziuje vypoéitat feSeni v ¢ase t"+! z feSeni v ¢ase t™ a t" L.

Oproti parabolickym rovnicim nestaci tedy znét jeden predchozi krok, ale je tieba
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Obrézek 1: Schemata pro feSeni hyperbolické rovnice.

znat predchozi kroky dva. To je problém na za¢atku, kdy potifebujeme inicializovat
prvni dvé feSeni pomoci poc¢ateénich podminek. Prvni ¢asovou vrstvu ziskdme piimo
z pocatecni podminky

u) = p(x;) 9)

Resen{ v druhém case ziskdme pomoci pocétecn{ hodnoty a derivace za predpokladu,
7e derivace (rychlost struny) je konstantni

ui = pa;) +7q(z;) (10)
Tato explicitni metoda pro hyperbolické rovnice je pouze podminéné stabilni. K za-
jisténi stability je tieba aby platilo tzv. Courantovo-Friedrichsovo-Lewyho kritérium
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Diky tomu, ze v této podmince je pouze prvni mocnina h, neni tato podminka tak
omezujici jako podminka pro explicitni metodu u parabolickych rovnic.
Reseni viz program pdr-hyperb-expl.£f90.

Crankovo-Nicholsonovo schéma

Dokonalejsi nez explicitni metoda jsou opét metody implicitni, protoze odstranuji
nutnost podminky stability. Zakladni implicitni metoda, ktera je symetrickd v ¢ase
je Crankova-Nicholsonova metoda. Tato misto aproximace prostorové derivace v
¢ase t" pouzivd primér z derivaci v ¢asech t"*1 a ¢t" =11 Misto (6) tedy pouzijeme
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Opét jsme ziskali soustavu linedrnich rovnic. Zavedeme znaceni
at
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a soustavy upravime
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Matice této soustavy je velice podobnd matici soustavy pro Crankovo-Nicholsonovo
schéma u parabolickych rovnic.



