Numericka matematika 1

Eliptické rovnice
Budeme se zabyvat eliptickymi rovnicemi ve tvaru
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V piipadé eliptickych rovnic hleddme funkci u(z,y), kterd je funkei dvou pros-
torovych proménnych z a y. Nemame zde zaddnou proménnou s vyznamem casu.
Funkce f(x,y) je zndmé zadand funkce. Takovéto eliptickd rovnice se také nazyvé
Poissonova rovnice. V pripadé, ze prava strana rovnice je nulova mluvime o Lapla-
ceové rovnici
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Jako fyzikalni piiklad 1ze uvést rovnici pro elektrostaticky potrncial ¢
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kde o(z,y) je hustota naboje. Eliptické rovnice také vznikaji jako staciondrni feseni
parabolické rovnice. Pokud se totiz feSeni parabolické rovnice jiz neméni, tj. casova
derivace je nulové, dostaneme rovnici (2). Tak dostaneme napf. rovnici pro sta-
cionérni rozlozeni teploty T'(x,y)
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kde g(x,y) je dané rozlozeni tepelnych zdroju.
Diky tomu, ze u eliptickych rovnic neni proménnd s vyznamem cCasu, nejsou zde
zadné pocateéni podminky. Je tieba zadat oblast na které budeme hledat feseni. V
nasSem piipadé dvou prostorovych proménnych to bude ¢ast roviny. My se omezime
na nejjednodussi pripad, kdy oblasti feSeni je obdélnik. Na hranicich oblasti feseni
je tieba zadat okrajové podminky. Okrajové podminky mohou byt nékolika druhu
stejné jako u parabolickych a hyperbolickych rovnic.

Metoda siti pro eliptické rovnice

V oblasti FeSen{ sestrojime nejprve sit. Nase sit bude opét pravoiihlé a rovnomérna.
Pro jednoduchost budeme ptredpokladat, ze krok sité je v obou smérech stejny a ma
velikost h

x; =1h i=0,1,...,.M (5)
yj=Jjh  j=01,....,N (6)
Misto spojitého fedeni u(x, y) budeme opét hledat jeho odhady u; ; tak aby pfiblizné

bylo u(z;, ;) = us ;.
Derivace v rovnici (1) nahradime pfibliznymi vzorci

Pu w1y — 25+ Ui (7)
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*u _ Uil = 2Uij + Ui (8)
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Obrézek 1: Konstrukce rovnomérné ortogonalni sité.

a dostaneme

Witdg = 2Wig i1y | Wigen = iy Ui (9)
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ui7j+1 + uw-_l + ui+17j + ui_m - 4ui,j = h 71’]’ (10)

Ziskali jsme soustavu linedrnich rovnic pro neznamé hodnoty u;;. Hledané hodnoty
u;; tvorf matici. Abychom mohli vyjddfit soustavu (10) v maticovém zépisu je tfeba
hodnoty u;; sefadit do vektoru. Lze postupovat po fadcich, tak dostaneme vektor

U = (UQ1, U2, - -+ s UON s UT1, UL, - -+ UIN, U0, - - - UMN ) (11)

Pokud méame hledané proménné takto sefazeny je matice soustavy tzv. blokové
tiidiagonéalni matice. Piiklad takové matice je na obr. 2 (kvuli pfehlednosti tecky
zna¢i nulu). V kazdém fadku této matice je nejvySe 5 nenulovych prvku, které
odpovidaji péti ¢lenum rovnice (10). Na diagonédle je vzdy 4 odpovidajici prostied-
nimu prvku u;;. Hodnoty -1 odpovidaji sousednim prvki. U rovnic, které odpovidaji
vnitinim uzlam sité a které tedy maji ¢tyii sousedy, jsou v fadku ¢tyfi -1. U rovnic,
které odpovidaji hrani¢nim resp. rohovym bodum jsou -1 jen tii resp. dvé.
Blokové tiidiagondlni matice je pifkladem tzv. F{dké matice. Ridké matice jsou
matice, jejichz vétsina prvki je nulova. Reseni soustavy s takovouto matici pomoci
piimych metod je zbyte¢né obtizné. Béhem feSeni se totiz nulové prvky nahradi
nenulovymi a fidkost matice se nijak nevyuzije. Pro feSeni se vyuzivaji iteracni
metody. Jacobiova metoda pro soustavu (10) je velice jednoduchd
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“(,J = fm ( zj)+1 —|—u( : —1 +u§+)1] +“( ),') (12)

Gaussova-Seidelova metoda pro stejnou soustavu je

n+1 n+1 n n+1
a5 = B L el el ) (13)
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Obrazek 2: Blokové tiidiagonalni matice.




