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Definicia 1 (asymptotické rozdelenie poriadkovej statistiky) Nech Xq), X(9),..., X(n) st
poriadkové statistiky ndahodného vyberu X1, Xo, ..., X,. Majme pravdepodobnost o, kde F(t,) = a.
Asymptoticky plati, Ze \/n(L — a) konverguje k 0. Potom je poriadkovd Statistika X(jy normdine

rozdelend so strednou hodnotou E[X ;)| = to a rozptylom agf(j) = ?52;32 Ak X ~ N(u,0?), potom
2 _ 2 n?
UX(j) =0 Ymn-

Priklad 1 (rozptyl poriadkovej Statistiky) (a) Pomocou delta metddy odvodte rozptyl poriad-
kovej Statistiky v definicii 1. (b) Pomocou definicie 1 odvod’te rozptyl poriadkovej statistiky, ak
X ~ N(p,0?).

Priklad 2 (graf distribuénej funkcie a jej IS) Nakreslite graf distribucnej funkcie N(u,0?), kde
=0 ac®=1. Do grafu dokreslite 95% pds spolahlivosti pre F(z). Jeho hranice vypocitajte pomocou
simuldcie pseudondhodnych ¢isel z N(0,1) pri n = 50, kde F,(z) je odhadnutd z ddt. Teoretickd
distribuéni funkciu ®(\) naprogramujte v ® alebo pouzite kniznicu kolmim a funkciu pkolm(); help
k tejto funkcii je pristupny na http://cran.r-project.org/web/packages/kolmim/index.html.

Priklad 3 (x2-test dobrej zhody) Majme ddta Grades z kniZnice PASWR, ktoré reprezentujii SAT
skore (n = 200) ndhodne vybranej vzorky Studentov z jednej univerzity v USA. Otestujte na hla-
dine vyznamnosti o = 0.05, ¢i maju data normdlne rozdelenie. PouZite intervaly (i — 30, u — 20),
(p—20,u—0), (w—o,p), (Wpu+o), (W+o,u+20) a(pu+20,u+ 30). Nakreslite histogram pou-
Zitim vyssie spomenutiych intervalov a superponujte ho s o¢akdavanymi hodnotami SAT skore v kaZdej
kategorii, ked Fy(z) ~ N(u,o?).

Priklad 4 (y-test dobrej zhody) Johann Gregor Mendel vo svojich pokusoch s krizenim rastlin
hrachu (Pisum sativum) Studoval dedicnost siedmych roznych znakov. V kazdom z pokusov, pri sle-
dovani jedného znaku, ziskal po krizeni dvoch ¢istych linit (t.j. dominantného homozygota AA s re-
cestvnym homozygotom aa) generdciu, v ktorej mali véetky rastliny rovnaky fenotyp (t.j. heterozygoti
Aa). Po ich samooplodneni (¢o je prirodzensj spésob rozmnoZovania hrachu) ziskal d al$iu generdciu,
v ktorej sa vyskytovali sledované znaky v dvoch formdch, a to zakaZdym v pomere velmi blizkom 3:1.
Jednym zo znakov, ktoré studoval, bola farba semien. Po krizeni 258 hybridov ziskal celkove 8023 se-
mien, z ktorjch 6022 bolo Zltijch a 2001 zelengjch. Otestujte platnost fenotypového Stiepneho pomeru
3 : 1 na hladine vyznamnosti o = 0.05.

Priklad 5 (x*-test dobrej zhody; po¢etnosti umrti) Otestujte zhodu pocetnosti X Pruskijch ar- DU
madnych jednotiek, v ktorych nastalo n imrti zapricinengch kopnutim koriom za rok (pozri priklad zo
S11) s Poissonovym rozdelenim s parametrom A, t.j. X ~ Poiss(\) na hladine vijznamnosti o = 0.05.

Priklad 6 (2-test dobrej zhody; poéetnosti chlapcov) Otestujte zhodu pocetnosti rodin X s DU
n chlapcami (pozri priklad zo SI1) s binomickym rozdelenim s parametrami N a, t.j. X ~ Bin(N, )
na hladine vyznamnosti o = 0.05.

Priklad 7 (*-test dobrej zhody; vurazy robotnikov) Otestujte zhodu pocetnosti robotnikov X DU
s n drazmi v tovdrni (pozri priklad zo SI1)

(a) s Poissonovym rozdelenim s parametrom A, t.j. X ~ Poiss(\) a

(b) s negativne binomickym rozdelnim s parametrami o a 7, t.j. Negbinom(«, 7) na hladine vijznam-
nosti o = 0.05.
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Priklad 8 (x*-test dobrej zhody; fetdlna aktivita) Nech X predstavuje pocetnosti pitsekun-
dovyjch intervalov (z 240) v poslednsjch 2/3 tarchavosti zaznamenangjch ultrazvukom, v ktorych sa plod
ovce n-krdt pohol (pozri tabulku). Vypocitajte ocakdvané pocetnosti za predpokladu, Ze X ~ Poiss(\).
Otestugte zhodu pozorovanijch a teoretickych pocetnosti na hladine vyznamnosti o = 0.05.

Tabulka 1: Pozorované pocetnosti m,, pitsekundovych intervalov v poslednych 2/3 tarchavosti za-

znamenanych ultrazvukom, v ktorych sa plod ovce n-krat pohol
n | 0 1 2 3 45 6
pozorované m,, | 182 41 12 2 2 0 0

Priklad 9 (Kolmogorov-Smirnovov test dobrej zhody) Majme vijsky n = 12 ndhodne vybra-
nyjch 10-roéngjch dievéat x = (131,132,135,141, 141,141,141, 142,143,146, 146, 151)T. Otestujte na
hladine vijznamnosti o = 0.05, ¢i maji ddta normdlne rozdelenie, kde Fy(x) ~ N(u,c?).

Priklad 10 (nezdvislost ;i a o*; pravdepodobnost pokrytia) Nech X ~ N(u,o0?), kde u =
20 a 0% = 100. Vypocitajte Pearsonov korelacnij koeficient x5 pomocou simulacnej Stidie. Nakreslite
sivou farbou rozptylovy graf (T, Sm), kde m = 1,2,..., M, kde M = 100000. Dokreslite do grafu

ciernou farbou také body, pre ktoré plati ty.,, = ‘f’;’—;“\/ﬁ’ < tn_1(a/2), ako aj hranice, ktoré definuji

také body (T, Sm), pre ktoré ty., = to_1(a/2). Vypocitajte pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre
w ako podiel 3" I (twm < tn—1(a/2)) /M. Zvolte (a) n =5, (b) n =50 a (¢) n = 100.

Priklad 11 (nezdvislost i a 0?; pravdepodobnost pokrytia) Nech X ~ [pN(u,o?) + (1 —p)
N(p,03)], kde p = 0.9, p = 20, 0f = 100 a 03 = 400. Vypocitajte Pearsonov korelacny koeficient rx g
pomocou simulacnej stiudie. Nakreslite sivou farbou rozptylovy graf (Tpm,Sm), kde m = 1,2,.... M,
kde M = 100000. Dokreslite do grafu ¢iernou farbou také body, pre ktoré plati ty,, = EZ—:“\/H‘ <
tn1(/2), ako aj hranice, ktoré definuji také body (T, Sim), pre ktoré tw., = t,_1(a/2). Vypocitajte
pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre pu ako podiel Y, I (tw.m < tn—1(a/2)) /M. Zvolte (a) n =5,
(b) n=>50 a (¢) n =100.

Priklad 12 (necentrdlne t-rozdelenie) Nakreslite distribucni funkciu necentrdlneho t-rozdele-
nia ty—1 5, kde 6 = 1 —pog a X =90/(c/+/n). PouZite o =0, 06 =1, 0 = 1.4 a n = 26. Vypocitajte
pravdepodobnost nad kvantilom xqg7s pod krivkou hustoty tohoto rozdelenia.

Priklad 13 (necentrdlne t-rozdelenie) Nakreslite hustoty jedného centrdlneho a $tyroch necen-
trdlnych t-rozdeleni t, 15 (0 = p— po a A =40/(c/\/n)) do jedneho obrdzka tak, aby boli odlisitelné
farbou alebo typom ciary. PouZite pg =10, 0 =0,0.5,0.8,1 ¢ 1.2, 0 = 1.4 a n = 26.

Nech X ~ N(p,0?), kde o?je nazndma. Testujme Hoyy : pp = pg vs. Hyp @ o # po. Potom

nUW
n + UW

U
UWZLT‘?V, Ur,rp =nln <1+7W) aUg =

n—1
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Priklad 14 (pravdepodobnost empirickej CHPD) Nech X ~ N(p,0?), kde p = 0 a 0* =
2.52. Testujte Hy : = 0 oproti Hy; : p # 0 na a = 0.05, 02 je nezndme. PouZite ® na si-
muldciu empirickej Pr(CHPD), kde pocet simuldcii je M = 10000 a rozsah ndhodného vijberu
je n = 5,10,20,30, 50,100,500, 1000. Vypoéz’tajte testovacie §tatistiky (1) UWm = = t%/me (2)
ULrm = nln (l-l-uvfl’m) a (3) usm = n+uW

pocetnost p zamietnutijch Hyy na hladine vjznamnosti o = 0.05 medzi M testami, kde p =

UWm, kde m = 1,2,..., M. Vypoézta]te relativnu

M .
Pr(CHPD) = Zm:lI(H%mmmame). Porovnagjte vijsledky vzhladom na ryjchlost konvergencie s rasticim
n.

Priklad 15 (pravdepodobnost empirickej CHPD t-testu) Nech X ~ N(u,0?), kde = 500
a 02 = 100. Testujte Hy : p = 500 oproti Hy : p > 500, ak o = 0.05, o je nezndme. Pouzite @®
na simuldciu empirickej Pr(CHPD), kde pocet simuldcii je M = 10000 a rozsah ndhodného vijberu je
n = 20 pre jednovyberovy Studentov t-test o strednej hodnote p. PouZite funkciu t.test(x, alternative =
"greater”, mu = mu0) a pre kaZdi testovaciu Statistiku t,,,m = 1,2, ..., M vypoéitajlte p-hodnotu a jej
standardni chybu za platnosti Hy. Ide o zistenie relativne) pocetnosti p zamietnutych Hy na hladine

. . . . . - Zﬁle I(Ho zamietame)
vyznamnosti o« = 0.05 medzi M testami, kde p = Pr(CHPD) = 7 .

Priklad 16 (pravdepodobnost teoretickej CHPD pri danom n) Nech X ~ N(p,0?), kde
a%je nazndma. Majme Hy, : p = po vs. Hyy : o # po. Nakreslite tri vyssie uwvedené pravdepodob-
nosti ako funkcie n, t.j. (1) aw(n), (2) arr(n) a (3) as(n), kde n € (1,1000). Oznacte v grafe také
n, pre ktoré a(n) prvgkrdat prekroéi hranicu 0.052 pre Uy a Upg zhora a hranicu 0.048 pre Us zdola.
Porovnagte vysledky vzhladom na rijchlost konvergencie s rasticim n. Vypoéitajte podiely ny /ns a
nrr/ns a okomentujte.

Priklad 17 Nech X ~ N(u,0?), kde odhady T =4 a s* = 2.892. Rozsah ndhodného vijberu n = 25.

(a) Vypocitajte silu 1 — 3 pre po = 2.5 a py = 4 (w1 predstavuje hodnotu p za platnosti Hy)
za predpokladu, Ze o = 2.5.

(b) Pouzite R na simuldciu hustoty rozdelenia t,_1 testovacich statistik tg/nz\ = Es—;"o\/ﬁ (ne-
centrdlne t-rozdelenie s n — 1 stupriami volnosti a parametrom necentrality \), kde n = 25,
A=3m=12....M, pri M = 20000 opakovaniach. Na zdklade tohoto rozdelenia vypocitajte
silu testu pre po = 2.5 a py = 4 (pozri obrdzok 45). (1) X ~ N(4,2.5%) a (2) X ~ [pN(4,2.5%)+
(1 —p)N(4,4.5%)], kde p=0.9.

Priklad 18 (empirickd silofunkcia t-testu) Nech (a) X pochddza z normdlneho rozdelenia,
X ~ N(p1,100%), a (b) X pochddza zo zmesi dvoch normdlnych rozdeleni, X ~ [pN (1, 100?)
+(1 — p)N(p1,200%)], kde p = 0.9. Rozsah ndhodného vijberu n = 20. Pouzite ® na simuldciu em-
pirickej silofunkcie pre jednoviyberovy Studentouv t-test. Testujeme Hy : p = 500 oproti Hy : p # 500,
kde pq = 450,460, ...,640,650 (ide o obojstranni alternativu). PouZite funkciu t.test(x,mu=>500),
na vypocet kazdej testovacej statistiky t,,,m = 1,2,..., M, kde M = 10000, vypocitajte p-hodnotu
korespondugicu t,, a porovnajte ju s hladinou vyznamnostz a = 0.05. Tak ziskate empirickd silofun-
kciu 1 — ﬁ(ul) pri danej alternative. Do grafu zakreslite 1 — ﬁ(,ul) pri danej alternative ako aj ich

/\

standardné chyby SE[1 — B(,ul)] =/ M v podobe chybovej isecky 1—ﬁ(ul)j:SE[1 - ﬁ(ul)].
Do grafu vkreslite aj teoreticki silofunkciu 1 — B(p1), 1 € (450,650) (pouZite funkciu power.t.test()).

(6. maja 2015)
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Priklad 19 (MC odhad koeficientu spolahlivosti 1 — «) Vypocitajte v @ MC' odhad koefi-
cientu spolahlivosti (pravdepodobnosti pokrytia) pre pravostranny (hornij) 95% JIS pre o? pri M =
1000 a n = 20. Tento JIS je ekvivalentny s testom Hyy oproti His. (a) Nech X ~ N(0,4), (b)
X ~x%(2) a (¢) X ~ [pN(0,4) +(1 — p)N(0,9)], kde p=0.9.

Priklad 20 (minimdlny rozsah siboru) Vypocitajte v ® minimdlny rozsah ndhodného vijberu

pre test Hoz : 02 > 02 oproti Hiz: 0? < o pria=0.05 a1— 3 =0.8, ak podiel %z} je rovny (a) 1.1,

(b) 1.5 a (c) 5.

Priklad 21 (minimdlny rozsah n) Vypocitajte minimdlny rozsah n pre p = 0.1,0.2,...,0.9,
po=0 pria=0.05,1—3=0.8 a obojstrannej alternative Hy.

Priklad 22 (minimdlny rozsah n) Vypocitajte minimdlny rozsah n pre p = 0.1,0.2,...,0.9, po
vZdy o 0.1 mensie ako p, pri « = 0.05, 8 = 0.8 a obojstrannej alternative Hy;.

Priklad 23 (konvergencia p a { k normdlnemu rozdeleniu) Urobte v R simuldciu pseudo-
ndhodnych cisel z Ny (p,X), kde py = O,pus = 0, 01 = 1,09 = 1 (pozri priklad zo SI1), kde
n = 5,10,20,50 a 100, M = 10000. Pouzite (a) p = 0, (b) p = 0.50 a (¢) p = 0.9. Pre kazdé
m = 1,2,..., M, vypocitajte Pearsonov korelacny koeficient v, a Fisherovu Z-premenni zg . Zo-
brazte histogramy simulovanych vy, a zg., a superponujte ich teoretickymi hustotami prislichajicich
normdlnych rozdelend.

Priklad 24 (minimdlny rozsah N) Vypocitajte minimdlny rozsah n pre p = 0.1,0.2,...,0.9,
po = 0 pri a = 0.05, 8 = 0.8 a obojstrannej alternative Hyy. Skontrolujte, ¢i je splnend Haldova
podmienka. Ak nie je, doplnte minimdalne N, ktoré tito podmienku splna.

Priklad 25 (minimdlny rozsah N) Vypocitajte minimdlny rozsah N prep = 0.1,0.2,...,0.9, po
vZdy o 0.1 mensie ako p, pri a = 0.05, § = 0.8 a obojstrannej alternative Hyy. Skontrolujte, ¢i je
splnend Haldova podmienka. Ak nie je, doplnte minimdlne N, ktoré tito podmienku splia.

Priklad 26 (pravdepodobnost pokrytia) Nech X ~ Bin(N,p), kde N =30 a p = 0.8 a pravde-
podobnost spechu p = % = 0.8, kde x = 24 a N = 30. Waldov 95% empiricky DIS pre p je rovniy

(d,h) = (0.657,0.943). Vypocitagte pravdepodobnost pokrytia tohoto intervalu. Pozn.: pravdepodob-
nost pokrytia Waldovho 95% DIS pre p vypocitame nasledovne

Pr(pokrytie) = Zj Pr(X = Np; : p € Waldov 95% DIS pre p;),

kde p; € M; = {3—10, %, T %}, t.j. ide o sucet takych funkénych hodnot pravdepodobnostnej
funkcie v bodoch Np;, kde p € Waldovmu 95% DIS pre p;. Visledky usporiadajte do tabulky, ktorej
stipce budii xj, pj, d; (dolnd hranica Waldovho 95% DIS pre p;), h; (hornd hranica Waldovho 95%
DIS pre p;), Pr(pokrytie) a pokrytie (indikdcia toho, ¢i p patri alebo nepatri Waldovmu 95% DIS

pre pj).

Priklad 27 (pravdepodobnost pokrytia) Nech X; ~ Bin(N,p;). Vypocitajte pravdepodobnosti
pokrytia (a) Waldovho 95% DIS a (b) skore 95% DIS pre kazZdé p;, kde p; patria mnozine M; =
<%7 1-— %>, st ekvidistantne vzdialené medzi % al— % a ich pocet M = 5000. Nakreslite obrdzok,
kde na osi x budi p; a na osi y pravdepodobnost pokrytia Pr;(pokrytie). Zvolte (a) N = 30, (b)
N =100 a (¢) N = 1000. Pozn.: pravdepodobnosti pokrytia Waldovho 95% DIS pre p; vypocitame
nasledovne

(6. maja 2015)
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Pr;(pokrytie) = Zj Pr(X = Np; : p; € Waldov 95% DIS pre p;),

kde p; € M; = {%, %, B %}, t.7. ide o sucet takych funkéngch hodnot pravdepodobnostnej
funkcie v bodoch Np;, kde p; € Waldovmu 95% DIS pre p,.

Priklad 28 (pravdepodobnost pokrytia, ak o} = o3 su nezndme) Nech X; ~ N(u;,0?), kde

j =12 uy =20, up = 35 a 0> = 100. Pomocou simulacnej stidie (M = 100000) vypocitajte
pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre py — g ako podiel SN T (twm < tar(e/2)) /M, kde ty, si
testovacie Statistiky klasického dvojuiberového t-testu. Zvolte (a) n =75, (b) n =50 a (c¢) n = 100.

Priklad 29 (pravdepodobnost pokrytia, ak o} # o5 st nezndme) Nech X; ~ N(u;,0%), kde
j=1,2, uy = 20, pp = 35, 02 = 100 a 02 = 150. Pomocou simulacnej Stidie (M = 100000)
vypocitajte pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre iy — po ako podiel 27]\::1 I (twm < ta(e/2)) /M,
kde tyw., su (1) testovacie Statistiky klasického dvojugberového t-testu a (2) testovacie statistiky Wel-
chovho dvojugberového t-testu. Zvolte (a) n =5, (b) n=>50 a (¢) n = 100.

Priklad 30 (pravdepodobnost pokrytia, ak o} = o5 si mezndme) Nech X; ~ [pN(u;,0%) +
(1 = p)N(uj,03)], kde p = 0.9, j = 1,2, 1 = 20, po = 35, 0 = 100 a 02 = 400. Pomocou
simulacnej Stidie (M = 100000) vypocitajte pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre puy — po ako
podiel SN T (twm < tar(a/2)) /M, kde tyw,, si testovacie Statistiky klasického dvojugberového t-
testu. Zvolte (a) n =5, (b) n =50 a (¢) n = 100.

Priklad 31 (pravdepodobnost pokrytia, ak o7 # o5 si nezndme) Nech X; ~ [pN(u;,07) +
(I =p)N(ps,03,)], kde p=0.9, j = 1,2, uy = 20, pp = 35, o7 = 100, 05 = 150, of, = 400 a 03, =
450. Pomocou simulacnej stidie (M = 100000) vypocitajte pravdepodobnost pokrytia 95% DIS pre
i — iz ako podiel M T (twm < tap(a/2)) /M, kde tyw,, st (1) testovacie Statistiky klasického
dvogvijberového t-testu a (2) testovacie statistiky Welchovho dvojuiberového t-testu. Zvolte (a) n =5,
(b) n =50 a (¢) n = 100.

Priklad 32 (sila a silofunkcia testu rozdielu stredniych hodnét) PouZite R na simuldciu hus-
toty rozdelenia testovacej statistiky Ty dvojvyberového testu rozdielu strednich hodnot p — o za
platnosti dvojstrannej alternativy Hy, pri M = 20000 opakovaniach. Thito hustotu v podobe histogramu

v relativnej skdle zakreslite do obrazka a superponujte ju s teoretickou hustotou. Vypocitajte silu za
platnosti alternativy Hyy : py — o = 2, kde ny = ngy = 25. Pouzite (a) klasicky dvojvyberovy t-test

a (b) Welchov dvojuiberovy t-test. (1) X; ~ N(4,2.5%), Xy ~ N(2,2.5%) a (2) X1 ~ [pN(4,2.5%) +
(1 —p)N(4,4.5%)], X5(2,4.5%), kde p=0.9.

Priklad 33 (maximdlne vierohodné odhady; nddor prsnika) Majme pocetnosti subjektov Xy,
ktoré maji rozsirené metastdzy nadoru prsnika, kde X; ~ Bin(Ny,p1) a pocetnosti subjektov X,
ktoré maji lokalizované metastdzy nadoru prsnika, kde Xy ~ Bin(Ns, ps). (a) Aplikujte funkciu vie-

rohodnosti L(0]x1,%s2), kde 8 = (0,1)T, logaritmus pomeru Sanci § = In % a ruswy parameter
n = In 122 na ddta v tabulke a vypoéitajte 9. (b) Nakreslite funkciu vierohodnosti ako aj profilovi

funkciu vierohodnosti a DIS. Zopakugte pre ny = 6 any = 0. (¢) Vypocitajte vierohodnostny 95% DIS
pre 0 pomocou metodiky 15% cut-off standardizovanej profilovej funkcie vierohodnosti. DIS dokreslite
do jedného obrdazka k profilovej funkcii vierohosnoti v jej 15% cut-off.
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Tabulka 2: Pocetnosti subjektov s rozsfrenymi a lokalizovanymi metastdzami
metastazy | rozsirené | lokalizované | spolu

ano 5 1 6
nie 10 9 19
spolu 15 10 25

Priklad 34 (sila ANOVA F-testu a minimdlny rozsah) Majme Styri populdcie, ktorijch stred-
né hodnoty si py = 390, po = 405, pz = 415 a py = 410. Predpokladajme, ze Y ~ N(u;, c2).

(a) Vypocitajte silu 1 — 3 ANOVA F-testu rovnosti strednyjch hodnot za predpokladu, Ze K = 6,
02 =20% a a = 0.05.

(b) Vypocitagte silu 1 — 3 ANOVA F-testu rovnosti strednych hodnét za predpokladu, Ze K = 6,
02 =10% a a = 0.05.

(¢) Pouzite ® na simuldciu hustoty necentrdlneho Fyp, 4. \2 testovacich statistik F‘S&n /\) (necentrdlne
F rozdelenie s df4 a df. stupriami volnosti a parametrom necentrality \?), kde o = 0.05, K = 6,
02 =202, X=X (u; — 1) /(0?/K), m=1,2,..., M, pri M = 1000 opakovaniach.

j=1 \Hj
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