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4.1.27, PRIKLAD. Jesté jednou substituce v neur€itém integralu. Vztah 4.1.10.(%) je totoZny se
vztahem

/ Fo(@)) ¢ (@) do = / f@)dy , ()

ktery chépeme tak, Ze se vpravo do primitivni funkce [ f(y) dy (které je funkci proménné y) dosadi za
proménnou y funkee g(z). Zatim jsme pfi integrovani pouZivali vztah (*) ve sméru zleva doprava. Ukdze-
me, Ze pro nékteré typy integrald je vyhodné pouzit vztah (x) ve sméru zprava doleva. P¥irozend musime
potom do funkce, kterd vyjadiuje integrdl vlevo a kterd je funkci proménné x, na misto proménné z
dosadit vyjddieni promé&nné x pomoci proménné y. Pondvad? y = g(z), je pro prostou funkei g mozno
psit x = g~ (y). Zkrétka, vypotitdme — pokud to je mo#né — prom&nnou & pomoci proménné y.

Za proménnou y v nésledujicim integrélu dosadime z2, tj. y = 22. Pro diferencidly to znamend dy =
2z dz; omezime-li se na kladna x, postupné dostdvime

/eﬁdy——-/em%dx=2/e””mdx=2(me”—/e””dw) =

=2(ze” —e") +c=2z— e +c=2(/7— Dev¥ +¢

na intervalu (0, co). Na integrél, ktery jsme dostali po substituci, jsme uplatnili integraci per partes.

4.1.28. Podobné feste:

1
—dz,
/v4a:—rc2 o
/arctg\/idm,

/sin\/:v—-ldz.

1
b) /mdm, C)

/cos\/a_:dm, f)

a) /—l—dx
Vi—22

1
I e e LD

1 1 .
&) /x2~6w+13d”” b) /\/———7+6m—m2dx’ B

4.1.29. Zvolte vhodny postup a vypoditejte:

z+1 cotg* z+3
dz, b dz, ——dz,
a) / pra ) / sin’ z v ©) / 2x2+1dx
d) /cotg‘mdx, e) 3zi/gzdx, f) ‘/6:2537 dz,
d h 2 i 7
g) /ln(z—-3) z, ) /mdm, i) /(m—-5) zde,
. T : 42 z
k _— —_
B /2:c+3d$’ ) /2m2+5d‘”’ D /(x+2)3d””‘

Refeni. 4.1.28. a) arcsin §z na (~2,2) , b) % arctg 3% na (—o00,00), ¢) arcsin 252 na (0,4)
d) j arctg Z+2 na (—00,00), €) 2(v/Zsiny/Z + cos \/Z) na (0,00), f) (1 + z) arctg1/z — vZ na (0, 00),

g) 3 arctg 252 na (—o0,0), h) arcsin &2 na (~1,7), i) 2(sin vz — 1~ v/Z = L cos & — 1) na (1,00).

4.1.29. a) —%——a = —(z +2)e™" na (~00,00) , b) ~1 cotg® z na (0,7) a na intervalech, které se
dostanou posunutim o km, k € Z, ¢) ;In(22? + 1) + $v/2arctg(v22) na (=00, 00), d) —(z + cotgz)
na (0,7) a na intervalech, které se dostanou posunutim o kr, k € Z, e) 2(z + 2)4/7 na (0, c0),

f) 5In]z| — £ na (—00,0) a na (0,00), g) (z ~ 3)In(z — 3) — z na (3,00), h) £ arctg(22®)

na (~00,00), i) 75(z — 5)%(8z + 5) na (—00,00), j) $z — 2 1n|2z + 3| na (—o0,—3)ana (-3,00),

k) 2z - \/Tﬁarctg(ﬁa:) na (—oo,00), 1) %_—;le) na (—o0, —2) a na (~2, 00).

\2
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4.2, Neurdity integral, &ast I

4.2.1. PRIKLAD. Casto se podafi prevést integraci na integrovani funkce, kters je podilem dvou poly-
nomii. Pokud stupeii polynomu v €itateli neni men&i ne stupeii polynomu ve jmenovateli, musi se zagit
délenfm polynomt. To se nekdy d4 obejit obratnym prestavénim vhodnych vyrazi v &itateli, nap¥iklad

z? (z2+1) -1 1
/x2+1d.’l,‘-— W—/(l—$2+1>dw~m—arctg$+c

na intervalu (—o0, 00).

4.2.2. PRIKLAD. PonévadZ délenim polynomt se rychle zjisti, ze
32 — 142 — 7= (322 — 62— 2)(x + 2) - 3,

mbZeme na na intervalech (—oo0, —2) a (-2, c0) postupovat takto:

[ 3% ~ 14z — 7 9 3 3 2
2 T = —6r—2— —\dz =% - 322 — 2z — 2l +e.
/ P dz /(3m 6r — 2 w+2)dm z° - 3z°— 2z ~3Injz+2]+c

4.2.3. POZNAMKA. Z mnoha p¥ipadi, které potom mohou nastat, kdy? mame nalézt primitivni funkci
k podilu dvou polynom, u nichZ je stupeh polynomu v &itateli mensi ne¥ stupei polynomu ve jmenovateli,
vybereme pouze nejjednodussi ~ viechny kofeny polynomu ve jmenovateli jsou redlné a navzajem rizné.
V tomto pfipadé se d4 dokazat, Ze pro vhodné zvolen &isla Ai, ..., 4, plati

P(a) ~ 4
Q(z) ~Z$—G’j

=1
pro vSechna Cisla z rtiznd od kofenti jmenovatele. P¥itom n je stupehi polynomu Q ve jmenovateli (stupeh
polynomu P je tedy men¥i neZ n) a &isla a; jsou kofeny jmenovatele.
Jako piiklad toho, jak je mozné &isla A; nalézt, vezmeme relaci
12z — 6 Ay Ay A3
= + =+
zz-1)(z+2) z+2 =z

Vynésobime ji polynomem z(z — 1)(z + 2) a dostaneme vztah mezi polynomy

z-1"

12z — 6 = Ayz(z — 1) + A2 (z — 1)(z + 2) + Azz(z + 2). (%)

Ukdzeme dvs cesty k ziskdni hodnot koeficientii Ay, Ag, Az:

a) Roznésobime vyrazy na pravé strané a porovname koeficienty u mocnin 2, ' =  a 2% = 1. Dosta-
neme tyto tfi vztahy pro A;, A, a As:

z?: A+ A+ Az = 0,
2! —A; + A + 243 = 12,
(L‘O : — 2A2 = —6.
Relent tsto soustavy linedrnich rovnic je Ay = ~5, A =3, A3 = 2. Proto .

/ 12z —~6 -5 3 2
mmd$=/(m+;+w“l)dx=«51nlx+2i+3ln|w|+21n|a:—1|+c
na kazdém z interval (=00, -2), (-2,0), (0,1) a (1,00).

b) Jednoduzyi je patrné tento postup. Do vztahu (x) postupné dosadime kofeny polynomu Q.
Dosadime-li kofen aj, dostaneme vztah, v némZ se objevuje pouze jedno z hledanych &isel, A;.
Ostatni jsou nésobena nulou, a proto se v rovnici pro urdeni. A; neobjevi. Okam?it& dostaneme

z = —2: 6A; = —30, proto 41 = ~5,
z = 0: —-24; = —6,proto Ay = 3,
z = 1: 343 = 6,proto A3 = 2;

gtgjkn;’r vysledek jako vise.




40 NEURCITY INTEGRAL, CAST 11 NEURSITY INTEGRAL, GAST 11 41
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4.2.4. Najdéte primitivn{ funkce Jestlize zavedeme jedts dal§f proménnou z vztahem z = tg ¥, je z € (0,00), a proto lze psét

22 +5z+5 / zt+4 / 1
- dz, b ———dz, c) e d | 1 1 _f1.
2) /(m+2)($+3) ) z?—4 z? - 3z 5 Wdy— ;dz-lnz-i—c.
z?+1 (a+bu
/ r——l— dt, e) / m dz, f) / (u—a)(u+b) du, a,0>0. N4vratem k ptvodni proménné dostaneme vztah 4.2.6.(x).
h) 1 d >0 ) e +1 de 4.2.8. Vyjadreni goniometrickych funkci pomoci funkce tg je univerzilni zptisob — nékdy vsak zbytetnsd
g) / (1 + \/_ ates T4 ’ e +2 komplikovany — jak pfi integraci postupovat. V posledni tiloze lze proto postupovat také takto:
sinz (1 +sinz)cosz (substituce ¢ = 2u, tedy u € (=§m, 1m)

j k " -
5 /6+cosm(1 - cosm) ) (83 +sinz)(2 + sinz)

1 1
dp=2 du = -
/ cos ¥ / cos2u 0T / cos2 u — sin? u / (1 - tg? u) cos?u

Jestlize pouZijeme jeSté daldi promé&nné w dané vztahem w = tgu (potom je w € (—1,1)), pfevedeme
posledni integrél na

/ 1 1 o jw+l 1+w 14+tgu
2 1—w2 _/(w+1 w—1)dw“lnlw— el teshg— e

ReSeni. 4.2.4.3)z+ 1n| 3| na kazdém ze ti interval@ (—oc0, —3), (=3, —2), (=2, ),

b) 13 14z + 51n|m+2l na (—oo, —2), (-2,2), (2,00), ¢) %lnlmm;ﬂ na (—00,0), {0, 3),

(8,00), d) 15 + 1tt + 313 + 31> + ¢t + 1In|t — 1| na (—o0,1), (1,00), €) ln|“”—2;“—1—[ na &tyfech
intervalech (—o0, —1), (—1,0), (0,1), (1,00), £) In(ju ~ a|®|u + b|*)na (—o0, —b), (~b,a), (a,0),
g) In m na (0,00), h) L(z — In(a + %)) na (o0, 00), i) 5 (z + In(e® + 2)) na (—o0, 0),

3+sin z)?
J) $In 358%2 na (—o00,00), k) In L%L na (—oo0, 00).

PonévadZ 1 = tg %ﬂ', posledni vyraz se upravi na tvar 4.2.6.(x) u¥itim vzorce

tgattgf

tela+4) = 1-tgatgh’

4.2.5. PRIXLAD. Spoéitame primitivni funkci k funkci ¢ — coi 5 - Tato funkee se pouZije pfi popisu

Mercatorova zobrazeni sféry do roviny. PonévadZ proménné ¢ odpovida zemépisné Sfice, stadi se omezit
na ¢ € (—3, $m). Postupujeme takto (substituce: y = sin¢p, dy = cospdp, y € (=1,1)):

1 cosy o8 / -
dp = dp= | —F—dp = dy .
/ cos@ ¥ / cos? 4 / 1—-sin?p $ 1—92 Y

4.2.9. POZNAMKA. Vztahii cos® z = %(1 +cos2z),sin’z = %(1—cos 2z) se doporuduje pouZit pro fipravu
nékterych vyrazi obsahujicich druhé mocniny funkef cos a sin. PouZitim prvniho vztahu dostaneme

% /cos2 zdr = %/(1 + cos2z) dx = -;—(a: +3sin2z) + c= ;(z +sinzcosz) + ¢
Jednou z metod nahote uvedenych zjistime, %e &isla A, B v rozkladu V
1 A + B Lze vak postupovat i jinak — méné& obratng. Per partes dava
1-y2  y+1 y—1
- . z) = cos
splimji A = 3, B = —F; proto ‘ /coszmdm=/cosxcoswdm= (f,( ) w) =cosa:sinx+/sin2xda:
: 9'(z) =cosz
LEP ——dy= 1 ,y
1—y? ¥=3 y+1 _1l =coswsinx+/(1—coszw)dm=cosxsinw+m—/c052mdz.

Zaménime y za plivodni proménnou ¢ a méme Odtud pro hledanou primitivni funkci ziskime vztah

1 do = 1 In 14sing 1
g W =gy e pro pe(—imin). 2/cosza:dw=x+cosa:sinw.
42,6, Vyutite vatahi Dostaneme stejny vysledek jako vyse. Oba vyloené piistupy pouZzijte pifi odvozovani vztahu
r [ = 1(9 _ &in9z)
sing = — cos(yp + 5) , 1 —cosa = 2sin? % , 1+cosa = 2cos2% f sinede = (20 ~sin2z) +e.

a ukaZte, e plati 4.2.10. PozNAMKA. Usiieme-li integrace per partes, mame

1 . . y & b 3

= loa L 11
/cos(pd<p—lntg(2cp+47r)+c pro @€ (—3im in). (%)

— &
/emcos.'z:da:= (g'((xa:)):iosx) =exsinz-/e“sinxdx.

Na integral J e sin z dz uplatnime op&t integraci per partes, dostaneme

—
/e'“"sin:cda:z (f(m) =€ ) = -—emcosa:—i-/e”cosxdx.

g'(z) = sinz

4.2.7. Ke stejnému vysledku se d& dostat i jingmi cestami. Ukazeme dvé z nich a pfitom procvitime
dalsi integraéni postupy Zavgdeme novou proménnou y = ¢ + 7r Potom je y € (0,7) a mame

(Y N E VY S TRy
o8 (0 cos(y——w siny v= sin ¥ cos ¥ =3 tg % cos® & v
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Dosadime tento vysledek do prvniho vztahu, tim dostaneme

/e“‘coszdx=e“”sin;r—f—e“”cosa:—-/e‘”cos:cda:.

a)
To je rovnice pro hledanou primitivni funkci; dostaneme z ni tento vysledek:
L d)
/e“” coszdz = ;€“(sinz +cosz) + ¢ pro =z € (—00,00).
Ny . g)
Podobné odvodte, Ze
/rf sinzdz = ;e”(sinz —cosz) +¢ na (—oo0,00). 3
m)
4.2.11. PozNAMKA. Pfi hledéni primitivni funkce lze ziskat dva vysledky, o kterych neni na prvni pohled
patrné, Ze se li{ o konstantu. Napiiklad (substituce 2z = u) p)
/sin2wdm=——%cos2a:+c, )
s
ale také (substituce sinz = w) )
v

/sin2a:d:z:=2/sinmcosacdx=sin21'+c na (—o00,00).

NEURCITY INTRGRAL,

%o T
CAST 1]

Y

z ’ 1
/z+1dz, b) /;2—1;—_—3(1.’1),
/cos2:z:sin:ndx, e) /sinsmcosxdm,
/ sin® zdz, h) / cos® zsin® zdz,

Inx z+5
—— k
/m dz, ) /(m+3)(m+2)(m~1)

2 tgzd
/mdw, n) /co gzrdz,

28 cos 2z

e d
/x8+2dm’ a) _/cos2:v v

/ 1-vz

/ 1+ Vzde, t) /1+\/Edm,
2
z(1+ In” z) x—2

Pongvad? cos2z = 1 — 2sin’x, lze i pHmym vypottem snadno ukdzat, ¥e se dvé uvedené primitivnf a) / zarctgzdz,
funkee li3f o konstantu:
d) / zlnzdx, e)
~$c0s2z +c=—3(1-2sinz) +c=sin’z + (c — 3.
2 .
Podobné Ize pro libovolnou kladnou konstantu a a pro z € (0,00) psat tyto dva vysledky (vezmeme-li 8) / ze""dz, h)
substituci az = y pro vypodet druhé primitivni funkce): -
j d k
1 ) / costz L )
/ ~—dz=lnz+e¢,
z
Reseni.

1 1 a 1
- d = 1 . N ] - = — s — = .
/ —dz n(azr) +c. ( e?ot /m dz /am dz /y dy =In(az) +¢.)

Vysvétlete, pro¢ se tyto dvé primitivni funkce na intervalu (0, o) 1i#f opravdu pouze o konstantu.

4.2.12. POzZNAMKA. Substituce nejsou uréeny jednoznaéné. Napiiklad substituce 1 + e® = w davs
/em\/l +etdr = /w% dw = %w% +e=2(1 +e*)? +¢ na (—c0,00).

UZijeme-li viak substituce v/1+e® =y (tj. y* = 1 + €%, 2ydy = €* dz), dostaneme toté¥, nebot

'3

/x2ln3wdx,

/(m3 —1)sinzdz,

-1
/m —dz,
sSm-x

dz,

4.2.14. Také zde najdéte vhodny postup, jeho# pouZitim spoéitate

b) /(b —az)e *dz,

4.2.13. Nésledujici tlohy nejsou sefazeny podle obtiZnosti. Slouz{ k tomu, abyste si ovéfili, Ze uz dokaete
yybrat vhodnou metodu z téch, které byly probrény. Jakmile je spravnd metoda vybrana, nalezeni
primitivai funkce uz Zddnou t&zkost nepfedstavuje. Najdéte:

/t(t+1)7dt,
/\/mdw,

/ cos 2zsinzdz,

/—-——L-dx
142y 7’

/tg2:1:dm,

sin 2z
3+ cos?z

z+1

= dz,
ve—2 o

r—1
/—_x2~;v—6dx°
/tgzxsinwdx.

T
[

/m\/w+2dm,

T,

1
——————dz.
/\/3+2x——w2

4.2.13. a) z — Infz + 1| na intervalu (—oo, ~1) a na intervalu (~1,00), b) —1e*~2% na
(=00,00), €) & (t + 1)8(8¢ — 1) na (—oo, ), d) —1cos® z na (~00,0), €) % sin® z na (~o0, ),
f) 2(w - 3)% na (3,), g) —%cos®z + £ cos® z — cos z na (—00,00), h) 1sin®z — Lsin® 2 na (~o0, 0),
i) cos™ z na (—iw, 17) a na intervalech, které se z ného dostanou posunutim o kr, k € Z ,j) tin’a
na (0,00), k) L 1In %ﬁ na (—oo0,-3), (~3,~2), (-2,1) ana (1,00), 1) vz — 3 In(1 + 2¢/7) na
(0,0), m) $In(z* +2) na (—o0, ), n) In|sinz| na (0, 7) a na ka%dém intervalu, ktery se z nho
dostane posunutim o kr, k € Z, o) —3In|cos2z| na (~1n, 1n) a na kazdém intervalu, ktery se z ngho
dostane posunutim o tkn, k€ Z, p) % arctg(%m“) na (—00,00), q) 2z — tgz na (—3m,17) a

na kaZdém intervalu, ktery se z ného dostane posunutim o km, k € Z,r) —In(3 + cos®z)

/emv1+€mdw=2/y2dy=§y3+c=§(1+em)%+c.

Podobné
s 9 .
‘/sm~ zeoszdr = %smsa: +ec.

To vidime hned, kdyZ jdeme cestou doporuéované substituce sinz = w. Ke stejnému vysledku vede i
pongkud nestandardni a nefikovnd substituce sin® 2 = 2. Mame toti# (dz = 2sinz cosz dz)

. ) .
/smg:ccosa:dm:%/«/z—dzz—;—z? +e=tsinz+e. i

ntervalech, kters ge né&ho dostanou posunutim o kr,

1

27(', 57’(‘

na (~00,00), 5) & (1 + /)3 (3v/Z — 2) na (0,00), t) —z + 4y/Z — 4In(1 + /) na (0, ),

u)%(a;+ 7)\/.’1: — 2 na (2,00), v) arctglnz na (0, 00), w) %xz + 224 8Injz — 2| na (-00,2) a
na (2,00), x) L n(jz—3{2(z+2/%) na (~c0, —2), (=2,3) a na (3, 0).
4.2.14. a) L ((22 + 1) arctgz — z) na (—oo0,00), b)
8 (-4, 1
d) %$2(21nz
na (*00,00)
) 2@r-g

(a(z + 1) — b) 7 na (~00,00), €) cosz + 1/ cosx
a na intervalech, které z tohoto intervalu dostaneme posunutim o kr, k € Z,

~1) na (0,00), €) 52°(91n’z —~ 9In’z + 61nz — 2) na (0, ), f) Lin(1 + %)
» 8) = (2% + 2z + 2)e™® na (—00,00), h) (—23 + 6z + 1) cos z + 3(z? — 2)sinz na (—o00, 00),
)z +2)% na (-2, 00), j) ztgz + In|cosz| na intervalu (-
z 1€ho dostanoy posunutim o kn, k € Z, k) (1 — z) cotgz + In | sin z|

) a na intervalech, které se
na intervalu (0,7) a na
k€ Z,1) arcsin Z5L na (-1,3).
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4.2.15. PiSeme-li misto jednitky cos? x + sin” z, snadno odvodime, Ze 4.3, Urdity integral

4.3.1. POZNAMKA. Je déna spojitd funkce f na intervalu {a,b), ~00 < @ < b < oco. Oznafime P
libovolnou skupinu sloZenou z lichého po¢tu bodi, které se d&li do dvou podskupin tak, Ze prvni skupina
obsahuje m + 1 bodti zg, Z1,%2, . .., Zn a druhd obsahuje m bodt &, &, ..., &n; pfitom pozadujeme, aby

platilo

1
=14+tgz , =1 =1 tg?
o n +tg°x I +tg2a: + cotg® x

na intervalech, jejichZ rozsah si snadno uvédomime. VyuZijte uvedené vztahy pfi urdeni téchto primitiv-
nich funkci:

1 1 .
a) /cos“zdx’ b) /sin‘izdw’ ) /tg zdz.

4.2.16. PozNAMKA. Nékdy je tfeba jesté ziskany vysledek upravit. Jestlize a je pevng kladn4 konstanta,
miizeme na intervalu z € (—%, oo) psét (substituce az +b =y, y € (0,00), adzr = dy):

e=20 <2 <2< ... <Tp1 < Ty = b,

$k—1$fk$-’”k ,k=1,...,m.

Z4kladni déleni intervalu (a,b) nemusi byt pravidelné, délky zj — x4 intervalfl (zj_y, ;) se nemusi pro

z 1 y—b 1 1 _1 riiznd k shodovat. Nejv&tsi z Cisel xx—xp—1, k = 1,...,m, charakterizuje jemnost rozdéleni intervalu (a, b)
/ m dz = pel W dy = 2 / (y* —by~=)dy na podi,ntervaly, oznatime ho d(P). Ke ka?dé popsané skuping bodd P piifadime &islo s(f,P), které je
definovéano takto:
EVES WP 3
= (vt -2vt) +c s(£P) = F(Ee) @k — mh-1).

k=1
(v tomto misté se lze vratit k proménné 2 a vypodet ukonéit;

. . . s e . . itym i Al spojité) funkce int b e ¢islo 0 které plati
je vSak lépe vytknout odmocninu a primitivn{ funkci upravit) Urtitym integralem (spojité) f na intervalu (a, b) nazveme Efslo s, pr T platl

='§Z_z(y_3b)y%+c Ve>030>0: d(P)<d = |s(f,P)—s|<e.

= —z——(aa:—2b)\/cﬂ:-_b+c.

3a?

Takové Cislo existuje; nazgvame ho (uréitym) integralem funkce f od @ do b a znadime je

/abf(w)dz .

4.2.17. Vysledek se upravi vytknutim faktoru s vhodnym raciondlnim exponentem. Najdéte:

z T WSkk};rnuto: pro kazdou posloupnost vySe popsanych skupin bodd P,, plati:
1-2zdz, b / ——dz, / ——— . :
) [oT e ) ma ©) W p i b
4.2.18. A zivérem jeSt€ nékolik tloh, u nich? je t¥eba volit vhodnou metodu: jestlize 1}_1_)11’1 d(f,Pn) =0, potom s(f,P,)— / f(z)dzx .
[o o]
241 2 _ ¢
a) /S“dx, b) /—E—E—idm, c) /gz—ﬁdx,
s 4.3.2. Dokaite, e pro konstantni funkci f, kter4 je pro viechna z € {a,b) rovna konstanté ¢, plati
z z
— 4 ;
d) /W T, e) ,/a:—ldm’ f) /zsm?.:l:da:, b
/ f@ydz =c(b~a).
) / 1 4 h) / -2y, i) / ! do @
g de® + =% "’ (z+2)t 4cos?z +sin*z

4.3.3. PRIKLAD. Uvedeme t¥ volby skupiny P. VSechny budou mit stejné pravidelné d&leni interva-
lu (a,) body ay; lidit se budou pouze ve volb& &. Pro piirozené &slo n oznadime h = (b — a)/n a
Ty =a+kh, k=0,1,...,n. Pro body &, k = 1,...,n, bereme jednu z mo¥nosti:

4.2.19. PozNAMKA. V posledni tloze jsme nalezli primitivni funkci pouze na intervalech, ve kterych
nelez{ Zadny bod x = %kw, k € Z, pTestoze integrand je funkce spojita na (—o0, 00), kde proto také musi
existovat primitivni funkce. To ukazuje, Ze véci mohou byt sloZit&jsi, ne# se na prvni pohled jevi. Na to,
abychom ukézali jak postupovat, viak bohuZel misto neméame.

a) fk = Tk—1,
Refeni. 4.2.15.a) }tg®z + tg na intervalech, v nich¥ je funkce tg definovéna, B) € = =z,
b) —1(cotg® z + cotgz) na intervalech, v nich je funkce cotg definovana, c) (substituce y = tgx) v TR TE TR TS F—

3 (tg?z — In(1 + tg2z)) = Ltg? 2 + In|cos x| na intervalech, kde je cosz # 0.
4.2.17. a) — 3z + 1)(1 - 22)% na (=00,3), b) 1(z — 1)(2z + 1)% na (-1,00), ¢) ~L(z +3)v3 -2z
na (-0, 3). 4.2.18. a) 5% na (—00,00), b) z +In |25] na (=00, 1) U (=1,1) U (1, 00),

c) z — 2arctgz na (—00,00), d) (322 + 4)% na (o0, 0), €) 328+ 1z +z +Injz - 1

na (—00,1) U (1,0), f) —3& cos 2z +  sin 2z na (00, 0), g) } arctg(2e®) na (—o0, %), h) sy
na (—oo, —2) U (~2,00), i) § arctg( tg <) na intervalu (~i, 17) a na intervalech, které se z ngho
dostanou posunutim o km, k € Z.

yzvy?lff{lye’“moinost B) a uZijeme vzorce pro soudet aritmetické posloupnosti k tomu, abychom dokézali,
Ze ~_[0 zdz = %/2. Pro libovolné pirozené &slo n vezmeme h = % jako délku kroku, kterym pokro&ime
od jednoho bodu Zx-1 k nésledujicimu bodu z;. To znamend, %e z), = hk, & = zx. Tento vybér bodd zy,
&k 0znatime P,,. Dostaneme pro néj

n n 2 2
_ T _sen(n+1) () n+1 V¥ n+1l
s(z,Pn)-g:lmkh—h kgﬂk-—h 3 = e

leitnim Pfechodem pro n — co dostdvame vysledek fob xdz = 3b%. Zopakujte pro piipady a) a 7). -
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4.3.4. Ponévadz s(f + g,P) = s(f,P) + s(g,P), dostaneme limitnim prechodem tento  4.3.9. PRIKLAD. Substituce v uréitém integralu. P¥ substituci v uréitém int’egrélu m’ﬁiemevpos,tu-
integraly: : povat takto: v zévorce nékde uprostied vypoétu si pfipravime pfechod od proménné x k nové proménné u;

b b b v N ’ Yy o 2 v:klad
fitom také odpovidajicim zpilisobem zménime meze, nap¥i
(f(z)+g(z dm:/ :vd:v-i-/[ z)dz. : P
/G() (=) af() ag()

in _COST =1 0 1 1
Z jakého vztahu se limitnim pfechodem dostane / cos?rsinzdr = | ~ SH;"’ _df(”) = S’_‘_ 1]=- / wdu = / u?du = —31~[u3] =1,
0 g=2 ‘u=0 ! 0 °
z

/abaf(a:)dm=a/abf(a:)dx

4.3.10. Dokazte pouZitim substituce, Ze pro kazdé k = 1,2,... plati

pro kazdé &islo a? Dva vySe zmingné vztahy vedou k tomuto zévéru: ™

Exld

in
b / sin* zdz = / cost zdz.
zobrazeni f — [’ f(x) dz je linedrnim zobrazenim prostoru C({a,b)) do R, 0 0

Kde symbolem G{{a, b)) je oznaten veltorovy prostor funkei spojitych na intervalu (a, b). 4.3.11. PRIKLAD. Per partes v uritém integralu. Také p¥i uZit{ metody per partes v ur&itém

4.3.5. Limitnim piechodem také vysvétlime nédsledujici vztah, ktery plati pro kaZdou funkci spojitou integralu miZeme hned prechdzet k &iselnym hodnotdm; napiiklad

na {a,c), a < c. Je-1i b libovolné &islo le¥ici mezi a a ¢, je . . \ . 2 e
/ ze °dx = — [:13 e‘”‘] +f e %dz = —e"! - [e‘”] =1 = .
) 0 0 0 e [

4.3.12. Dokazte, Ze pro funkci f spojitou na intervalu (—a,0), a > 0, je

ch(z)dm=/;bf(:c)da:+/bcf(:v)da:.

4.3.6. Je zatim definovan fab f(z)dz proa < b. Prob = a je samoziejmé f: f(z)dz = 0. Zbyva se

v v b v v ¥y ¥ . I .
vyporddat s ptipadem [ f(z)dz, v n8m¥ je a > b. Ten se vy¥ed tak, Ze (zatim nezndmému) vyrazu na
levé strané p¥itadime hodnotu, kterou m4 vyraz stojici na pravé strané vztahu

0 a
BECE /0 f(—z)ds.

4.3.13. Dokazte, Ze pro funkci f spojitou a lichou na intervalu (—a,a), a > 0, je

b a
[1 f(:l:)d:l::-—/b f(z)dz pokud a>b. ¢ f(:c)d:c:O

PonévadZ v integralu na pravé strané je horni mez vét$i ne¥ dolni, vime, co vyraz na pravé strané .
znamend. Zjednoduste tyto soulty integrald  4.3.14. Dokaiite, Ze pro funkci f spojitou a sudou na intervalu (—a,a), a > 0, je

a) f02 f(z)dz +f24 f(@)dz + f43 f(z)dz, b) f04 F(z)dz + ﬁf f(z)dz +f30 f(z)de,
) [y f@dz+ f} f@)de + [ f(z)dz, d) @ de+ 2 f)do + [P f(z)da.
4.3.7. Z definice urtitého integralu vyplyva, e 4.3.15. Spotitejte

b b 1 n ™
jakmile f(z) < g(x) pro Vr € (a,b), potom / fz)dz < / g(z)dz. a) / (x -2 dz, b) / sinz dz, c) / sinzdz,
a a 0 0

_a f(x)dm:2j£a f(z)dz.

-
Specidlng, je-li f spojitd a nezdporné na intervalu (a, b), potom fab f(z)dz > 0. Dokonce, je-li v jednom ®

1
9 _
bodé intervalu (a,b) hodnota nezédporné spojité funkce f kladna, je J : f(z)dz > 0. Jak uspofddéme d) /0 sin” zde, e) /0 e *dz, f) ‘/0 tgzde,
‘podle velikosti integraly

[

in ix 37 7r in
/ W;,J-dx, /2 sinzdz , /2 -%q:-dx? g) /0 sin® zcosrdz, h) / sin® zdz, i) ‘ /,. cos’ zdz,
1] Jo i) s . N ) 4] .,ul
0
) / ze® dzx k) / ze® dz, D / ze® dz,
4.3.8. UtZijte pfedchazejici Glohu a dokazte, Ze - '01 ‘ -1 -1
. : 1 2
b b m) / zel= vy e / nzdz.
I/ f(l‘)dl'lS/ |f(z)|dz . ’ ; 3 dz, n) “l:c(e +e %) dz, o) 1 nzdz
a aQ .
Najdéte priklady funkci, pro které neplati rovnost. ‘ / 0 T 1 z 1 2
p) —2 4 / 2 4 r / — __dz.
n - ™ Vo) wrr® A T
Reseni. 4.3.2. Pondvads Y ket (@ — Tp—1) = b — a, je pro kazdou skupinu bod P mozné

napsat s(P) = 3200, f(ér)(@r —Zp-1) = e (2% — Tp1) = c(b~a).4.3.6.a) [ f(z)de, ~ Regent, 4.3.10. Pouijeme substituce y = ix — 2. 4.3.15. a) %, b) 2, ¢) 0, d) im, e) (e—1)/e,
G f} 1 In2 1 4 2 6
3 3 E3 ey 2 @ 3 . . . .
b) foo f(z)dz =0, ¢) f; f(x)dz, d) fol S(z)dz + 2f13 f(z)dz. 4.3.7. Je to klesajici posloupnost 202,8) ¢, h) 4, ) 5:3) 1, X) (2-e)/e, 1) 2/e, m) e — 2, n) 0, nebot integrujeme lichou funkei

kladnych &isel. . pres mterva,l, ktery je symetricky umistén vzhledem k bodu 0, o) 2In2 — 1, p) -39 &,
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4.3.16. Integral  4.3.20. Ukaite, %e pro funkci f spojitou na (—00,00) a pro libovoln4 &sla a, b, ¢ plati:
L | bte b 3b b
/0 Tl 2 / f)dz = / fl@+0)dz, b [ feee=3 / £(32) dz,
atc a a a
spocitejte uzitim primitivni funkce. Potom pfedstirejte, Ze jste primitivni funkci zapomnéli, a uZijte V b 1
substituce z = tgw. o) / fl@)dz =h / fla+ ht)dt , kde h je déno vztahem h = b~ a.
a 0
4.3.17. Nékdy je jednodussi potitat urtity integral substituci, pfi které se meze méni, neZ nalézt pri- . 4.3.21. Ukaiite, %e pro funkei f, kterd mé pislusné derivace spojité na (—o0o, 00), a pro libovolnou trojici

mitivni funkei a integral vyéislit jako rozdil jeji hodnoty v horni a dolnf mezi. N apiiklad p¥i vypodtu -
urcitého integrilu, ktery d4va obsah P ¢tvrtiny kruhu poloméru R, R > 0, miiZeme postupovat takto:

sel a, b, h, b # 0, plati:

b b
D [ f@de=10)- @), b) /fhmm#%%f@,
R z fRsingo 1x 1r ‘ a a
P= A vV R2 —z2 dz = ( T zd;(;j —fioéwd(P) ZRZ-/{; COS2(PdW=%R2j{; (1+COS2§9) d‘Pzi’ﬂ'Rz v C) /1 f’(a+ ht) dt = .&__tih).;@’ d) /b f’(3£l)) dz = %(f(gb) - f(3a)) .
T=R:p=3rw 0 a

Odsud 19vé, % obsah kruhu e 4P R? 4.3.22. Ovétte bez jakéhokoliv vypoltu, Ze kazdy z t&chto integrald je zdporny:
sud vyplyva, Ze obsah kruhu je =7nR°.

1
Primitivni funkci dokdZeme oviem také nalézt. UkéZeme to pro pifpad R = 1. PouZijeme integraci per 2 1 ! z
« t o2 a) | R —— d:l), b) 3 dz s
partes & postupné dostivame o N s -1 (&+2)
1‘2 i ) %W xz d
V1-22ds = -2 _— c zcosxdx d / e Tsinzdz.
/ 1-22dz =z+v/1 x+/ P_.._._l_ﬁda: ) /0 ’ —in

1-(1-2?%
=zy1-g24 [ _7F)
V1-—g?

=T 1—;$2+/%d$—/\/1—=$2d$u
-

dz 4.3.23. DokaZte, Ze pro kaZdé kladné &islo a a kardou spojitou a sudou funkci f plati

Cf@ [
—a;m—_*_—ldaf—A f(:l?)d:ﬂ

Potom spoéitejte

O

Prvni integral na pravé strané poslednf rovnosti znédme; méme rovnici, ze které hledanou primitivni funkei
vypotitdme. Vysledkem je, pro z € (-1, 1),

/\/1—m2dx=—;—(w\/l—xz-i—arcsin:v)+c. , (%)

a) Pouzijte tento vysledek a jednoduchou substituci najdéte / VR? —g2dz.

™
cosZ
dz.
i€ 41
[

ReSeni. 4.3.16. 7. 4.3.17. a) Substituci 7 = Rz piejdeme k R2 J VI —22dz; uplatnime 4.3.17.(x),
vrétime se k pévodni proménné z a upravime; vysledek je

/\/R2 —22dx = %(m\/R2—x2+R2a,rcsin%) +ec,

3 P in .
b) substituci prejdeme k [;7" sin® p cos? ¢ dy; tento integral je roven $Jo sin® 20dp = L.

4.3.18. a) 15, b) 13, ) & 45.
4.3.18.2) 1, b) 0, c) 2(2 - In3), d) 2In2 -3, ) =2,f) Ir, g) 5(24In2 - 7), h) r—2),1) «? — 4,
DF %) -1,1) 22 m) Ln§, n) §7V3~In2, 0) irv6+2v2 4. 4.3.23. 1.

1
b) Pouzijte substituci z = sin ¢ k vypodtu integralu / 21 - z2dz.
v 0

4.3.18. V téchto tilohdch miZeme sice umocnit dvojclen v integrandu a potom integrovat, lepsi viak je
zalit substituci, po které polynom v integrandu obsahuje mensi pocet clent; spoéitejte

1 2 A
a) / 8z(2z® +1)% dz, b) / u(u —1)° du, c) / tA-t)ydt.
0 1 0
4.3.19. Spoditejte
3 T 3 T 4 1
a —2 4z, b —2 dz, de,
) /0 % = 22 ) /_3\/25—:1:2 ’ ©) /ﬁ T+vz "
2 1 3
d) / zlnzdz, e) / ze *dz, f) / v9-z2dz,
1 - -3

1

Funkce hornf meze uréitého integralu.

4.3.24. Pro funkci [ spojitou na otevieném intervalu I definujeme novou funkci F na intervalu I timto
Zpiisobem: pevn vybereme libovolny bod @ € I a v bodé z intervalu I funkci F pfifadime hodnotu

2 1 T
g) /mzlnmdz, h) /xarctgzdx, i) /:I:zsinzdw,
1 o 0 ®
F@) = [ .

4 in ix
) / V25 - 22 dz, k) / 2z cos 2z dz, 1 /4 sin® z cos® z dz,
3 0 0

2 g BN z 1 .
e 5oz % arcsinz
m dz, dz,
) j{; 1+2e= 7 n) j{ costz ° °) /0 Vitz de

Je jasng, ze F(a) = 0. UkaZeme, %e funkce F m4 derivaci v kazdém bods intervalu I, tj.

it

%g(m) = f(z) pro Vzel.
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To je velni ddleZity vysledek. Bude dokdzén, jakmile se podaii ovéfit, Ze

lim F(x + h) - F(x)
h—s0 h

~ @) =
Pro libovoln3, ¢isla z,z + h z intervalu I miiZeme vyraz, ktery se limituje, upravit takto:

z+h [ z+h
Fern—F@) - 5@ = ([ r0a- [10w) - 101 [ @ - @) ¢

Nyni naznadéime, pro¢ posledni ¢len v této fadé vyrazt mé limitu nula. Omezime se na A > 0. Vzhledem
ke spojitosti funkce f lze pro kaZdé € > 0 nalézt h > 0 takové, Ze

Ve (z,z+h)=|f(€) - flz)] <e.
Proto posledni vyraz se d4 odhadnout takto
1 feth 1 [eth
7] - s@a<i [0 - s@lee<e.
T T
To ukazuje, Ze vyraz (*) m4 limitu nula. Plati tedy pro kaZdou funkci f spojitou na otevieném intervalu I,
ze 4 /e
% | f©E=1@
v kazdém bodé z € 1.

4.3.25. PozNAMKA. Funkce F' definovand v predchdzejicim cvifeni je tedy prumtwm funkc1 k funkci f
na intervalu 7. Pro kazdé dva prvky 4, b intervalu T plati

b
/ £(6) de = F(8) - F(a).

PonévadZ ka?dé dvé primitivn{ funkce k funkci f na intervalu I se li¥i o konstantu, posledni vztah

vysvétluje, pro¢ hodnota uritého integrédlu je rovna pfiristku primitivni funkce na integraénim intervalu.

4.3.26. Pro funkci f spojitou na otevieném intervalu I ukaZte, %e plati (a € I)

e RIGLEE

v kazdém bodé z € I.

4.3.27. Pro pravé narozeného jedince je pravdépodobnost doZiti se véku = popséna funkei

~ [? n(e)ae
p(z) =e Jowe ,

kde p je kladné funkce na intervalu (0,w); w > 0 je kladna konstanta, kterd odpovid4 maxim4lnimu

veku. Ukaite, Ze p(0) = 1 a Ze p je klesajici funkce. Déle ovéite, Ze

’—;;'%)» = —u(a).

4.3.28. Dokazte vypoctem, Ze pro funkci f spojitou a lichou (resp. sudou) na (—o0, 00), je funkce

Fw)¥/zf€)d€

sudé (resp. lich4) na (—o0, c0). Uzute Jednoho 7 téchto tvrzeni a dokazte Ze funkce x — In(z ++v22 +1)

je lichd na (—o0, 00).
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4.4. Nevlastni integral

4.4.1. Napiste, co znamend, Ze tyto integraly konverguji (—oco < a < b < co):

b .
a) / f(z)dz pro funkci f spojitou na intervalu (a, b),
a
b
b) / f(z)dz pro funkci f spojitou na intervalu (a, b),
a
[e0]
c) / f(z)dz pro funkci f spojitou na intervalu {a, 00),
a
b
d) / f(z)dz pro funkci f spojitou na intervalu (—oo, b},
—00
(o0}
e) / f(z)dz pro funkci f spojitou na intervalu (—o0,00).

4.4.2. PRIKLAD. Pti vypoétu nevlastnich integralti po&itame limity. Pieme tieba
® e, [* £ ¢
- — 4 -z bt — H —& - —_—
/(; (x+1e dw—gh_{go([-—(w-l—l)e ]0+/0 e dx)—ghlgo([—(x+1)e lo—le ]0)—2.

4.4.3. Zjistéte, zda integrél je konvergentni nebo divergentni. Pokud je konvergentni, najdéte jeho hod-

notu:
© y o 1
il b 2z
) [ mee ) [ s
o0 1 .
e) / — dx proa >0,
a I2

<O ] cO [o¢}
g) / e *dzproa>0, h) / ze *®dz proa >0, i) / zle % dz.
0 0

[

4.4.4. Zjist&te, zda integral je konvergentni nebo divergentni. Pokud je konvergentni, najdéte jeho hod-

notu:
) 1]~d 41 2
a = b —_ —_
/ofl? z, ) /oﬁdx c) /x\/._d.’ll
1
€ 1
Inzdz, / Inzde, f /—————d
/(; z e) Oa:n.’c:c ) Vi T

) > 1 5 1
g / dz, / —me d i / —_——dx.
\ V2—z ¥ 1 Vb—-z ’ i) 1 5—2)vb—-¢ ’

Reseni.

i ~& b s -
4.4.1. a) lim / f(z) dz existuje a je vlastni, b) lim / f(z) dz existuje a je vlastni,
E—b— a £—rat ¢

¢) lim / f(z) dz existuje a je vlastni, d) lim f(z) dz existuje a je vlastni,
00 a £ 00 A

@ o0
e) pro libovolné Cislo a konverguji tyto dva integraly: / f(z)dz , / f(z)dz.
- 0Q . a

4.4.3.9) 1

3» b) divergentni, ¢) divergentni, d) 1, ) —%, f) im g) L, h) & Hle—a® 1) 2.

4.4.4. a) divergentni, b) 4, c) divergentni, d) ~1, e) 12, f) 2v/2, g) 2, h) 4, i) divergentni.
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4.4.5. UZijte vétu o substituci a ukaZte, Ze

*® 1 >* 1
/ 5 dx:/ 5 dz
2 T =z 1 T4z

Potom jeden z integrald spoditejte.

4.4.6. PouZijte substituce ¢ = tgu a spolitejte

© 1
/{ Fr1%e

Potom vysledek ovéfte pfimym vypottem pomoci primitivni funkce.

4.4.7. Jsou dany dvé funkce f a g spojité na intervalu (a, 00) a €islo b > a takové, Ze
0< f(x) < g(z) pro viechny body =z € (b,00).

Potom plati:

o0 co
jestlize / f(z)dz je divergentni, potom je také / g(z) dz divergentni,
a

a

o0 o0
jestlize / g(z) dz je konvergentni, potom je také / f(z) dz konvergentni.
a a

Z téchto dvou tvrzeni vyberte jedno a s jeho pomoci rozhodnéte, zda integral je konvergentni nebo
divergentni (hodnotu integrilu nepoéitejte):

bl arctgz k [* 4 + 3sin 2z k *® 1
dw, b 4+ 3sindz ,
a) /0(5+ p ):v ) 1 P dz c) /0 x7+2d$
0 .2 o) oo
d) / z 41, e) / VA 4y, £) / Inz dz.
o T+e* 0 1

4.4.8. Je ddna funkce f spojitd na intervalu (a,c0) a &islo b > a takové, Ze integral [, |f(z)|dz je
konvergentni. Potom konverguje také [ :o f(z)dz . UkaZte, Ze tyto nevlastni integraly konvergujt:

*® cosx ® ging oo
———_dz, b —— du, ¥ sinzde.
~a) /0 o ) /1 w\/:?m c) /0 e ® sinzdx

4.4.9. Pougijte integraci per partes a ukaZte, Ze nevlastni integral

e o]
COosST
—dz
1 z

konverguje.

ReSeni. 4.4.5.In2. 4.4.6. in‘. 4.4.7. a) je divergentni; nap¥iklad srovnanim s divergentnim
integralem [ 1dw, b) konverguje; srovndvime s konvergentnim integrélem [ % dz,

¢) konverguje; srovnavame s konvergentnim integralem f1°° 517 dz, d) je konvergentni;

napiiklad srovndnim s konvergentnim integrilem floo 2z2e~% dz, e) diverguje; srovnivime

s divergentnim integralem f0°° ldz = f0°° 1dz, f) diverguje; srovnévime s divergentnim
integralem fe°° Inedz = f0°° 1dz. 4.4.9. Integrace per partes ukazuje, e

* cos sinz 1 > si * o
/ zdm=[—;—] +/ —‘-’-‘—"’dx=—sin1+/ 0T
1 1 1

z 1 z?

Posledni integrél je konvergentni. Proto i zadany integral je konvergentni.
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s

| 4.5, U#iti urditého integralu

St¥edni hodnota

4.5.1. St¥edni hodnotou funkce f na intervalu (a,b), @ < b, je minéna hodnota

! /abf(:c)dw.

b—a

a) Ukaite, Ze pro konstantni funkci je stfedni hodnota rovna hodnoté funkee.

b) Spotitejte stfedni hodnotu funkce f(t) = Asinwt (4, w jsou kladné konstanty) na intervalu {0, T),
kde T je perioda funkce f.

c) Spotitejte odmocninu ze stfedni hodnoty kvadratu funkce f(t) = Asinwt na intervalu (0,T),
kde T je perioda funkce f.

4.5.2. Pii sledovani populace strukturované podle v&ku z nazveme populaéni hustotou funkci P(z)
takovou, Ze integral f;”f P(z) dz odpovida podtu jedincti v populaci, jejich? v&k z le#i v intervalu (z;, z2),
1 < Zg.

a) Jak vyjadiime velikost celé populace (zahrneme viechny v&kové skupiny)?

b) Jak vyjadiime primérny vék v populaci?

c) Jak vyjadiime primérny v&k skupiny vymezené v8kovym intervalem (z;,2s), z; < 2?7

d) Jaka je pravdépodobnost, Ze v&k ndhodn& vybraného jedince padne do intervalu {z;,zs)?

e)  Popiste distribuéni funkci F' pravdépodobnosti z predchazejici tlohy.

4.5.3. Z4avislost produkce na &ase popiSeme funkei p(t), kde ¢as je zachycen proménnou t. Celkova
produkce mezi Gasy t; a ts, t; < t2, je ddna vyrazem

/{ ” p(t)dt.

a) Vyjédrete priimérnou produkci v obdobi (t;,2), #; < ta.

b) Produkce pp v ¢ase ¢ = 0 kles4 s Gasem linedrné tak, %e v éase ¢ = 2 je poloviéni. Napite funkci p(t)
a integraci spoéitejte pramérnou produkci mezi fasy t =0 a £ = 27
¢)  Produkee py v ase t = 0 klesé s dasem podle vztahu p(t) = po(1 — $1%). V Case t = 2 mame

tedy poloviéni produkei v porovnéni s produkei v ¢ase ¢ = 0. Jaka je primérna produkee mezi
Casyt=0at =27

d) Produkce pg v ¢ase t = 0 kles4 s Sasem podle vztahu p(t) = P02 %. V Zase t = 2 mame tedy
poloviéni produkei v porovnani s produkei v éase t = 0. Jak4 je primérns produkce mezi &asy t = 0
at=27

e) Vysvétlete, pro¢ je primérns produkce nejvyssi v Gloze ¢) a nejniZsi v tloze d). Odpovidaji tomu

hodnoty derivace p/(0)?
Viztah mez; zrychlenim, rychlosti a drahou

4;5'4-‘ Rychlost vozidla v &asovém intervalu (t;,5) je popsana funkci v(t). Jakym vyrazem je déna
ztredm hodnota rychlosti vozidla mezi Casy #; a t? Jakym vyrazem je popsana drsha s(t) vozidla mezi
“85Y t1 a 15? Odpovid4 stfedni hodnota rychlosti tak zvané ,primérné“ rychlosti, kterou jsme zvykli
Potitat podie vatahu (s(ts) — s(t1))/(t2 — 1)7

g{;g's” Y}'jédfete rychlost v(t) a drahu s(t) v Case ¢ rovnomérns zrychleného pohybu se zrychlenim a na
Ovem intervaly (t1,t2), t1 < ta. VyjadFete st¥edni (primérnou) rychlost na tomto asovém intervalu.
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4.5.6. T&leso se zatne pohybovat z klidu (v Sase t = 0) se zrychlenim a(t) = A — at, kde A, a jsou
kladné konstanty. Jaky je vztah pro rychlost v(¢) pohybu v dase t7 Jakou drdhu s(¢) téleso urazi do
okam?ziku, v ném? je jeho rychlost nulova? Udélejte rozmérovou analyzu vysledku!

4.5.7. Jak vysoko vystoupi t&leso vrZené na Zemi svisle vzhiiru rychlosti vy (g je tihové zrychleni)?

4.5.8. Sikmy vrh na rovind. Jak daleko na roving doleti téleso vrzené pod thlem « rychlosti v (g je
tthové zrychleni)? Sledujte rychlost ve dvou smérech: v, ve sméru svislém a v, ve sméru vodorovném.
Pro jaky tihel o doletf nejdale?
Obsah obrazcil v roviné
4.5.9. PRIKLAD. JestliZe pro dvé spojité funkce f a g plati

g(z) < f(z) pro viechna &isla z € (a,b), (*)
potom obsah rovinného obrazce tvofeného body (z,y) € E?, které spliuji

{@y) :aeb, 9@ <y < @)
je roven ,
| (@) - g(@) s

Ponévad? kiivky y = z? a y = /= maji dva spole¢né body (0,0) a (1,1), volime g(z) = 22 a f(z) = =.
Potom funkce f a g spliuji (*) na intervalu (0, 1) a obsah obrazce omezeného kiivkami y = z? a y = /T
je proto roven

[ Wa-)a=1.

4.5.10. Najd&te obsah obrazce omezeného kfivkami:
a) y=1-2% y=-22>,2=0,2=2, b) y=22%-2-2,y=4+2c 2%,
¢) y=22+1,y=3+z—2%, d y=2"+z-3,2z-y+3=0.
4.5.11. Najdéte obsah obrazce omezeného osou z a k¥ivkami:

a) y=2-vzr,z=9, b)

4.5.12. Spotitejte obsah obrazce v E? tvoreného body {(z,v) I 0<z<2,0<y<1+[z*~1]}.

y=khz, z=2e.

4.5.13. Napiste rovnici teény funkce f(z) = 2+ In(z + 1) v bodé s z-ovou soufadnici ¢ = 0. Spoéitejte

obsah obrazce omezeného popsanou te¢nou a kfivkou y = z2.

4.5.14. Najdste obsah obrazce omezeného k¥ivkou y = 4 — 2, teénou k této k¥ivce v bod& (1,?) a

pfimkou z = 3.

Délka kiivky

4.5.15. Vysvétlete, pro m4 vzorec pro délku k¥ivky y = f(z), « € {a,b), tvar

/ ' TP s

a) Spotitejte délku dsecky, kterd spojuje body 4 = (21,¥1), B = (22,y2) - Pro jednoduchost pfed-

pokladame, 7e 1 < z2.

b) Spoéitejte délku kiivky y =Ilnz, z € (%, V3).

c) Spoéitejte délku kiivky y = %xz mezi body se soufadnicemi z = —1 a z = 1. Potfebnou primitivni :

funkci naleznete v Gloze 3.1.5.a.
d) Spoditejte délku étvrtiny kruZnice poloméru R.
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Objemy a povrchy téles

4.5.16. Cavalieriho princip. JestliZe hodnota S(z) je rovna obsahu fezu télesa rovinou kolmou na
osu z, potom objem télesa vytatého dvéma rovinami kolmymi na osu z, které protinaji osu z v bodech
se soufadnicemi £ = a, £ = b, a < b, se rovnj

/:bS(a:)d:c.

a) Spotitejte objem koule o poloméru R.

b) Spotitejte objem obou ¢asti koule poloméru R, na které je koule rozdglena rovinou, jeji# vzdalenost
od stfedu koule je rovna poloving poloméru R. Spravnost vypoctu ovéite settenim obou vysledki.

4.5.17. Vysvétlete, pro¢ ma vzorec pro obsah plochy, ktera vznikne rotaci kiivky y = f(z), = € {(a,b),
kolem osy z tvar

b
%/ﬂ@ﬁTFEM-

Spoéitejte povrch koule o poloméru R.

4.5.18. Z koule poloméru R je rovinou oddélena kulové tse¢ vysky v. Jaky je jeji objem V? Jaky je
obsah S jejtho plasté?

4.5.19. Pouzijte vysledek pfedchazejictho cviteni a odvodte vzorec pro obsah S plasté kulové vrstvy
vysky v vy¥iznuté z koule poloméru R. Je na tomto vzorci néco prekvapujiciho?

2 xz

4.5.20. Paraboloid vznikne rotaci symetrické &4sti paraboly kolem osy. Spoéitejte objem V paraboloidu
s vyskou v a polomérem zékladny r. Spotitejte obsah S platé takového paraboloidu.

4.5.21. Napidte rovnici elipsoidu v E* (v proménnych z, y, 2), ktery vznikne rotaci elipsy

2 2
L
a b2

kolem osy x. Spoitejte jeho objem V. Obsah plochy v obecném p¥ipadé nespoditite.

4.5.22. Napiste rovnici hyperboloidu v E® (v proménnych z, y, z), ktery vznikne rotaci hyperboly

2 2

¥ oz

w gt

kolem osy z. Spotitejte objem télesa, které je omezeno popsanou plochou a rovinami x =0 a z = 3a.
Na zaveér

4.5.2:?. Odvodte obsah S kruhu polom&ru R ze vzorce pro délku kruZnice tak, e kruh rozdélite na
»velmi Gzka“ mezikrusi,

:°5-?4- Odvodte objem V koule polom&ru R ze vzorce pro obsah povrchu kulové plochy (sféry) tak, Ze
ouli rozdglite na ,velmi tenké* kulové wslupky“.

k&i;’f})’. h\lodni tok mé pﬁl}cruhovy I?rﬁfez poloméru R. Rychlost toku je nejvétsf na hlading uprostied,
DulgvéaSOdEOt}l v, a klesd kvadraticky s tim, jak se pfiblizujeme st&n& koryta. Rychlost na sténd je
S-wpocitejte pritok ¢. Jaky je podil tohoto pritoku @ a pritoku Qg za podminky, %e rychlost
V prufezu toky je homogenni (v3ude stejna) a rovna v?

|

e o
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Reseni.
2m . .
4.5.1.b) T = 2&, stfedni hodnota je 4 fOTf(t) dt = 42 [V sinwtdt = & 02” sinzdz=0.

. = 2 om 2
c) St¥edni hodnota kvadratu funkce je 7—11: fOT FP)yde = Az—i;" fo“ sin? wtdt = i,;; o Tsin? zdz = A—z- .

Odmocnina z tohote vyrazu je ‘%@: (ve fyzice se nazyvéa efektivni hodnota veli¢iny popsané funkei f;
napéti nebo proud jsou vhodné piiklady).

4.5.2. a) fow P(z) dz, kde w je maximalni vk, tj. vek, pro ktery plati: z > w = P(z) = 0.

0 proz <0,
w 2 g P(z)dz "2 P(x) de P(g)de
p) b 2P@dz fmlu @dz fm:) @ds ) = L0 e 0,
Jy P(z)de [o. P(z)dz Jy P(z)dz Jy Peeyde
1 proz > w.

4.5.3. a) tz_—l-t—f :12 p(t) dt. b) p(t) = po(1 — -}t), %po. c) %po = 0.83po. d) —2—ﬁl—2—p0 = 0.72pg . ) Grafy
funkef popisujicich produkei spojuji dva stejné body. Graf je konkavni v p¥ipad¥ c), linedrni v b) a
konvexni v p¥ipadé d).

4.5.4. Stfedni hodnota rychlosti: E%E :12 v(t)dt. Dréha v €ase t: s(t) = s(t1) + fttl v(1) d7. Ano,

ponévad? podle predchdzejiciho vzorce je s(t2) — s(t1) = :12 v(t)dt.

4.5.5. v(t) = v(t1) + a(t — 1), s(t) = s(t1) + f:1 o(r)dr = s(t1) +v(t1)(t — t1) + 2a(t — t1)? . Stiedni

(priimérn4) rychlost je v(t1) + La(ty — t).

4.5.6. v(t) = 1(24 — at)t, rychlost je rovna nule v dase t = 22 ; 5(t) = fyu(r)dr = LA - ot

» AY s . » —- ——
uraZend driha je s(%) = %ﬁ—y ; rozméry konstant A4, a jsou [A] = ms™2, [a] = ms™3.

4.5.7. v(t) = vo — g, rychlost je rovna nule v Case t = %2 ; s(t) = fot v(t) dt = vot — 1gt?; vy¥ka
2

v¥stupu je proto s(*2) = ’2’4; .

4.5.8. v, = vcosa, vy = vsine, proto rychlost ve svislém sméru v &ase t je v(t) = vy — gt

a dréha s, ve svislém sméru je sy(t) = vyt — %gt? Odsud zjistime, Ze téleso se v Case t = -2—;'-’-

vrati do vodorovné roviny, z ni% bylo vrzeno. Ponévad? dréha s, (¢) za as ¢t ve sméru vodorovném

je s:(t) = fot vg dt = v,t, dostaneme dosazenim ¢asu pro délku vrhu hodnotu Lﬁ;’—z——q .

4.5.10.a) ¥, b) Z, c) §, d) 1. 4.5.11. a) §,b) 1 +2eln2.
4.5.12.8. 4.5.13. 2. 4.5.14. §. 4.5.15.b) 2 + 11n3. ¢) V2+In(1 +v?2). d) f(z) = VR? — 22,

z € (0, R); pfi integraci pouZijte substituci = Rsin g, ¢ € (0, i)y,

R R
4.5.16. a) 7r/ (R? —2?)do = $nR?. b) 7r/R
~R 2

4.5.17.47R?. 4.5.18.V = %mﬂ (3R —v), S =2nRv. 4.5.19. S = 2w Rv. Vzorec nezavisi na tom, kde

(R? — 2%)dz = ZnR? w/2

(R? - 2?)dz = IrR®.
) :

jsou v kouli fezy vedeny, ale pouze na vzdalenosti v rovin, které kulovou vrstvu vymezuji.
4.5.20.V = inr?u, S = &5 ((r* + 4?%)% —13).
45.21. % + B4 =1, V = drab?. 4.5.22. L5 — 2 =1, V = 12rab?.

4.5.28.5 = [Fonrdr = wR?. 4.5.24. V = [[ 4mr®dr = 47R?. 4.5.25. Q = 1nR%, Q : Qu = }.

‘ 4.6.4. Jak zvolit «, aby funkce
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4.6. Integraly v pravdépodobnosti

4.6.1. Bud X spojitd ndhodnd veli¢ina s hodnotami v intervalu (~co,00). Funkci f nazveme husto-
tou pravdépodobmnosti spojité ndhodné veli¢iny X (stru¢né hustotou ndhodné veli¢iny X), kdy# se d4
hodnotou f(€) 6 ,velmi dob¥e“ vystihnout pravdépodobnost, s jakou ndhodn veli¢ina X nabyva hodnot
2 ,malého” intervalu (§ — 36,& + 36). V mlhavych terminech se d4 ¥ici, Ze aproximace této pravdépo-
dobnosti je tim lepsi, ¢im je délka zminé&ného intervalu — tedy 6 — mengi. Rozdélenim intervalu, v ndm?
se hodnota ndhodné veli¢iny m4 pohybovat, dosp&jeme limitnim procesem k vyjadieni pravdépodobnos-
ti P(a < X < b), s jakou nédhodné velifina X nabyva hodnot z konetného intervalu (a,b), a < X < b.
Tato pravdépodobnost se vyjadii integrilem

b
P(a<X<b)=/ f(&)yde.

Proto pro hodnotu distribuéni funkce F(z), kterd vyjadiuje pravdépodobnost, ze hodnota ndhodné
velitiny X je mensi neZ x, plati

Fz) = P(X < 2) =[ £(6) de.

Pokud pro danou ndhodnou veli¢inu existuje hustota, je P(X = a) = P(z = b) = 0, a proto viechny
nasledujici vyrazy maji stejnou hodnotu: Pla < X <b), P(a < X <b), P(@a< X <b), Pla< X <b).

Napiste vjraz, ktery ukazuje, jak se li8i P(z — 16 < X < z + 16) od své aproximace f(z)4, 6 > 0,
jestlize hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X je popséna funkei f.

4.6.2. NapiSte vyjadreni stiedni hodnoty p a rozptylu (variance) o® ndhodné velidéiny X, pro kterou
existuje hustota f.

4.6.3. Jak bude vypadat hustota f pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X, kters se stejnou pravdépo-

nosti nabyvé hodnoty pouze z intervalu (a,b), a < b? Jak vypada distribu¢ni funkce F ndhodné

- veli¢iny X? Spoéitejte stiedni hodnotu a rozptyl X.

flz) = —

byla hustotou pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny s hodnotami v (—00,00)? Spotitejte p¥istugnou distri-
butni funkei.

4.6.5. Obecné momenty nghodné velitiny X s realnymi hodnotami a hustotou f jsou definovany vztahy

my, =/oo z* f(z)dz.

—00

Dokaite, #e pro rozptyl (varianci) plati 62 = my — m}.

4.6.6. Bud X nihodn4 velitina s hodnotami v (—00,00) a hustotou f. Jeji stfedni hodnotu oznatime

_arozptyl 02, Bud o kladné konstanta.

a)  Urete koeficient & tak, aby funkce f,(z) = £f(Z) byla hustotou n&jaké nghodné velidiny X,.

b)  Spotitejte stiedni hodnotu P a rozptyl 02 nahodné velidiny X,.

~Funkee f, je hustotou néhodné veli¢iny a.X . Srovnejte se cvitenim 4.6.22.

Refeni, 4.6.1. L L (f(&) — f(z)) d¢. 4.6.2. p = [ £f(©)dE, o = / (€~ w?f6)de.

2

- 4.6.3.
: 0 proz<a,
F(.’L’ = Z-a __a+b 2__(b—a)2
| ) . pro z € (a,b), p=—gm, 0t =
1 proz>b.

484, =
;y brh=2 Pz)= 2 arctg(e®). 4.6.6.a) k= 1. b) pta = aps, 0% = 002,




58 INTEGRALY V PRAVDEPODOBNOSTI

Exponencialni rozd&leni pravdépodobnosti

4.6.7. V Ease t = 0 mame fungujici (elektronické) zafizeni, ndhodnd veli¢ina X popisuje Zivotnost
takového zafizeni. Pravdépodobnost, Ze zafizeni selze az po uplynuti Casu ¢, se oznaluje Pt < X).
Pravdépodobnost, e zaffzeni selze v Casovém intervalu (t1,t2), je P(t1 < X < t2). Budeme se zabyvat
vlastnostmi ndhodné velidiny X, kdy% za jeji hustotu vezmeme tuto funkei s parametrem A A>O

At
Ae prot >0, (%)

f(t):{O prot <0.

Vyfeste tyto tlohy s pravé definovanou hustotou f (t>t1 >0):

o0
a) P(X<t)=PO0<X <t)=1—-e, b) P(t<X)=/ Ae M dr = e,
i

) Ph<X<t)y=e e, d PO<X)=1,
o 1
e) st¥edni hodnota p ndhodné veli€iny X je rovna p = / tf(t)dt = X
0

o0
1
f) rozptyl 0% ndhodné veliiny X je roven o? = / (t—pw)?f(t)dt = 3z
0

d
oo 4 o
g) Kolik je tgr& dtP(X < t)? Nakreslete graf ¢t = P(X <1).

4.6.8. POZNAMKA. Pravdépodobnost toho, Ze zafizeni, které fungovalo v &ase 7', neselze jefté po dalsi
dobu ¢t (podminéna pravdSpodobnost — nshodny jev spotivd v tom, Ze zaiizeni funguje po dobu T + ¢
oviem za podminky, Ze fungovalo po dobu T'), je déna vatahem (ktery je tfeba trochu rozmyslet)

P(T+t< X)
P(T < X)

Podle pfedchazejiciho vysledku vime, Ze P(t < X) = e~ Ize proto psat

P(T+t<X) M)
= =e .
P(T < X) e~ T

Vysledek ukazuje, 7e disledkem volby hustoty f podle vztahu 4.6.7.(x) je, Ze Zivotnost ma tuto vlastnost:

Y we

jestlize zaFizeni v jistém okamZiku funguje, je z hlediska dals{ Zivotnosti stejné dobré jako za¥izeni nové.
4.6.9. PozNAMKA. V piedchazejicich cvidenich jsme poéitali integraly

O
/ the~ M dt
0

pro k = 1,2. K jejich vypoctu jsme pouZili integraci per partes. Véc lze zjednodusit uZitim obratu, ktery
vychézi z jednoduchého vztahu ,
o0
1
/ e Mdt = —,
0 A

ktery plati pro viechna A € (0,00). Tento vztah derivujeme podle A. Vlevo pfesuneme derivaci za
integra¢ni znameni (to neni samoziejmé operace, vynechat jeji ospravedinéni by si studenti matematiky
dovolit nemohli; my se tim vSak zabyvat nemtzeme). Nasobime —1 a jako vysledek dostaneme relaci

® At 1
teMdt = .
/0 ¢ e

MiZeme derivovat podie A déle a dostaneme, Ze pro kazdé kladné A a kazdé piirozené &islo k plati

® kAt k!
J[) t%e dt:)\k—;—l' (%)

4.6.11. b) g(t) = ._Mg__(e—/\zt - e—)\lt) . d) g(t) = A2t M

INTEGRALY V PRAVDEPODOBNOSTI 59

AR

4.6.10. Odvodte vztah pro k-ty obecny moment m; ndhodné velidiny X. Potom znovu spoéitejte
rozptyl.

4.6.11. Nahodn4 veli¢ina Y popisuje dobu Zivotnosti dvou zafizeni. Prvntho, jeho¥ Zivotnost je popsina
hustotou 4.6.7.(x) 8 A = Ay, a druhého, jehoZ Zivotnost je popsana hustotou 4.6.7.(%) s A = ), (stfednf
délka Fivota prvniho zafizeni je tedy 1/A; a druhého je 1/X;). Ndhodny jev spodiva v tom, %e pouZivime
jedno zafizeni po celou dobu, co funguje, a potom pouZivdme druhé zafizeni a% do doby, kdy prestane
pracovat. Nhodn4 veli¢ina Y popisuje celkovou dobu do selhani druhého za¥izeni.

a) Ukaite, Ze hustota g(t) ndhodné veli¢iny Y je pro ¢ < 0 rovna nule a pro t > 0 je déna vztahem

t
g(t) = )\1)\2/ e~ MT g= 2 (t=7) g
0

b) Spocitejte hustotu g(t) pravdépodobnosti ndhodné velidiny ¥ pro piipad A\ # As.
¢)  Ovdite, ze [ g(t)dt=1.
d) Spoéitejte cvi€eni b) a c) pro piipad stejnych hodnot A\; a Ay, pifeme Ay = Ag = \.

e) Jestlize Zivotnost prvniho zafizeni je vyjad¥ena ndhodnou veli¢inou X3, Zivotnost druhého zafizeni
ndhodnou veli¢inou X3, potom ndhodné veli¢ina Y je souftem dvou nédhodnych veli¢in X; a Xo,
Y =X+ Xs.

4.6.12. Pokud za hustoty pravdépodobnosti v pfedchazejici Gloze vezmeme obecné funkce f; a fo (nulové

 pro t < 0), ma vyraz pro hustotu ndhodné veli¢iny Y tvar

o(t) = /0 A falt = 1) dr.

Ukaite, 7e g se d4 zapsat také takto:

ot) = /0 filt — 1) falr)dr .

‘4:6.1.3. Ovéfte, Ze vzhledem k tomu, Ze funkce f, f, jsou rovny nule pro t < 0, je mo#né integrovat
pres interval (—oo, 00) a psét vyraz, ktery neni komplikovan p¥itomnosti koneénych mezi v integralu

9(t) = /:’0 filt — 1) fa(r)dr.

Integrély tohoto typu se nazyvaji konvoluéni integraly.

: . |

Re¥eni. 4.6.7. g) A. 4.6.10. Vztah 4.6.9.(x) nésobime )\, dostaneme my = f—k Ponévad? miizeme
Y . ; 1

pouzit vztahu 0% = my ~ mf, dfive odvozeny vztah o? = 5V dostaneme okam#ité dosazenim.

A1 — Ag

4.6.12. Substituce nové proménné u pomoci vztahu v = ¢ — 7.
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Normalni rozdéleni pravdépodobnosti
4.6.14. PozNAMKA. Hustota f,, normalniho rozdéleni ndhodné veli¢iny X se stfedni hodnotou u a
rozptylem o2, o > 0, je

f ( ) 1 - (z—p)?
) = e 202
e oV 2n

Hustotu normovaného (standardizovaného) normalniho rozdéleni (normalni rozdéleni s p = 0 a 0 = 1)

oznatime o, tj.

2

1 2

= e———e 7,
o(z) 5

Potom pro distribuéni funkci normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou p a rozptylem o2 plati

P(X<w)=/_ fu,a(g)dgz;-}ﬁ [ S5 de .

Oznatme @ distribu¢ni funkci normovaného (standardizovaného) normalniho rozdélen{

@(z)=\/—15_7—r/f w(&)dss———\/%/_z e de .

4.6.15. Ukazeme, Ze

x—-u)
=)

P <a)= [ fae)de=a(

Substituci v prvnim integralu nahradime proménnou ¢ proménnou 5 podle vztahu & = p + on. To
znamend d¢ = odn, dolni meze jsou pro obé proménné rovny —oo a horni mez, je% je 2 pro proménnou &,

pfejde na hodnotu (z — p) /o pro proménnou 7. Proto

fidnet 3

]. z _(5—#2 1 o _2 T —
P <a)=—= [ = [T T a=a(PE).
—00 —00

4.6.16. Ukazte, ze ® je rostouci funkce na intervalu (—o0, o), jejiz limita v bod& —oo je rovna nule.
Ponévadz & m4 byt distribuéni funkci rozdéleni pravdépodobnosti, musi také platit
lim &(z)=1.
300

Tim se budeme zabyvat v nésledujicim cvideni.
4.6.17. Ukdzeme, Ze

1 [ 2
\/—22/ e Tdr=1.
T Jo

Ponévad? primitivn{ funkci neni mozné vyjadiit pomoci elementérnich funkci, budeme postupovat jinak.
Hodnotu integralu oznatime I. Je to kladné &islo, ponévad? integrovand funkce je kladné na celém integ-
raénim oboru. Integral, ktery vyjadfuje I, miiZzeme zapsat dvéma zpiisoby, které se li§i pouze oznadenim
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roménnou . P . y . s .
p r nechdme probihat interval (0,0). Tim se nahote uvedeny dvojny integral pro I2 plevede

na tvar
1 R 2 Rt 2
2 = -1 _ -z _
27r/0 27re 2dr—/0 re” T dr=1.
Ponévad? hodnota I nemtize byt zdpornd, mame J = 1.

4.6.18. UkdZeme, %e st¥edn{ hodnota rozdélen{ & i j
: s pravdépodobnosti s hustotoy e
je roven 2 - tak jak dekdme. Jde o tyto rovnosti: e Jo xoma i & rozptyl

1 &) _ z—u)? 1 &) 2 )2
/_oo e~ 22 dz =y, / (z - ,u)2e’( 5t dg = o2
)

oV2lnr oVorn

Substituci = y + oy uplatnime na oba integraly. Prvni pfevedeme na

1 o0 2
E/ (b+oy)e™ = dy,
—00

ktery se roztrhne na dva. Prvni d4v4 druhy - jakoZto i Al 7 liché j
. s . # a druhy - jakoZto integrél z liché funkee — je 1o y
integral p¥ejde stejnou substituci na J6 roven nule. Druby

— e 7d
Wor /_ LY Y,
ktery je roven o2, poné&vad¥ se uzitim integrace per partes dokaze, e
1 e 2 1 o0 2
2 ¥ ¥
—_—_ ye T Tdy = — e"Tdy=1.
Vor Jo Y= Var ) Y
4.6.19. Ukazte, %e pro distribu¢ni funkei & normovaného normélniho rozdéleni plati:
_1
a)  9(0)=1. b) ®@@)-i=1-¢(-2).
To ukazuje, Ze graf distribu¢n{ funkce @ je symetricky vzhledem k bodu ©,3).
c) Pro vSechna z je ®(z) = 1 —®(-z), a proto tabulky funkce & uvadéji hodnoty pouze pro z > 0.
d) Kolik je hodnota derivace funkce & v nule? &) Nakreslete priibéh funkce & .
4.6.20. Ukaite, %e pro normalni rozdgleni se st¥edni hodnotou # a rozptylem o2, o > 0, plati:

a) P(a<X<b)=<I>(z);—”)——<I>(a;”). b)  P(X -yl <30)=28(3) — 1.

¢} P(X ~ul<a) =2q>(§) ~1. d) P(X-pl>a)= 2(1-@(3)).

:lf:iﬁéiZL Jai:l;:lo t\iyéve ozdvod’te, e P(]X -yl > kaz = 2(1—-®(k)) pro k > 0. Pro k = 3 se mluvi o pravidlu
et gma. Plati, %e ,(1 - ®(3)) = 0,0027. Pongvad# primitivni funkci pro vypolet ®(3) nenajdeme, je
rewa tvu'to h’odnvotu z1s£<a,’€ pomoci vhodného numerického vypoctu. Tento vypodet je v dnesni dobé kdy
g:glégc ;]e “tejm(?r na ijzderqn stole, véci vhodného programu (Excel stacf). V dobé, kdy tomu tak np,hyln,
Py 11 noby funkce P cerpatlly. 2 tabulevk. Byly také odvozeny pfiblizné vztahy, s jejich? pomoci se hodnoty

nkee @ daji ziskat nepiilis pracne s pomoci kalkulatky. Jeden z nich uvedeme. Funkce definovana
Vztahem [Abramowitz, Stegun, vatah 26.2.18, strana 932]

proménné. Tedy
I 1/°° ¥ dz = /w %4
= == e T dr = —— e T dy.
V21 J oo V2 J e Y

oo poo o242
?= 2—17;/ / e~ =3 dzdy ,
-0Q -0

coZ znamend, Ze se integruje pfes celou rovinu. Integruje se funkce dvou proménnych (z, y) —~e
2

ktera m4 stejnou hodnotu e™ T pro viechny body, které lezi na kruznici poloméru r se stfedem v podétku.
Kdyz tuto hodnotu vezmeme na mezikruzi vnit¥niho poloméru r a vn&jiiho poloméru r + dr, dostaneme

Proto jejich souéin je roven

_2249?
2 2

7‘2 . s r 1% ’ 4
k celkové hodnoté integralu piispévek 27re~ % dr. Rovinu - cely integraéni obor — vyderpame tak, Ze

P@) =1-3(1+c1z+ c20® + cga® + cazt) ™4 |
V né€my konstanty maji hodnoty

c1 = 0.196854 , ¢y = 0.115194 , ¢5 = 0.000344 , ¢4 = 0.019527,

; S Z 2. . °
€ d4 vzit za dobrou aproximaci funkce ®, pondvads plati

[®(z) — P(z)] < 2.5- 104 pro viechna z € (--00,00).



