62 INTEGRALY V PRAVDEPODOBNGSTI

Spo&itejte na kalkulatce ®(3). Polynom pro vypocet P(z) uspotéadejte takto (Hornerovo schéma):

(((caz + e3)z + )z + )z +1
a postupujte zevnitf ven — zatnete c4x a jednitku piictete az v posledni operaci.
4.6.22. Ukaite, e ma-li ndhodn4 velidina X s normélnim rozdélenim stfedni hodnotu p a rozptyl o?,

potom ndhodnd veli¢ina Y = aX + f s libovolnymi konstantami « a B > 0, mé normdlni rozdéleni se
stfedni hodnotu au + § a rozptylem a?o?. Srovnejte se cvifenim 4.6.6.

4.6.23. Ze vztahti nahote uvedenych vidime, Ze pro kazdé kladné &islo o plati
1 /°° _ =2 4

— e Zdz=o0.

V2r J-oo

Derivujeme podle o obg strany rovnosti, ndsobime o®

a méme
—-1—/00 mze_i% dr =o®. (%)
Vor Joo

Dosadime o = 1 a dostaneme vysledek, k némuZ jsme ve 4.6.18. museli pouZit integraci per partes.
Odvodte vztahy pro momenty néhodné veliiny s hustotou fo,, — norméalntho rozdéleni s nulovou stiedni
hodnotu —, tj. spoditejte integraly

1 L a2
my = / e 2.7 dx.
(e} 27 —00

Reseni. 4.6.19. a) Integrand v definici funkce @ je funkce sudé. Proto integral p¥es (—o0,0) je

roven interalu pies (0, 00), a kaZdy z nich se proto musi rovnat % b) Vztah bude dokézén, jakmile se
zjisti, ze ®(z) + ®(—z) = 1. V integralu, ktery dava ®(—z), pouZijeme substituce £ = ~y, kterou se
integral pies interval (—oo, —x) pfevede na integrl pfes (z, 00). Proto miiZeme psat

<I>(m)+<I>(—a:)=—\/12=—7;/_ e‘ngd£+7;=ﬂ/ r‘%g:#/_ S de=1.

Tim jsme vztah dokazali. d) —=.
4.6.20.a) P(a < X <b) = P(X < b) — P(X < a); coz je rozdil distibu¢ni funkce v hodnotach b a a.

4.6.21. Priblizna hodnota po zaokrouhleni na pét desetinnych mist je 0.99842. Presnd hodnota
zaokrouhlen4 na pét desetinnych mist je 0.99865. Rozdil je 0.00023, coZ je ve shodé se shora

uvedenym odhadem pfesnosti aproximace.

4.6.22. Tvrzeni vyplyva z této série rovnosti:

a:——,B)

P(Y<z)=PlaX+B<z)=P(X < =

:q,(f—_&__ﬁ:_“)

2

=q>(“’" (au+ﬁ)) _

oo
4.6.23. Pro k liché integrujeme lichou funkci, proto dostaneme my, = 0. Pro sudé kladné indexy,
vyjadiené ve tvaru 2k, k kladné, se vysledek dostaneme tak, Ze vztah (*) postupné derivujeme podle o
a nasobime o3. Pro k > 1 zjistime, Ze

2%k)!
mar=1-3- ... -(2k—1)02"=%—k—]3T02’°

Vyraz za poslednim rovnitkem mé smysliprok=0ak=1.Davimg=1ams = a’.
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FUNKCE DVOU PROMENNYCH

5.1. Funkce dvou promé&nnych; zakladni pojmy

?.1.1. PRIKLAD. Defini¢ni obor funkce dvou proménnych A
je podmnoZina E2. Pro funkci
1

flz,y) = ﬁ

je definiéni obor roven mno¥iné
D(fy={(z,y) e B> | * +1 >z} .

Jestlize chceme mnoZinu D(f) graficky zachytit, kreslime
obrazec v roving. Cést pat¥ici do D(f) Srafujeme. Pokud =
Casti omezujici kiivky, které tvo¥f hranici obrazce, patii
(resp. nepatii) do defini¢niho oboru, kreslime tyto Casti
plnou (resp. pFerugovanou) &arou.

Y

5.1.2. Najdéte a natrtnéte definiéni obor a zjistéte, zda funkce je na D(f) omezen4 shora a zdola:
) f@y=hE+a’-1), b)  f@y)=Vi- y, ©  floy) =)

z? oy +y2’
vy +1 y+1 1

e e) f(:l:, y) =4 f ) = )
Vi-2 o ) flz,y) VSTt
g) f(z.y) =m@36-4c"-9"), B) fly) =y~ G+, )  floy) =Va- 47,

i ey = <x+1)3—y+—%, ) floy) =i+t IE g,

Regeni.

5.1.2. a) funkce neni omezené na D(f) = {(z,y) € E? | y>1-2%},

b) funkce je omezend zdola a neni omezens shora na D( H={(zy) e E? | y<4-2?},

c) funkee je omezen4 zdola a neni omezen4 shora na D(f) = {(z,y) € E? l (z,y) #(0,0)},

d) funkce je omezend zdola a neni omezen4 shora na D(f) = {(z,y) € E? l T>2 Ay>-1},

e) funkce je omezens zdola a neni omezena shora, na definiénim oboru (jehoZ zapis je ponskud

nepfehledny) D(f) = {(z,y) € E? lz>2 A y> ~1}u{{zy)-€ B2 Fe<2nyg< =1}

f) funkce je omezen4 zdola a neni omezen4 shora na D(f) = {(z,y) € E* | y>8-2(z+ 2%},
72
9
h) funkce je omezend zdola a neni omezens shora na D(f) = {my) e B | y>(z+1)%},

g) funkce je omezen4 shora a nenf omezens zdola na D(f) ={(z,y) e B* | =+ v <1}
4 bl
i) funkce je omezen4 zdola a neni omezens shora na D(f) = {(z,y) € E? | —2<z<2n0< y}

j) funkee je omezen4 zdola a nenf omezens shora
na D(f) ={(z,9) € B® | > -1 A 0<y < (@ +1)},

k) funkce je omezena zdola a je taky omezens shora na D(f) = {(z,y) € E? | P+’ <dnz> 0}.
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5.1.3. Na piimce p;: 21 = ¢, Tz =t a na piimce py: #1 = 1, Tz = —1 sledujte pro t z prstencového okoli
bodu nula hodnoty funkce 22125

g(z1,22) = _x% T 22

a uka¥te, Ze limita funkce g v bod& (0, 0) neexistuje.
5.1.4. Pomoci poldrnich soufadnic £ =7cosA, x2 =7 sin X sledujte pro r z pravého okoli nuly hodnoty

2,2
funkce dzizy
:E% + 33%

a ukaite, Ze limita funkce h v bod& (0,0) se rovna nule.

h(zy,z2) =

5.1.5. Jak vypadaji plochy, které jsou grafy funkei

a) f(z,y)=2, b) flz,y)=1-=z, c) flz,y)=2-y, d) f(x,y)=1—w2—y,
e) flz,y) =27 f) fzy)=1-2* g flz,y)=y'-1, h) f(x,y)=42—y;
) fmy =2+’ §) f@y)=-2"-9%% K fey)=-¢, D fley) =y -2"7

5.1.6. Pro funkci f s defini¢nim oborem D(f) = E? definujeme funkci
p(t) = f(l'() +at,yo + bt) 9

kde (0, yo) je libovolny bod roviny a (a, b) je libovolny vektor délky jedna, tj. a?+b% = 1. Co pfedstavuje
funkce p?

5.1.7. Ukajte, Ze plochy ptedstavované grafy nésledujicich funkei jsou rotfa:éné symetrické vzhledem
k ose z; najdéte fezy ploch rovinami, které obsahuji osu z; jak vypadaji mnoZiny
)

{(z,y) € B* | f(z,y) =c}
pro rizné hodnoty ¢, kdyz

a)  fley)=22+¢?—-4, b)Y fley=vZ+E-2, ¢  fley)=hE-2"-y)?

(z,y) — 2* — ¢
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Refeni. 5.1.3. Pro ¢ # 0 plati 9(t,t) = 1 a g(t,~t) = —1, proto limita v bod& (0,0) neexistuje.

5.1.4. Pro 7 > 0 plati A(r cos A, 7sin A) = r2?sin® 2) . Proto [R(r cos A, rsin A)| < r2. Odtud vyplyva, e
limita funkce A v bodé (0,0) je rovna nule. 5.1.5. k) Plocha je na obrazku. 5.1.6. Graf funkce p je fez
plochy z = f(z,y) rovinou, kter4 prochézi bodem (o, Yo, f(0,%0)) a jejiz norméla je (b, —a,0). Tato
rovina je rovnob&%n4 s osou 2.

5.2. Parcidlni derivace jednoduchych funkei a Jjejich uZiti

5.2.1. Rozhodnéte, zda dan4 funkce je na svém definiénim oboru omezena, zdola (resp. shora); spoéitejte
vSechny prvni a druhé parcialni derivace a uréete otevienou mnozinu (, na které jsou derivace spocitany;
potom dosadte do diferencidlniho vyrazu:

a) f(x,y)=-1+a?—2y—\/m—', fa::cfyy"fa?yy
b) f(@y) =n(@® +y?) , foo+ fuu,
c) f,w) = Vasind | af, +yf, .

5.2.2. Rozhodnéte, zda dand funkce je na E? omezena zdola (resp. shora); spoéitejte vSechny prvni a
druhé parcidln{ derivace a potom najdéte lokalni extrémy:

a) f(w,y)=x3—y2—2:vy—:v, b) f(x,y)=$2—2xy2+6y2+2w,

c) f(z,y) =zy(6 -z —y), d) f(@,y) = 22% — 2y® + 522 + 42,
2

e) f@y) =2 -2y° -3z + 6y -3, f) f@y) =aye” T

5.2.3. Spotitejte viechny prvni a druhé parcidlni derivace dané funkee a urdete otevienou mnoZinu O,
na které jsou derivace spoéitény; potom najdéte vSechny lokélni extrémy dané funkce na mno#ing © a
pokuste se ukézat, Ze jsou vlastng globalnimi (absolutnimi) extrémy:

a) F(@y) =20 + 8z +y® — 2y, b) fl@,y) =3a% — 2\ G +y — 8z +8,
c) f@y) =yvo - y* —z + 6y, d) f@y) =28y - 22> + 2z —y.

5.2.4. Ujasndte si tvar kiivky z = 24— 222 = (2~ 1)?—-1. Potom si pfedstavte plochu z = % — 22 +y?
a popiste z ndzoru viechny jeji stacionarni body. Zévéry ovéite vipodtem.

5.2.5. Diferencisl funkce f proménnych z, y v bodé P = (z0,%0), v ném¥ m4 funkce f spojité obé
parcidlni derivace prvniho f4du, je dén vyrazem

1) 15}
df = gg(zo,yo) dz + 5‘5(%,?/0) dy.

Jestlize chceme také zachytit bod Pa piirdstky hg, loy proménnych ; v, pieme

AFP)hesh) = 5L @0,00) e+ L 0,000y

Diferencial vyjad¥uje linedrni (v p¥irtstcich hg, by proménnych z, y) p¥iblizen toho, jak se zm&n{ hodnota.
funkee, kdyZ z bodu (z, yo) postoupime do »blizkého bodu (zo +hs, yo + hy). Piesnd Fedeno, oznadime-li

R(z0,y0)(he, hy) = f(zo + hayyo + hy) = f(zo,40) — (g—iﬁ(wo,yo) he + g“g{‘(wo,yo) hy) ,

plati im |R(z0,y0) (ha, By)|

(ha,hy)—(0,0) ,h?, + h%

=0.
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Najdéte diferencial funkce f v daném bodé pro .
a) f(z,y) = 2z + 3y a obecny bod, b) f(z,y) = 3(z® +y*) a obecny bod,

0 Sy =gy, 0w =(-12), QS = g @) = @),

5.2.6. Najdéte normalovy vektor 7ip, ktery svird s kladnym smérem osy z ostry tihel, a obecnou rovnici
te¢né roviny v bodé P = (z, ¥, 20) plochy 2z = f(z,y) pro

a) f(way) = wyz 3 (x07y0) = (“2: 1)7 b) f("l:, y) = xz + 92 ) (anyO) = (070)7
C) f(ﬁ,y) = xem2y ’ (x();y()) = (—1,0), d) f(w,y) =xY + 2z — Y, (:DanO) = (1a _2) .
5.2.7. Pro funkci f, kterd ma n nezdvisle proménnych a kterd ma v bod& (z1,...,z,) viechy parcidlni
derivace prvniho ¥4adu, je gradient Vf v bod& P = (z1,...,2,) definovan vyrazem
of of
Vf(zl,. ‘e ,.’Bn) = (5;1‘(931,... ,xn),.. .y -aw—n(ml,.. .,.L‘n)) .
Spotitejte gradient pro
z2y+2
a) f($,y)=$3y2,‘y+1,P=(1,1), b) f(il?,y)‘-:e ‘ 7P=(27_1),

) f@y) =}t@I+a3+a3) aobeenybod P, d)  f(,y) = cos((r-a)(y+1)) , P =(}m,0).

5.2.8. Najdéte derivaci funkce f(z,y) = 5z%y —Mz — 2y v bodé P = (1,1) ve sméru 3, ktery jde z
bodu P do bodu Q = (4, 5).

5.2.9. Najdéte derivaci funkce f(z,y) = 2%y v obecném bodé P = (z, y) krunice se stiedem v potat-

ku O = (0,0), ve sméru &, ktery je ke kruZnici tetny a je v souhlase s kladnym smérem obé&hu kruZnice.

5.2.10. Najdéte derivaci funkce f(z1,%2,23) = 3(23 + 23 + 23)

a) v obecném bodg& P = (z1, %3, z3) ve sméru §, ktery jde z bodu P do potitku O = (0,0,0), P # O,

b) v obecném bodé P = (1, 29, 23) ve sméru &, teéném ke sféte, kterd m4 stfed v poéatku O = (0,0,0)
a prochazi bodem P.

5.2.11. Najdéte minimum a maximum funkce f na kompaktni mnoziné M, kdyz

a) flzy)=2+y’—do-4y, M ={(z,y) | 0<2 <2, 0<y <3},

b)  f(z,y) =32 —bry + 9% — 65— 6y, M = {(z,9) | 0<2 <3, 0<y < 4},

c)  fl@y) =22 +1)-2zy—2z, M ={(z,y) | 0<2<2,0<y<2}.

5.2.12. Najdéte minimum a maximum funkce f na kompaktni mnoziné M, kdy%

a) fly)=2+y*—zy+z+y—-1 a M jevymezenaz+y+3=0,z=0,y=0,

b) flz,y) =2z + 1)y a M jevymezenay =z2~4 ,y=0,

c) flz,y) =2zy + 3z — 12y a M je vymezenaz =y2, z = 4.

Reseni.
5.2.1.a) O = {(z,y) € E? I 0<zA0<y}U{(z,p) € E? | z < 0Ay < 0}, funkce neni

. . of _ y of _ z  Of _ ¥
omezend zdola, ani shora, 55(:1:, y) =1 355 By (z,y) = -2 N (z,y) = e
azf ""]. 82f 372 2
—_— = L e - =0 ¢}
axay(m)y) 4\/@7 6y2 fB, y) 4(.’)}:{!)%’ fza:fyy f:z:y na )
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b) O = D(f) = {(z,y) € E? ] (z,y) # (0,0)}, funkce neni omezena zdola, ani shora,
of 2r  Of 2y  O8%f 2(y?* - 2?) 082
@) = o () = s, S gy = 2 2T O =
dz ) z? + 42’ Oy (2,9) - 22 +y?’ 9a? (2,9) (22 +y2)2’ Bz0y (2,9) = (22 +y2)2°
2 ey =288
A (22 + 422
) O = D(f) = {(z,y) € E* | 0 < z}, funkce nen{ omezens zdola, ani shora,
aof 1 y 0 Yy y P44y oy
z 7

1 y Of 2f
——(z, = e gi0 S e = P = -_—
f)aa;; v) 203 T 3% Oy (z,9) 3 S a2 (@,9) = §% T dz

Ozdy

5.2.2.a) O = D(f) = E? , funkce neni omezen zdola, ani shora, fi(z,y) = 322 — 2y — 1,

Jo(2,9) = —2(z + y), foulz,y) = 6z, foy(z,y) = -2, fyy(z,y) = —2, staciondrni body jsou

A =(-1,1) - lokélni maximum a B = (3,=1%) — sedlo,

fq;z+fyy =0na O,

] 1
(z,9) = %smg — —3 COS _3{,
2 T 2 g

ﬁ—(z )—;lsiny f =1
ZL'% ayz 'Y _w% IL”m z‘+yfy"‘§fna‘0

b) O = D(f) = E? , funkce neni omezens zdola, ani shora, fz(z,y) = 2(z + 1 - ¢?),
fy(‘z)y) = _42’7'(3: - 3)7 fm(ﬂ?,y) = 27 fzy(z'; y) = —4:’!’ fyy(x:y) = -4z + 12’ staciondrni bOdy jSOU
A = (-1,0) - lokdlni minimum, B = (3, 2) - sedlo a C = (3, ~2) - sedlo,

¢) O = D(f) = E? , funkce neni omezend zdola, ani shora, f(z,y) = y(6 — 2z — y),
..fy(a%y) = $(6 -z "’2y?, f:c:c(xv y) = —2y7 fmy(xr y) = 2(3 -z y): fyy(xa y) = _2‘7:: staciondrni bOdy
jsou A = (2,2) ~ lokalni maximum a B = (0, 0) — sedlo, C' = (6,0) - sedlo, D = (0,6) - sedlo,

d) O = D(f) = E? , funkce neni omezen4 zdola, ani shora, f(z,y) = 62® — y? + 10z,
:fy(x’ ?/) = ——2y(a: - 1’)) fzw(wﬁy) = 2(65” + 5): fzy(w, y) = _2y7 fyy(m:y) = —2($ - 1)7 stacionarni bOdy
jsou A = (0,0) - lokélni minimum, B = (1,4) - sedlo, C' = (I, —4) - sedlo, D = (—$,0) - sedlo,

e) O = D(f) = E? , funkce neni omezens zdola, ani shora, f;(z,y) = 3(z* — 1), fy(z,y) = —6(y* = 1)
fox(@,y) = 62, foy(z,y) =0, fuy(2,y) = —12y, stacionérni body jsou 4 = (1, —1) - lokalnf minimum,
B = (-1,1) - lokalnf maximum, C = (1, 1) —sedlo a D = (~1, —1) - sedlo,

2

£) O = D(f) = E? , funkce neni omezens zdola, ani shora, f.(z,y) = (z + 1)y T
2

b
2

_2

W@y) = ol =D 7, fra(0,9) = @+ 2y, fu(e,9) = ~(@ + D@2 - 17T,
-

fuy(@,y) = zy(y? — 3)e” " 2, stacionarni body jsou A = (-1,1) - lokéln{ minimum,

B = (~1,~1) - lokdln{ maximum a C = (0,0) ~ sedlo.

5.2.3.a) O = D(f) = E? , funkce neni omezens shora, fo(z,y) = 4(x + 2), fy(z,y) = 2(y — 1),

foa(®,9) = 4, foy(z,y) =0, Jyy(%,y) = 2, staciondrnim bodem je 4 = (=2,1) - globélni (absolutni)
minimum,

b) O = {(z,y) € E? [ 0 < y} , funkce neni omezens shora, f,(z,y) = 23z — \/y — 4),

_Vi-z -1
Jole,w) = S5 faa(,) = 6, fau(@9) = =, fuu(o,1) = —, staciondmim bodem je

A = (2,4) - globélni (absolutni) minimum,

¢) 0 = {(z,y) € E? | 0 <z}, funkce neni omezens zdola, f,(z,y) = g_;%%_/_i fy(Z,y) = vz -2y +86,

_ Y 1
fealz,y) = ppes foy(z,y) = T\/—x;’ fyy(z,y) = —2, staciondrnim bodem je 4 = (4,4) - globalni
(absolutni) maximum,

d) O = {(z,y) € E? | 0 <y}, funkce neni omezens zdola, fo(2,y) = 2(\/y — 22 + 1),

=z 1 -~
fy(@,y) = 7 L, faz(z,y) = 4, foy(z,y) = 75 fuy(z,y) = P staciondrnim bodem je

A= (1,1) - globélni (absolutni) maximum.
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5.2.4. Dv& globélni minima v bodech 4 = (-1,0) a B = (1,0), sedlo v bodé C = (0,0).
5.2.5. a) df = 2dz + 3dy, b) df = zdz + ydy, c)df =2dz —dy,d) df = —dz —dy.

5.2.6.a) P = (~2,1,-2), fip = (-1,4,1), s — 4y — 2+ 4 =0, b) P = (0,0,0), fip = (0,0,1), 2= 0
¢) P =(~1,0,-1), ip = (-1,1,1), s =y —2=0,d) P =(1,-2,2), 7ip = (0,0,1), 2 =0

5.2.7. a) V(P) = (3,1), b) VF(P) = (-1,2), €) Vf (21,72, 23) = (21,72, 23) , d) VF(P) = (1,—3m).

a —2?)
5.2.8. %i( ) = 6. 5.2.9. ’:(x, y) = -”5(-”5\/5:2-—__?5——

5.2.10. a) f(x1,x2,(l73) \/w1+w2+z3,b) (wl,xz,xg)

5.2.11. a) (mf?)lgM flz,y) = f(1,2) = -6, e f(a: y) = f(0,0) = £(2,0) =0,

b) min f(@)= f,1) =9, max fz.y)= 0,4 =120,
c)(mm flow) = f0,) = -2, max  f(y) =122 =
ma’.‘l

5.2.12. a) mm flz,y) = f(-1,-1) = -2,(m§.Lx f(@,y) = f(-3,0)= f(0,-3) =35,
b) min f(x,y>=f<1,—3)=—9, Jmax  f@y)=f-5,-F) =3,

C) o flz,y) = f(1,1) = =7, Jax, flz,y) = f(4,-2) =20.

5.3. Parcidlni derivace sloZenych funkci

5.3.1. Spotitejte viechny prvni a druhé parcidlni derivace dané funkce a uréete otevienou mnoZinu O,
na které jsou derivace spoditany; zjistéte, zda na mnozmé © jsou funkce omezeny zdola (resp. shora):

m

8  f@y=hG-22-1), b) g@)=c, ¢)  fl@y)=In(z"~2s-y),
5 fen=er 9 S =ae, H S =og,

® fen=0CY W fey= ln(f'-;;— #1), ) fy)=acg,

D sepmweZL, 0 =g, D fE =

W fep=VERy, o8 @)=y 0 ey =efT

1 1
= z,Y) = ————— .
p) f@.9)=—== T, q) f(=y) N e
5.3.2. Funkce g jedné proménné mé derivaci ve viech bodech intervalu (=00, 00), A je libovolné kon-
stanta. Ukaite, 7e funkce u(z,t) = Ae~% g(3t — 2z) vyhovuje rovnici

2 %E(:c,t) +3 gﬂ(m,t) = —10u(z,t) ve viech bodech (z,t) € E*.
t z
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5.3.3. Funkce g jedné proménné ma dvé derivace ve viech bodech intervalu (—o0,00), 4, B,a jsou
libovolné konstanty. Ukazte, Ze funkce u(z,t) = A g{z — ot) + B g(z + at) vyhovuje rovnici

0%u 6%

5 —(z,t) — a? Z(m,t) =0 ve viech bodech (z,t) € E2.

oz

5.3.4. Funkce f dvou proménnych z;, 2 mé v oteviené mno#ing G C E? derivace druhého #adu a kazda
z dvojice funkei gy, y2 jedné proménné ¢ ma dv& derivace na otevieném intervalu I. P¥itom pro kazdy
bod ¢ € I je (y1(t),y2(t)) € G. Vyjadiete prvni a druhou derivaci funkce h(t) = f(y1(t),y2(t)) podle ¢;
pfi zapisu vysledkid nevypisujte argument ¢ a vnit¥ni funkce derivaci funkce f. Pouzijte také indexd pro

¥y 2

oznateni derivaci, nebot takovy zépis je jednodussi.

5.3.5. Funkce g zdvisi na dvou proménnych (u,v) € E? a m4 parcidlni derivace druhého tadu ve viech
bodech. Na mista proménnych (u,v) dosadime funkce, které jsou pojmenovény ve shodé s proménngmi,
na jejichZ mista budou dosazeny. Tyto funkee jsou u =3z +2yav =z —y.

a) NapiSte vyrazy, kterymi jsou dény prvni dvé derivace funkce z(z,y) = g(8z + 2y, x — y) .

b) Spotitejte hodnoty prvnich a druhych derivaci funkce z v bodé P = (2, 1), kdy% znéte tyto
hodnoty derivaci funkce g v bodé @ = (4 3):

gu(Q) =3, gv(Q) ) guu(Q) =1, guv(Q) -2, gvv(Q) =3.

5.3.6. Funkce g m4 stejné vlastnosti jako v pfedchazejici tloze. Na mista argumentti (u,v) jsou dosazo-

vény funkce u =3z ~yav =22

a) Napiste vyrazy, kterymi jsou dany prvni dvé derivace funkce 2(z,y) = g(3z — y, 2?).

b) Spocitejte hodnoty prvnich a druhych derivaci funkce z v bod§ P = (3,5), kdy# znate tyto hodnoty
derivaci funkce g v bodé Q = (4,9):

9.(@) = -1, g‘U(Q) =1, guu(Q) =1, guw(@) = -1, g'uv(Q) =3.
5.3.7. Napiste diferencidl funkce f(z,y) = (22%y) v bodé (zo, 30) = (—1,2), kdy? vite, 7e ¢'(4) = —1.

5.3.8. Spoditejte tyto derivace vysgich Fada

o3 zyz smtn m.n e .
a) W e b} 537"‘—3?/"- z™y" pro pfirozend m,n,
ot z- 2y o3

c) d) Erem sin(zy?).

0220y? = + y’

5.3.9. Funkce g md dvé derivace na (—o0,00). Spoéitejte vSechny prvni a druhé parcidlni derivace
funkee f(z,y) = g(i) Dokaite, Ze plati 2? fo + 22y foy + y? fyy = 0 ve viech bodech (z,y), y # 0.

5.3.10. Funkce g proménnych u, v m4 dvé derivace na E2. Spoéitejte viechny prvni a druhé parcislni
derivace funkce dané predpisem f(z,y) = g(z +y, 22 + y?).
5.3.11. Funkce f md v bodé (zo,yo) derivace vSech radd.

a) Pro dvé redlné hodnoty h,, hy definujeme funkci g jedné redlné proménné ¢ vztahem

9(8) = f(mo + hat,yo + hyt) .
Spotitejte derivace vSech ¥adi funkce g v bodé ¢ = 0.

b) Znéme vSechny hodnoty vSech derivaci funkce g v bodé ¢ = 0, proto formalni Taylorova fada
déva toto vyjadieni: g(1) = > - o -‘L(%@. Pongvadz ale g(1) = f(xo + he,yo + hy), miZeme
pro obecny bod (z,y) z ,malého” okoli bodu (o, yo) ziskat aproximaci hodnoty f(z,y) tak, Ze
vezmeme h, =z — 9 a hy =y —yo. Potom je g(1) = f(z,y), a zmin&ni Fada vlastn& odpovids
hodnoté f(z,y). Provedte pro funkci P(z,y) = 2z% + 3y? + 2y a bod (%o, y0) = (1, —1). Piettéte
z odvozeného vyjddreni rovnici te¢né roviny plochy z = P(z,y) v bodé (1,1, 4).
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Reseni. ,

5.3.1.a) O = D(f) = {(z,y) € B* | * +y? <5}, funkee je omezens shora hodnotou f(0,0) = In5,
—2z of _ —2% Q_zi(m y) = -2(5+z2~y ),

zdola neni omezena, o —(z,y) = g—_-;——z, é—g;(x,y) i 7 5 ———————————-—(5 P

o f ~dzy o? f( ) = 25—z +y2)’

5oy =Y T G =) By (5 —a2—y2)?

b) O = D(g) = {(=, y) € E? | y # 0} , funkce je omezend zdola nulou, shora neni omezena,

? ~2(z +9%)

1 ~2 o9, . 1 By 0 M)

% (2,1) = Sote), Do) = “5aten), g0 = fro@) o) = o(e.9)
2 3
gg )= 2$(21:y+ y?) o(51),
- dola, ani shora,
O=D(f)={(z,y) € E* |y < (z~— 1)> ~ 1} , funkce neni omezen3 z

((i:?)f ( Z(w{——l) of | -1 8°f( )_~—2(:1: —2x+y+2)’
%(w,y) T -2 —y By BY) = 27—y’ Oz? (z2 ~ 2z — y)?

o f _ -1 O :__:1___,
6:1:6y($’y) T -2z —y)? Oy’ (w,y) (2 — 2z —y)?

d) O = D(f) = {(z,y) € E* | = # 0} , funkce je omezend zdola hodnotou nula, shora neni omezena,

d? 20+ +1)(y° +1)
6f< o = LD 1), D) = 2 o), Thto = BRI D s,
= S ) P ) = 2N ),

e) O = D(g) = {(z,y) € E2 | y # 0}, funkce neni omezen4 zdola,; ani shora,
z 2

f
6f(ﬂﬁ y) =y’ (z +y)e ,6 (fr y)—wy(—w+3y)e ' B 2(w y)*y(w+2y)e ,

Ox
2
>f 9 9 o2f _ z(z? —day +6y%) v
= (- +3 e,——-m‘,y)— e’
a:wy(af,y) (—2* + 2y + 3y°) 6;1/2( ”
af o 2emtY
£f) O = D(f) = E? , funkce je omezend zdola hodnotou —1 a shora hodnotou 1, gg(m,y) = m,
- e — 2 2e%tY(e” — e¥)
of —2e*tv 52 f | —2e"tY(e” —e¥) O°f _ ’
a_y(xyy) = (em +ey)27 EL‘E zay) - (em +ey)3 ’ 6$6y($’y) (em +ey)3
_ —2e"TY(e® ~eY) )
é‘&i(:ﬂ»y) - (e:B +ey)3 s
g)O=D(f)={(z,y) €E> | z>0 A z#1 A y>0}U{(:v y) € B* | £ <0 A y <0}, funkee
z+1 1 &f -z —-2r 41
neni omezené zdola, ani shora, %(m,y) = p pr eyt 8 ( z,y) = y B2 —=(z,y) = W’
a2f _ 2f _ ___1
( ’ ) 0’ ayz(x7y)"‘ yz?

h) O = D(f) = {(z,y) € B> | y >0} U {(z,y) € E? l y < —z°} , funkce nenf omezen3, zdola, ani

—z? o2 2(—2? + o? —22
shora, g{‘(mvy) = $22—j_y> g{;(ib,y) = m’ "a'?é(x’ ) = ((mQ +y):l2/)7 améfy( yY) = Wa
o f z2(z? + 2y)

T

i) O=D(f)={(z,y) € B> | y# 0}, funkce je omezen4 zdola hodnc;tou —-ima shc;ra, h(;dnotou im,
—2z é) zé —y

%(x:y) = iy2a gy( z,y) = 2 +xy2) 61:2( Y) = (.’1,‘2+yy2)2’ Bméfy(x’y) = my

52]‘ 2y

( Y) = @+
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i) O =D(f) = {(z,y) € E* | zy # ~1} , funkee je omezené zdola hodnotou — 1 a shora
1 of -1 -2z 8°f

of
—1- B —— = - —_— g ———
hodnotou 2™ 3 (w’y) 1+22’ 9 ( v) 1+ axz( ) = (14 22)2’° 920y B0y

z,y) =0,

k) O = D(f) = {(;v, y) € E? I y > -m3} , funkce je omezen4 zdola hodnotou nula, shora

, ., 0 —3z? 8 -1
omezend neni, b—f(w,y) = ~———~—2(z3 Y = -322f3(a,y), 8Jyf( yY) = %2(:03 Y = -113(z,y),
% f _ 3z (523 —~4y)) _ 3 5 % f _ 9z° — 9.2¢5
52z (@®Y) = REE I (5% — 4y) f5(,y), Doy @Y = M rgf = z,y),
o= =2pa,y)
6 5\Zs 4((1!3 +y)% 4 s Y )y

) O =D(f) = {(z,y) € E? | —y* <z}, funkce je omezens zdola hodnotou nula, shora

i 3 ﬁ - _._i___ = _.1r3 _6_‘i —Y 3
nenf omezend, o (5,0) = ooyt = ~H @, 5 @0 = 5y = P @),
62f — 3 — 325 a2f — 3y — 3 5
8:1:2( y) = m = 1 f(z,y), m(w»y) = m = 3yf°(z,9),
& f _ —z+2y?

@'(xay) - (.’l) + yz)_g = (—.'II + zyz)fs(xa y),

m)O={(z,9) € B> | 0<z A 1<ylu{(z,y) € B*| 2<0 A 0<y< 1}, funkce

je omezend zdola hodnotou nula, shora neni omezen4, gi (z,9) = 5 1,_.._2 ijny = %Iny Xz, y),

of ~1 ——ln2y 11,2

a. W = z,Y), ’ =~z -3 s/

ay(w y) = 2y\/m- (z,9) 3 2( z,y) = Haing)} 1iny [ (z,y)

&f 1 _ 1 1 —z?(1+2Iny) _ —2*(1+2lny) ,_,

69:83/ ($, y) = 4y\/:171n—y = Z— f (.’L’, y)7 ay2 (x,y) = 4y2(mlny)% = 4y2 f (517, y):

n) O =D(f) = {(a:,y)GEzlx>0Ay<O}U{(my)€E2|a:<0/\y>0} funkce je

omezend zdola hodnotou 0 a shora neni omezen4, %(z, y) = a%————w)% = ye2ov f3 (z,),

5y o0 = gy =2 ), She) = LI = gy oy i,
aizgy ) = (222 1)(1+ _(a;i;)?e%y)em = ((@oy +1) + (ay - 1)e*)e™¥ 3 (a,y),

) =TTy s g,y

(1-e2ev)}

4 N T .. Y e
0) O = {(z,y) € E? | 27 < y} , funkce Je omezena zdola hodnotou nula, shora neni omezens,

O gy = 2 = et L = S = sl
—(z,y) = - = s T, Y)
y — y W) = 5 = — /(.
32f (22\/1/——%5—31)8 A ¢ 2\/-' )
garlon) = LTSt s BT ey,
2f _ 21—y —2%)eVi = g(1-\/y—2?)
Bxay( y) = 2y — $2)2 2y - )3 f(z,y),
(I=F - )V _ 7T
8y2( ny) = 4(y — z2)} = iy - 22)3 f(=,y),
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p) O = D(f) = {(z,y) € E? I (z,y) # (0,0)} , funkce je omezend zdola

(z? +“2($y++yi)*»y2)% = ~(@+9)f*(y),

hodnotou 0 a shora neni omezen3, %(a:, y) =

L . x:/) BN

Y = GramraE - O TIEY)

) = B = e+ W)
T 2

52]’ 2($2 + 5.'17']] + 3y2) _ 2 2\ 25
= + = 2(z" + 5zy + 3y°) £ (z, ),
Ozdy (@.9) (22 + 2zy + 3y?)2 ( Y
82 6y(2z + 3y) _ 5
TS5\ Y) = 5 = 6y(2z + 3y)f (a:,y),
dy? (®:3) (22 + 2zy + 3y?)2 (

q) O = D(f) = {(z,y) € E* | 2* <y® + 1}, funkce je omezen3 zdola hodnotou nula, shora neni

omezens, 9 (z,y) = m = of%(,y), %(x,w = (1_—35;—3’;;/-2-)-— = —y/*(z.9),
%(x, y) = % = (2% + 2% - 1) f5(x,v).

534 5 = 2L vt + 2L uh, = forth + fea

&*h s f n O .

S WA AL i SOV V)
Hﬁ_axf % Ox2 & 8x1032 "1 71 T 8z 71 T Bzy 727

h" = fmlwl (yi)z + fmzmz (yé)2 + 2fw1mz yi yi + f-’ﬂl y;,, + f$2 yé’ M

5.3.5. a) 2y = 30y + Gu, Zy = 20y = Gu, Zzz = YGuu + 6Guy + Guv, Zry = 69uu — Guv — Gvu,

Zyy = 49uu — 49uv + Gou -

b) 2:(P) =7, 2y(P) = 8, 255(P) =0, 25y (P) = 5, zyy(P) = 15.

5.3.6. a) 2y = 394 + 229y, Zy = =Gy Zgx = 9guu + 1229y, + 437291111 + 26y, Zgpy = —3Guu — 2ZGuy,
Zyy = Guu . b) 25(P) = 3, 2y(P) = 1, 25o(P) = 83, 2z4(P) = 3, 2y(P) = 1.

36(x —
5.8.7. df(~1,2) = 4dz — dy. 5.8.8. a) (1 + 3zyz + a%y?#2)e”"" , b) minl, ¢) OE=Y)

(+y)»’
d) 2(1 — 22%y*) cos(zy?) — 10zy? sin(zy?) .
' '
g ~zg’ _g _ —(zg" +yg") _ z(zg" +2yg")
5.3.9.fw=—i’—,fyz—?—ﬁ-—,fm_.ﬁ,fmy_-—————gg————-——,fyy ————-—y4 .
5.3.10. f; = gu + 2zg,, fy = 9u + 2ygu, Jzz = Guu + 4TGuy + 4"72900 + 2¢y,
fa:y = Guu + 2(z + y)guv + 4Ty guy fyy = Guu + 4YGuy + 43/29% + 29, .

5.3.11. a) Pro derivace plati

= n 6nf(-’l70,y0) k —k
00 =3 () G wen
k=0
b) Pro hodnotu f(z,y) méme

o) n n
e =Y = < > (1) Fots) (o - o)t - yo)“-’“) .
n=0 k=0
Pro kazdy polynom jde o pfesné vyjidfeni; proto plati vztah
P(z,y) =4+3(@x-1) =5y +1)+2(z—-1)°+ (z - 1)(y + 1)+ 3(y + 1)
pro vSechny body (z,y). Rovnice telné roviny je 2 =44+ 3(z — 1) — 5(y + 1).
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5.4. Regresni primka
5.4.1. Je déno n dvojic (z1,41), . . . , (%n, yn) redlngch &sel. Témito dvojicemi jsou uréeny dva vektory & =
(®1,-..,2n) a T = (y1,-..,yn). Budeme pFedpoklidat, %e ani jeden z vektor Z a § nem4 viechny slozky

stejné. Hledame takové konstanty a, b, Ze hodnota funkce

n
2
F(a,b) =) (ys — azg — b)
k=1
je minimélni. P¥imka y = ax + b, v ni¥ a, b jsou &sla, pro kierd funkce F nabyva minima, se nazyva
regresni pfimka. Rovnice pro stacionarni body funkce F na E? jsou

n n
Z(yk—azk—-b)xk=0, Z(yk—axk-—b)=0. 1)
k=1 k=1
Oznatime ¥ (resp. §) aritmetické priméry n-tic z1,...,2, (resp. y1,... »¥n); Dro né plati

n n
NE=Y Tk, nf= Yk.
k=1 k=1
Druhy vztah v (1) je ekvivalentn{ se vatahem 3, _, yx —a > k=1 Tk — nb = 0, ktery uzitim aritmetickych
primért p¥ejde do tvaru
=7 -aZ. ' ()

Jestlize druhy vztah v (1) ndsobime %, dostdvame

Kdyz posledni vztah ode¢teme od prvniho vztahu v (1), ziskdme

> " (yx — azi — b) (w4 — F) = 0.

k=1
Jestlize sem ze vztahu (2) dosadime za b, dostaneme ihned

n

> (k= 7) — alz — 7)) (2x - ) =0,

=1
odkud pro hodnotu a dostaneme konetnd relaci

n n
a) (wx -7 = D —7) (@ —3). 3)
k=1 k=1
Zavedeme jet& dva vektory

X = (ml =T,..., Ty "'E) s ?2 (Z/l ~TyeesYn—=79),
s jejichZz pomoci lze vztah pro a zapsat ve tvaru

— -

alXP=X.7, )

i
kde | X | oznaduje délku vektoru X v E™ a X - ¥ skalarni soutin vektor X , ¥ v E". Abychom odtud
mohli vypoéitat a, je tfeba zajistit, aby lf | # 0. To je ekvivalentni s tim, 7e X # 0, a tento pfedpoklad
je splnén vzhledem k tomu, Ze predpoklddéme, Ze v posloupnosti z1, . .., z, nejsou viechna ésla stejna.
Ze stejného dtivodu je také ¥ # 0, a proto miZzeme definovat &islo

3 @ - 2) (v ~7)
k=1

il

sz -

?

By >_<¢

Ty

n

D@32 > (o - 7)°
k=1

k=1

e
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které nazveme koreladnim koeficientem zadané posloupnosl;i dvog;ic gml,yl), «vvs(Zn,Yn) . Ponévad? pro
skalérni soudin dvou nenulovych vektort X, Vplati X -V = | XY | cosp, kde ¢ je Ghel, ktery v E”
sviraji vektory X a ¥, vidime, ze Tzy = €08 . Proto |rzy| < 1. Koeficient a se najde ze vztahu (4), ktery
lze pFepsat pomoci korelaéniho koeficientu do podoby

— l?l ! (5)

a = — sz R
|X]
Koeficient b se potom urdi ze vztahu (2). Spotitejte 74y, @, b a rovnici regresni piimky pro dvojice bodd

a) (7? 6)7 (3’ 2)’ (6’ 8)’ (47 0)7 b) (374)’ (4’ 1)’ (6’ _-5)7 (7’ —8)7 c) (3’ 5)’ (1’ 2)7 (7’ 1)’ (9’ 4)'

5.4.2. Ukazte, Ze pro a plat{

n
5 Zxkyk'-nf_
XY k=1

— _‘2 73
P s
k=1

i}

a

5.4.3. Sledujte postup ¢asti 5.4.1 a pro dvojice (z1,¥1), ..., (Zn,Yn) odvodte vztahy pro ty veli¢iny a a
b, pro které nabyva funkce .

Sl 7 ~ 2

F(a,b) = Z(mk — @yg — b)

k=1

svého minima. Vzdalenost bodu (zg,yx) od piimky z = dy + b, je tedy méfena ,ve smérvu“ 08y T - na
rozdil od funkce F, v ni% vystupuje vzdalenost bodu (zx,yx) od pfimky y = azx + b mvé’rena ve sine’ru
osy y. Potvrdte, Ze ob& piimky prochézeji-bodem (Z,7). Potvrdte, %e pro rz, = *1 jsou pfimky totoZné.

5.4.4. Pri urleni regresni pfimky jsme vzali staciondrni bod (dvojici (a, b) spliwjici vztahy (1)) a n?staral'i
jsme se, zda se jedna opravdu o bod, v némZ funkce F' nabyva svého minima. Za pfedpokladu, Ze mezi

Cisly z1,...,2, jsou alesponi dvé riznd, lze ukizat, e
lim min{F(a,b) |r* <a®+ b} =c0. (¥)
r—00
Dikaz tohoto tvrzeni je pondkud komplikovany, a proto jej vynechime.
a) S jeho pomoci v8ak vysvétlete, pro¢ hodnoty a, b, které splituji (1), reprezentuji bod, v ném#
funkce F nabyva svého ostrého globalniho minima.
b) Dovedete si pfedstavit hladkou funkei dvou proménnych na E?, kters m3 pouze jediny stacionarni

bod, ktery je bodem lokdlniho minima, pfi¢em?Z funkce nenf omezena zdola?

F-%1,vnéms I je vektor, jehoZ

5.4.5. POZNAMKA. Vektor X miize byt také definovan vztahem X
viechny slozky se rovnaji 1.

5.4.6. Funkce u (resp. v) je linedrni v proménné x (resp. y), tj. v = k1z + g1 (resp. v = kay + g2). Ke

dvojicim (x1,91), ..., (Zn,yn) piifadime pomoci zminénych funkei hodnoty u; = kiz; + ¢ (resg. vj =
kay; +q2). Odvodte, jak souvisi korela¢ni koeficient dvojic (uy,v1), ..., (tn,vy) s korelaénim koeficientem

dvojic (z1,¥1), -+, (Tn,Yn) -
5.4.7. Napiste systém rovnic analogicky k (1) pro koeficienty kvadratické regresni kfivky y = az?+Bz+.
Minimalizuje se funkce

n
G(a7 )67 ’Y) = Z(yk - ax% - ﬂmk - 7)2 .
k=1
Jak vypadaji soustavy rovnic pro koeficienty polynomidlni regresni kiivky stupné t¥i a vy&stho?

ReSeni. 5.4.1.a) rpy =08,a=16,b= -4, y=3z-4,b)ryy = ~l,a=-3,b=13,
y=-3z+13,¢c)ryy =0,a =0,b =3,y = 3. 5.4.3. Pro hodnoty &, b madme vztahy
&!?]2 =X 17, b=7%— 4y . 5.4.8. Pro stfedni hodnoty plati & = k1T + q1 a T = kT + ¢o.
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Proto, kdy? pffeme @ = (uy,...,u,), 7 = (W1yee oy tn),je U =@ —a1 = B@E@E-z) =KX a
V=i-5T= ky (7 —71) = ke Y. Proto Tzy = Tyuy Sign(k; ) sign(ks) .

5.4.7. Koeficienty «, 8, v musf vyhovovat soustavé linedrnich rovnic

n n n
> (wk—azi —Bay - et =0, S (vx — 0z — Py —7)zr =0, > (v —ow} ~ Bap —) =0
k=1 k=1 k=1

5.5. Dvojny integral

5.5.1. PRIKLAD. Na ,rozumné* omezené souvislé oteviené mno-
Zin€ Q2 (ohraniené kone¢nym podtem tisedek a jednoduchych ob- k= /j
louk) mame integrovat funkci f, kters Jje spojitd na uzivéru
mnoziny ). UkdZeme, co se rozumi hodnotou dvojného integralu,
pro ktery se pouivé oznateni

// f(z,y)dzdy.
0

MnoZinu © promitneme na osu z; dostaneme interval (a,b), jak je zndzornéno na obrézku. Pro kazdé
tislo z € (a,b) oznadime Q, mno¥inu téch Y, pro které je (z,y) € Q. (To je kolmy pram&t na osu Y
priniku mnoZiny ) a pfimky rovnob&#né s osou Y, kterd je vedena bodem z.) Na obrazku je mnozina
tvofena intervalem (d(z), h(z)). To je nejjednodusdi piipad, nebot tato mnoZina mize byt slozit&ji, nes je
interval. (Kdyby $lo o rovnob&’ky s osou x, obrézek ndm poskytuje piiklad, v ndmz spole¢nd &ast takové
rovnobézky a mnoZiny ) miZe byt tvorena dvéma intervaly.) Obrézek viak p¥edkléds velmi jednoduchy
piipad (a jingmi se zabyvat nebudeme), v néms pro kazdé = € (g, b) je mnozina (), intervalem. Kazdému
takovému z pfifadime hodnotu

d(=)

Cand

a ® b

/ flz,y)dy.
2

Tim je definovéna funkce proménné z na, intervalu (a, b). Jeji integraci vzhledem k z dostaneme hodnotu
dvojného integralu. Plati tedy

/ f(-"’:y)dxdy=/ab</f(a:,y)dy)d:c.

i} 2,
Pii opatném potfadi prom&nnych je

d
Jf tenasa= ([ senas)a,
[+
0 Qy
kde ¢ a d jsou krajni body intervalu na oge y,-ktery-je-kolmym primétem mnoZiny G maosuy:
Hodnota integrélu je vysledkem limitniho procesu, ktery popifeme, abychom ziskali predstavu, demu
hodnota integrdlu odpovid4. Vezmeme dvé kladns (mald) &isla A, a A,. Soustava pimek z = jA,,

J € Z, (rovnob&nych s osou y) spolu se soustavou piimek y = kAy, k € Z, (rovnob&znych s osou x)
rozdéli rovinu na obdélniky

Oik ={(z,y) € B® | jA, <z < (j+1)A, A Ay <y <(k+1)4,}

s obsahem A A,. V kaZdém obdélniku Oj.k, ktery je ¢4st{ mnoziny Q, vybereme libovolny bod P, se
soufadnicemi (& x,7;,x) a vytvoiime &slo

g, A) = 3~ Fl&amie) Do By .
O;aC82
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Pokud je funkce f kladn4 na Q, toto &islo aproximuje objem télesa
{(z,y,2) € E3 [ (z,9) €Q A 0<2< f(z,9)},
pfi¢em? se objemu pfiblizime tim lépe, &im jsou &isla A, a Avy mengi.
Pro b&Zné oblasti se da ukazat, e existuje ¢islo I takové, Ze
Ve A6: (Ap <8) AN (Ay <) = [I(Az,Ay) - I|<e.

A toto &islo I je vyse popsany integral. ) .
Napiiklad pro oblast 2 tvaru ptlkruhu poloméru r, tj.
0= {(z,y) € B? | 2 +y*> <r? Ay >0},

a funkci f(z,y) = y postupné dostavame:

//ydwdy=/_:(/0 o ydy)dw=%/r[yz]Z::mdm=%[T(r?—x?)dngr?’.
Q0

bt

Je v8ak moZné postupovat i takto:

™

r A/ 1r2—-y? r s

yd:z;dy:/ (/ ydz)dy=2/ y\/Tz—yzdy=—§‘[(r2_y2)2] :%1‘3.
0 —y/r2—y? 0 0

Q

5.5.2. Pro G = {(z,y) | a <z < b,c <y < d} zapisujeme

1= [ sepieay= [ ([ 1 a)e= [*([ s =

= /b /df(w,‘y) dyd9{= U/f/abf(m‘,y‘) dzdy =
=/bda;/cdf(a:,y)dy=/iddy/{;bf(m,y)dx.

Pokud lze funkei f zapsat ve tvaru f(z,y) = fi{z)f2(y), pro integral plati
b d
1= [‘heds [ nay.
a (44
5.5.3. Najdéte hodnoty integralt a nakreslete oblasti, pies které se integruje:

1 x 1 pz 1 T 1 pz
11=/ dx/ my2dy=/ / zy? dydz | Iz=/ da:/ a:ydy:/ / zydydz.
0 x2 0 Jg2 0 z4 0 Jag*

5.5.4. Spoditejte //(a: —y)?dz dy, kde G je obdélnik {(z,y) |0 <z <a,0 <y < b}.

G
5.5.5. Spocitejte objem télesa omezeného plochami
a) z=0,y=0,22+y=22=0,2z=g, b) z=0,y=0,z+y=1,2=0,2z=2>+y¢?%
c) Yv’=rz=1,2=02=z, d) y=(+13,y=0,2=1,2=0,z=rz,
e) z=0,z+y?=4,2=0,2=1+1y?% f) y=z,y=2*-22,2=0,22==z,
g) r=0,y=0,2=0,3z+12y+42=12, h) z=4,y=0,y=+1,2=0,z=y,
i) z=4,y=0,y=+/%,2=0, 2=z, )] z=3,y=0,3y=xz,2=0, z = zy.

Refeni. 5.5.3. 1 = f, I = . 5.5.4. tab(24® — 3ab+ 2b%). 5.5.5.2) 1, b) &, ¢) £, d) 2,

) %0 5. e)2,h)4,1) %) ¢
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LINEARNI ALGEBRA

6.1. Gaussova eliminace, vektory a matice

6.1.1. Gaussovou eliminaci spoéitejte feSeni soustav linesrnich rovnic, feSeni zapiSte ve vektorovém tvaru
a udélejte zkousku:

a)  3p - 2y ~ 23 = 1, B 2 - y4= 4, ) 3y 4+ 2+ oy = 5,
2zy + w2 + 223 = 0, T+ y-2z=-1, 2y + 3y + Yz = 1,
4oy — @ — 223 = 6, 2z +3y - 2= 2, 2yr + y2 + 3ys = 11,

d) 3z — 2y 4+ 23 =3, © 2 + dmy — dz3 = 2,0 2 — gy + 25 = 3,
1

2z + 3z5 — 3z3 = 2, 52y + 18zs — l4z3 = g, Ty~ x2 + 3 =1,
3z1 — 1524 + 1523 = 3, 31 — 239 — 23 = -1,
g) 1 + 2x9 + 3z3 = 3, h) 3z + 839 + 43 — 334 = 0,
2y — Ty + T3 4+ x4 = 4, r1 + 2z — 323 + 334 = 0,
T + 229 + .’E3+2:L’4—'=—1, 1 + 4dxy — bx3 + 3z4 = 0,
Zy + 3x2 + 323 — x4 = 5, 3z1 + S5z2 + 223 — x4 = O,
D 2+ 2+ msAmtos= 1, J) 201 — 3x2 + 623 — 6zq4 + dzs = -5,
1 + 2x9 + T3 + x4 + 15 = 0, Ty + 2z3 + 323 + 4zy + 225 = 1.
Ty + Ty + 223 + 24 + x5 = ~1,

6.1.2. Najdéte vSechny vektory z E° kolmé na vektory
a) d =(1,2,1,2,1),d = (3,1,4,1, 1), b) & =(1,-1,1,-L1),d = (-3,3, -3,3,-3),
C) 61 = (3’ _'17 7; 0: _1)7 62 = (3) _27 57 —37 1)’ 5:3 = (1: —17 17 '—27 1)
6.1.3. Najdéte hodnotu parametru ¢ tak, aby posledni z uvedenych vektord byl linedrni kombinaci
pfedchazejicich, kdyz
a)  @=(1,2,3),7=(1,1,2), 7 = (£2,1), b)  §=(52-3),b=(23,-4),8=(4,-5¢),
¢ @=(1,~1,21),5=(21,-1,-1),&= (4,-1,3,1), d= (1, -4,¢,5).
6.1.4. Vy3etiime, zda vektory
@=(1,2,2,0), b=(1,2,1,-3), &= (2,3,4,-3), d=(1,3,—1,6)

jsou linedrng& z4vislé. Tak tomu bude v pEipadé, Ze existuji koeficienty ¢, ty, t3, 4 takové, Ze

t18 + t2b + 138+ tsd = 0 (%)
a piitom se mezi nimi najde aspoii jeden nenulovy. Rozepffeme-li vztah (x) po slotkich dostaneme
homogenni soustavu linedrnich rovnic pro koeficienty t;, 12,43, t4.

a) ReSenim této soustavy rovnic ovéite, Ze takové netrividlni fefenije £; =0, tp = -3,t3=1,¢4 = 1.
To ukazuje, 7e 3b — &~ d = 0, a proto vektory jsou linedrn& z4vislé.

b) UkaZte, ze pokud se rozhodneme vyjadtit vektor @ jako linedrni kombinaci vektord b, & a d, tj.
hledat ¢&isla u, v a w tak, aby platilo
ub + vé +wd = a,
nebude mit soustava nehomogennich linearnich rovnic pro koeficienty u,v,w feSeni. Tento vypo-
Cet problém linedrni zavislosti vektorti nevyfesi. Postup, ktery v kaZdém piipadé dévs odpovéd,
Je ten, ktery vychézi ze vztahu (x) a ktery vede k homogenni soustavé linearnich rovnic pro koe-
ficienty ¢1, 19, 3, #4 linedrni kombinace zadanych vektord.
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6.1.5. Rozhodnéte, zda uvedené vektory tvoii skupinu vektorl linedrné zévislych; pokud ano, vyjédiete
jeden z vektorti jako linearni kombinaci ostatnich (a ovéfte, Ze odvozepy vztah zadané vektory opravdu

spliwji), kdyz

a)  d=(1,2,-3,1),5=(-21,-1,2),8=(4,2,-3,5), d= (-4,3,-4,-1),
b)  @=(2,-2,2,1),5=(1,-1,1,1),&=(1,2,0,2),d=(21,1,2),

¢)  d=(35-24),b=(5213),¢=(113-2),d=(-1,2,-21),

Q)  a=(21,-1,2),b=(1,-1,1,-1),&=(3,-1,1,1),d= (2,-1,1,-2).

6.1.6. Ukazte, Ze vektory &, b, ¢ d v ka3dé z tschto skupin jsou linedrné zavislé, at vektory i, da, U3,
4 bereme jakkoliv, tfeba z prostoru R™ pro libovolné pFirozené n:

a) 622171—'32—1:24'2713-{-5174,52’111'{-1‘1:3,6:'&’24‘174,;:64,

b) 8 = 24 + 3dy + 4ids -+ 55Uy, 52 3 + 2 + U3, € = 1y + U4, cf: iy + s .

6.1.7. Najdéte hodnost matice

1 a1 as as 3 -1 1 2 2 2 2 1

0 1 by b 2 31 3 1 -2 -1 =3
a) 0 0 1 ¢}’ b) 3 40 1) ©) 2 -3 -2 -2

0 0 0 d 1 -1 1 2 3 1 1 2
6.1.8. Ctvercovou matici Y nazgvame antisymetrickou, kdyZ plati ¥ = -YT,

a) Ukaite, Ze pro libovolnou tvercovou matici A je matice X = A + AT matice symetrickd a mati-
ce Y = A~ AT je matice antisymetricka.

b) Ukaite, %e kazda ¢tvercov matice A je souctem matice symetrické a antisymetrické.

c) Ukate, ze diagonélni elementy antisymetrické matice jsou rovny nule.

d) RozloZte tyto dvé matice na soucet matice symetrické a antisymetrické:

111 9 -1 2
Ai=11 2 1], A=(3 8 -5].
1 -1 0 6 13 7

6.1.9. Oznatime F zobrazeni, které vektoru @ = (a1, as, ag) p¥ifazuje antisymetrickou matici typu (3, 3)

pfedpisem 0 —as a
F (a) ag 0 -1
—Qy ay 0

Cemu je roven soucin F(a@) b matice F(@d) a vektoru b € E3, kdy% vektor b chapeme jako vektor sloupcovy,
tj. povazujeme ho za matici typu (3,1)?
6.1.10. Procvidte si nasobeni matic tim, Ze ovéfite sprévnost vztahd

3 —4 -2 5 gi“; 6 1 3
7 -3 -3 -2||_ 2l={4 -0 -5},

1 2
9 -1 -2 3 > 5 4 1 -3 6
4 8 1 1 3 4 -4 1 5 —-30 43
5 -2 2 9 2 1 2|=|-1 25 14 -22),
2 3 -1/ \21 3 -2 1 5 -15 -3 13
6 2 2 -6 2 2 3\T 6 2 2 -6 N
12 -7 —4 -8\ (-1 1 —9 12 -7 -4 8| _ —2
15 10 7 10 =60 0 a1 =15 10 7 10] =03
9 2 2 -9 3 3 —2 9 2 2 -9 9

6.1.11. Ctvercova matice B m4 v prvnim ¥adku a na diagonale jednicky, ostatni elementy jsou rovny
nule. Popiste vysledek BA nésobeni matice B a matice A slovy. Matice A je libovolnd matice, pro kterou
je nasobeni definovéno. Jaky je vysledek ndsobeni CA, kdyZ C' m4 na diagonéle jednitky a jediny dalsi
nenulovy prvek je 1 na mists (4, k), k # j7 Jak vypada matice I, pro ni% DA je matice, kterou dostaneme
z A vzéjemnou vyménou ¥adkd ¢ a j? Jakym maticovym ndsobenim manipulujeme se sloupci matice A?
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6.1.12. Jsou déna €isla Ay = ~1, Ay = 2, A3 = 1 a 3est vektorli zapsanych jako matice typu (3,1):

(e (= ()

a) Spotitejte matice Py, P, a P definované takto: P, = VW, P, = V,W{, P, = VaWT .
b) Spotitejte matice P, + P, + Ps, P2, P, P? a P;P, pro j,k=1,2,3,j # k.

c) Spoéitejte matici A4, kterd je ddna predpisem A = M\ P; + A2 Po + A3 Ps.

d) Ovéite, Ze AV; = A;Vj a WIA=X\WT prokazdé j =1,2,3.

e) Spotitejte VW a WV pro j,k=1,2,3.

6.1.13. Jestlize vektory & € E™ zapisujeme jako sloupcové vektory, tj. matice typu (n, 1) lze skalarni

soucin vektordl & a i zapsat pomoci nésobeni matic #-7 = #7 . Pro matici M a vektory fl, f2 spodéitejte
matici @, kdyZ

Q=FTMA+FTMf, kie f = E=(PY m=(o
B2 c d
a vektory fl, f2 jsou dva kolmé vektory s délkou 1, tj. f f] (1) proj=1,2a f1 f2 0).

6.1.14. Spoditejte k-té mocniny téchto matic:

0 a 0 0O 1100
{00 a 0} o110
2) A4=10 0 0 o b) B=10 011
0 0 0 O 0 0 0 1
6.2. Determinanty, inverzni matice
6.2.1. Spotitejte determinanty
2004 2006 2005 2004 a b x i
2) |2005 2007 ) 12010 20090 © |-b al 9 15 5
3 -2 -1 4 2 -2 5 4 2 4 3 -2
e |5 -4 1|, £ 1 -1 4|, g |-6 0 -5/, h |5 6 3|,
7T 2 3 -2 0 3 6 -3 4 -7 -2 10
3 5 2 b a 2 1 z gy a b 2
i) 6 3 -9/, j) |1 2 3, k) |1 22 2|, 1) |2 2 3],
-4 -2 6 a b 4 1 23 3 b a 5
3 2 -2 3 55 3 2 2 L L1
m) |[-2 -2 3|, n) |5 2 4, o)-47-33’, p) |2 2 3|,
5 3
3 5 6 5 2 3 356 8 13
a a a a b ¢ 1 a b 0 a b
q la b b, r) |a® ¥ 2|, s) |a cl, t) |-a 0 ¢
a b ¢ SR S b ¢ 1 ~b —c 0
6.2.2. Spocitejte determinanty
o 0 0 0] 125 7 2 -1 2 3 9 8 7 2
0 8 0 0 -5 &5 5 16 1 0 2 1 6 3 6 5
Y looosc P |ss2 709 |5 30 10D |47 4 0]
0 0 ~ 0 2 1 4 3 7 2 4 -5 6 5 6 7
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1 a b 1 c a d b 0 1 1 1 c; b (2 (1)
1 ¢ 1 a ¢ d b 1 0 a b h a
e) Z c 1 11’ f) a ¢ b dl’ g) 1 a 0 ¢’ ) 01 b a
1111 c a b d 1 b5 ¢ 0 1 0 a b

6.2.3. Hodnotu determinantu nepotitejte; vhodnymi ipravami pfevedte jeden determinant na druhy:

ToT3 T1 T3 1 2% a3

2| = 2 .3

T1T3 T2 T3 | = 1 Ty Iy

TiT2 T3 T3 1 22 o8

6.2.4. Spotitejte determinanty
l4a 1 1 1
T—y—z 2z 2z 1 1+5b 1 1
a) 2y y-z-z W, b) 1 1 14c¢ 1
2z 2z z2—T—Y 1 1 1 1+d

6.2.5. Ukajte, %e pro determinant, ktery je sloZeny ze tii vektord £ = (z1,2,%3), @ = (a1,02,03),
b = (b1, b2, b3), plati

ry X2 I3 .
ay a ag =5(5Xb)
by b2 b3
6.2.6. Pro dané matice spocitejte matice inverzni: ; B
OLIVELE Thars _ Lo o1
-1 1 -1 -3 3 4 3 -2 -1 01 -1 0
a) 6 2 -11, b) 4 1 -6}, c) 5 -4 11}, d) 01 1 0
0 0 3 6 5 -9 7 2 3 10 01

6.2.7. Urdete takové hodnoty parametril, aby matice byla reguldrni, a potom spocitejte inverzni matici:

a 1 0 11 -1
a b : _ _ 1
= , b B=|-1 a 1}, c) C 01
» A <_b a- b) ) 01 aa 1 0 a
6.2.8. Matice A, B jsou dany vztahy

0 -1 -1 1 0 u
A=|-1 -2 -1} ,B= 0 -1 v
1 1 1 -1 1 w

s parametry u, v, w. Lze tyto parametry volit tak, aby matice B byla inverzni k matici A?

6.2.9. Tyto soustavy feste Gaussovou eliminaci, Cramerovym pravidlem a také pomoci inverzni matice
k matici soustavy:

a) 2z1 + 229 — 3 = —1, b) 221 + 329 + 3 = 1, c) 311 — 229 + 4z3 = 5,
& + Ty — 233 = O, z + 2z9 + 33 = -1, =521 + Tzp — 8z3 = 2,
Ty — 229 + 473 = 1, T+ T2 - w3 = 4, 521 — 6z + Taz = -3.

6.2.10. Najdéte matici X, kterd spliiuje rovnici

1 -2 (31
a) AX+2B=2X+c,kdyzA=(_1 1>,B=<__1 1),0_(1 3>,

) 1 -3 0 -1 (1 -2
b) XA+2C=2X+B,kdyZA=(_1 0)’3*”(..1 1>,C—<__2 1)'

V1ASTNI VEKTORY 81

6.2.11. Matice G mé navzajem kolmé sloupce, matice H F4dky. VyuZijte toho a bez potitani napiste
inverzni matice (ndsobte matici a matici k ni transponovanou v takovém poradi, Ze vysledek je matice
diagonalni):

3 -2 4 -2 2 1
a) G=|-6 1 4], b) H=| 4 2 4
6 2 2 3 6 —6

6.2.12. Matice A je déna jako soufin matic A =V DV ™! v ném? matice V a D jsou dany.
a) Zjednoduste k-tou mocninu matice A, tj. matici A¥, k prirozené &islo.

b) Najdéte vyjadieni mocniny A* v piipads, e D je diagonélni matice s elementy A;,...,\, na
diagonale, kterou oznatujeme diag()y, ..., A,).

6.3. Vlastni vektory

6.3.1. PozNAMKA. Pokud vektor & vyd4vame za pravy vlastni vektor matice 4 fadu n, ktery piislugi
vlastnimu &islu A, vidy se presvédiime, Ze plati AT = A¥. Soudinem A# rozumime soudin matice A
a sloupcového vektoru ¥, ktery ztotoZitujeme s matici typu (n,1). Samoz¥fejms, je-li vektor ¢ vlastnim
vektorem matice A, je také jeho kaZdy nenulovy nésobek vlastnim vektorem matice A, speciélné vektor
opatny —v.

6.3.2. Najd&te vlastni ¢isla a pravé vlastni vektory matic (posledni tloha ukazuje, Ze matice s redlnymi

prvky nemusi mit vlastni &sla redlns):

2 -3 3 -2 7 6 0 -1
23 w(E3) e (EE) W)
6.3.3. Vlastni &isla symetrickych matic s redlnymi prvky jsou &sla redln. Dokaste to pro matici

(& 2)

6.3.4. Najdéte vlastni ¢isla (jedno z nich je nulové) a pFisluiné pravé vlastni vektory matic:

v niZ parametry a, b, ¢ jsou realns &isla.

0 -1 1 3 -3 7 -2 -3 3 2 7 -9
a) {~1 0 1], b)|-2 2 -5], ¢ [-6 -8 8|, d) (1 -4 3
-1 10 -2 2 -5 —6 -9 9 1 -1 0

6.3.5. Najdéte hodnotu parametru ¢ tak, %e nula je vlastnim &slem dané matice; potom spoclitejte
i ostatni vlastni &isla a ke kazdému urdete fisluiny pravy viastni vektor: .

-1 -1 1 -3 -2 -5 1 -4 2 4 2 -10

a) {5 t 1), by | 1 0 1), ¢f2 t -2, &[-20 4
-7 -5 3 t 2 4 21 36 —6 11 ¢

6.3.6. VSechna vlastni ¢isla matic v tomto cvigenf jsou nenulovs. Dojdete-li p¥i Jjejich hledéni k polynomu
tetiho stupné, budete muset jedno vlastni &islo uhodnout. To ptjde lehko, nebot vSechna, jsou cel4 &isla
blizkd nule. Najdéte vlastni &isla a p¥isluiné pravé vlastni vektory matic:

-2 2 2 -5 4 2 3 2 -4 1 -3 1
ay { 13 -2}, b)|-32 2], g [-21 24, @ -1 -1 1
-1 2 1 -3 3 1 1 2 -2 3 -3 -1
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6.3.7. Pro matici A ¥adu n je det(\] — A) polynom stupné n. Proto musi mit kaZd4 matice tolik vlastnich
tisel, kolik je jeji fad. N&kterd vlastni ¢isla mohou byt vicendsobné. Jaké jsou vlastni vektory a pfislusna
vlastni éisla

a) matice jednotkové ¥ddu n, b) matice nulové fadu n?

6.3.8. Dosud jsme se kromé matice jednotkové a nulové setkavali pouze s maticemi, jejichZ vlastni &isla
byla navzijem riizna. Plati toto dilezité tvrzeni:

Jestlize &tvercovi matice ma n navzdjem riiznych vlastnich &sel Ag,..., Ay,
pak pfisluiné vlastni vektory i,...,7, jsou linedrné nezivislé.

V pfipadé, kdy se n&kolik vlastnich &isel shoduje, miZe byt situace komplikovand a nemiiZeme ji rozebirat.
Jaka jsou vlastni éisla a kolik pFislu$nych vlastnich vektort najdeme pro matice

5 0 0 210
a) (0 2 1) , b) 0 2 1,7
0 0 2 0 0 2
8.3.9. Jaky vyznam maji viastni ¢isla a pfisluiné vlastni vektory, uvidime v tomto poslednim cvideni.
Je dana matice
g8 3 6
A=1]-2 -3 -2
-8 -2 -6

Spotitejte vlastni &isla A; a piisluiné pravé vlastni vektory ¥; pro j = 1,2,3. Sestavte matici V tak, ze jeji
J-ty sloupec bude tvofit sloupcovy pravy vlastni vektor ¥;. PonévadZ vlastni &fsla jsou rizni, matice V
je reguldrni, a proto miZete spotitat matici V1. Kone¢né sestavime diagonalni matici diag(A;, Az, As),
v niZ na misté (j,j) je vlastni ¢islo A;. Spoditejte matici B = V diag(\1, A2, A3) V1. Pon&vad¥ se pii

spravném vypoltu ukaZe, Ze tato matice B-se rovné matici A, dostdvadme pro matici-A vyjaddieni ve tvaru.

A= Vdiag()\l, Az, )\3) V-1,
To je podle cvigeni 6.2.12 vyhodny tvar pro potitdni mocnin matice A. To by ovSem nebyla velk4
vyhra, protoZe vyjadfit matici v tomto tvaru je pracné; tento tvar je dileZity proto, Ze ukazuje najednou
charakter vSech mocnin A* matice A pro libovolné k = 1,2,3,.

Resenf.

6.1.1. a) (z1,29,23) = (1,2,-2), b) (z,¥,2) = (1,1,3), ©) (¥1,¥2,¥3) = (2,-2,3), d) feSeni

miiZe byt zapsano napiiklad ve tvaru (z1,z2,23) = (1,0,0) + (0,1,1) ¢, kde ¢ je parametr,

e) napf. (z1,x2,23) = (1,1,1) +(2,1,2) ¢, ) napf. (z1,22,23) = (2,1,0) + (1,0, -1) ¢,

g) (z1,72,23,24) = (1,-1,2,—1), h) napf. (21,22, 23,24) = (~2,1,1,1) ¢, i) napf.

(z1,22,23,24,25) = (1,0,-1,0,0) + (1,1,1,-4,0) s + (1,1,1,0,—4) ¢, s, parametry, j) napfi.
(z1,%2,23,24,25) = (—1,1,0,0,0) +(3,0,-1,0,0) 7+ (0,2,0,—-1,0) s + (2,0,0,0, 1) ¢, r, s, parametry.
6.1.2. a) najdeme tii line4rn& nezavislé vektory, jejich# linedrni kombinaci se d4 kazdy kolmy vektor
vyjadiit, napt. (1,2,0,0,-5), (0,1,0,-1,0), (7,-1,—5,0,0) ; proto libovolny kolmy vektor # spliiuje
(z1,72, 23,24, 75) = 1 (1,2,0,0,~5) + 12 (0,1,0,—1,0) + 3 (7,—1,-5,0,0) , £; jsou parametry,

b) najdeme ¢ty¥i linedrng nezavislé vektory, jejich linedrni kombinaci se d4 kaZdy kolmy vektor
vyjadfit, napt. (1,1,0,0,0), (1,0,-1,0,0), (1,0,0,1,0), (1,0,0,0,-1), c) najdeme tfi linedrn&
nezévislé vektory, jejichZ linearni kombinaci se d4 kazdy kolmy vektor vyjadfit, napf. (1,2,0,0,1),
(1,3,0,-1,0), (3,2,~1,0,0) ; (2adané tii vektory spliiuji @; = 2@y — 3ds, a jsou proto linesrng zavislé).
6.1.3. a) Pro ¢ = —1 plati @ = 3@ — 47, b) pro £ = 6 plati & = 2@ — 3b, ) takové hodnota ¢

- -p

neexistuje. 6.1.5. a) Ano, 26+5—&—d =0, b) ano, §—b+&—d O ¢) ne, d) ano, 34+ 36—&—d =
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6.1.6.a) @ = 25— 35+ 8d, b)a+b-5(c+d§ 6.1.7. a) Pro d # 0 je hodnost 4, prod = 0 je 3,

b) hodnost je 3, ¢) hodnost j3.6.18.a) XT=(A+ AT = AT + (AT T = AT + A=A+ AT =
=(A-AT)T = AT — (AT)T = AT — A= —(A— AT) = ~Y . b) Matice X = A + AT je symetncka

a matice Y = A — AT je antisymetricka. Pfitom 4 = L(X + 7).

111 0 00 9 1 4 0 -2 -2
d) Ai={120)+]0 0 1) ,4=[18 4]+[2 o -9},
100 0 -1 0 4 4 7 2 9 0

6.1.9. F(@) b = a x b, kde vektorovy soudin @ x b chapeme jako sloupcovy vektor, tj. matici typu (3,1).

P

6.1.11. Prvni faddek matice BA je souttem viech fadkd matice A, pro j > 1 je j-ty fddek matice BA
roven j-tému Fadku matice A. V p¥ipads matice C4 je jeji j-ty ¥adek soudtem fadku J-tého a k-tého

2 M2

matice A, ostatni fadky matice C'A se shodujf s pFislusnymi Fadky matice A.

-1 1 -3 0 -1 1 2 0 2
6112.2) = 1 -1 3} , R=[0 2 —2|.P=|-10 -1].
1 -1 3 0 1 -1 -1 0 -1
b) P1 +P2 + P3 = I, P12 = Pl, P22 = Pg, P32 = P3, pro _7 75 kjSOll matice R?Pk nulové.
3 -3 7
c)A=1{-2 5 -8]. e)Prokaidéjje VIW; = WIV; = (1). To je matice typu (1,1),
-2 3 -6

tedy skaldr. Pro j # k je VTW;c WTVk = (O) 6.1.13. Vzhledem k p¥edpokladim na
vektory f; a fo plati, %e slozky B1, B2 vektoru f, se dajf vyjadfit pomoci slozek o, a; vektoru f

0 0 a2 0
takto:(ﬂl,ﬁz):,g(az,—al),kden::l:l,protoQ:(a+d).6.1.14.a)A2= 8 8 8 062)
00 0 0
o NONOND
A3 = 888 g , A* je nulové matice pro k > 3, b) B* = 8 ; (? (’12:)
080 i oo 0 ¥

6.2.1.a) -2, b) 5, ¢) a® + b2, d) z?+1,e) ~64, f) —30, g) 63 h) - 13 i) 0, j) 3a? ——3b2 8a + 100, |
k) zy(z - 1)(y — 1)(y — z), 1) a® + 3b% — 10ab + 10a — 4b, m) 13, n) % 0)1,p) -L,

q) a{a—b)(b—c), r) —abc(a b)(a—c)(b—¢), s) 2abc—a® — b2 - +1, t) 0. 6.2.2. a) —afv4, b) 60
c) 146, d) 16, e) 2(abc ~ab—ac~be+a+b+c—1), f) 0, g) a + b% + ¢ — 2ab — 2ac — 2be,

h) (1-(a+5)?) (1+ (a - b)?) = —(a* + b* — 24202 + 4ab ~ 1). 6.2.3. Nasobte j-ty fadek z; a
pfevracenou hodnotu z; napiste pied determinant pro kazdé j = 1,2, 3. Potom se zamé&¥te na prvni
sloupec. 6.2.4. a) (z + y + 2)°, b) abed + abe + abd + acd -+ bed .

/-6 3 -1\ /—921 47 22\ /o7 9 8\
6.2.6. a) %L 03 1],b) #| 0 -3 2,00 & 4 -8 4],
60 0 2 -14 -33 15 ~-19 10 1
1 0 0 -1
0 11 o0
d) 3 0 -1 1 o 6.2.7. a) Pro a® 4+ b% — ab # 0, tj. pro (a,b) # (0,0), je
1 00 1

2
- 1 a—-b ~b ] 1 a‘ -1 —qg 1
Al:m< b a),b)»proaaéOJeB*:EE( a @  -a |,
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a —-a 2
c)proa# ~2jeC™! = o 1 a+1 —-1).6.2.8.Prohodnoty u=1,v=—1, w=1 jsou
a-+2 1 1 1

matice inverzni. Pfi feSeni je nejlep3i vyjit ze vztahu BA = I.
6.2.9. a) (z1,22,z3) = (—1,1,1), b) (#1,22,23) = (3,—1,-2), ) (@1, 22,23) = (-3,5,6).

-5 1 (=T 9
6.2.10.a)X=( 5 _2>,b)X—( 7 _10)-

g8 0 0
6.2.11. a) Pro soudin GTG plati GTG = ( 09 0) . Proto prvni ¥adek transponované matice
0 0 36

[~

[
MIM
O =~

Ol O =¥

délime 81, druhy 9 a tieti 36. Inverzni matice m4 tedy tvar G~! = (

ol oo Nt
S

9 0 O
b) Pro sou¢in HHT plati HHT = (0 36 O) . Proto prvni sloupec transponované matice

0 0 81
27
'2—7.

27

[ary

(3]

d&lime 9, druhy 36 a tieti 81. Inverzni matice mé tedy tvar H~! =

O[O Ol
)

-
©|~ on|"‘ [y,

6.2.12. a) A* = V DFV 1, b) A% = V diag(A},..., AE) V1.

6.3.2.a) \y =1,%1 =(3,1), o ==1,0=(1,1),b) i =1, % =(1,1), o = -3, 5 = (1,3),
HM=1L0=0,-1), =-20=(2-3),d) \ =1, 7 =(1,-1), o = —i, th = (1, i).

6.3.4.2) \ =0, =(1,1,1), o =1,72=(0,1,1), A3 = -1, 73 = (1,1,0),

b) M =0,71 =(1,1,0), o =1, 00 = (2,-1,~1), \g = -1, ¥3 = (1, -1, -1),

)M =0,0=(0,11)A=170=(1,23), As =-2, 03 = (1,3,3),

d) M =0, 01 =(1,1,1), A =1, 02 = (2,1,1), A3 = -3, 73 = (1, -2, -1).

6.35.a)t=-3, A =0,0; =(1,-2,-1), o =1, % =(1,-1,1), As = -2, 73 = (0,1, 1),

b)t=2 A =0,7 =(1,1,-1), Ao =2, 0o = (1,0, 1), A3 = -1, ¥ = (1,-1,0),

)t=7, A2 =0, =(2,-2,-5), \a =3, 02 = (3,-2,-1), A\g = =1, U3 = (1, -1, -3),

d)t=-3, A =0,71 =(2,1,1), 2 =2, 02 = (1,-1,0), As = —1, 75 = (2,0,1).

6.3.6.a) \y =-1,% =(2,0,1), o =1, 02 =(2,1,2), As =2, ¥ = (1,1,1),

b) M =-2,% =(2,1,1), o = -1, %2 = (1,1,0), As =1, 03 = (1,1, 1),

)M =-19%=(,0,1),=170=>1,1,1), =20 =(0,2,1),

d) Ay = -2, % =(1,1,0), As = -1, %2 = (1,1,1), A3 = 2, 5 = (1,0,1).

6.3.7. a) A; = ... = A\, = 1, kazdy nenulovy vektor je vlastnim vektorem, b) A; = ... = A, = 0, kazdy
nenulovy vektor je vlastnim vektorem.

6.3.8. a) A\; = 5 s vlastnim vektorem @, = (1,0,0); pro zbyvajici dvojnasobné vlastni
¢islo A2 = A3 = 2 se najde pouze jeden vlastni vektor ¥ = @3 = (0,1,0), b) pro trojndsobné vlastni
¢islo A1 = Ay = A3 = 2 je k dispozici pouze jeden vlastni vektor ¥, = 7, = 73 = (1,0,0).

6.3.9. Vlastni &isla jsou A\; = 2, Ade = —1, A3 = —2. Matice V, diag(\;, A2, A3) a V™1 maji tvar

1 1 0 2 0 0 3 1 2
V= 0 1 -2|,diaghLdr)=(0 -1 0} ,Vi=[-2 -1 -2].
-1 -2 1 0 0 -2 -1 -1 -1
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7.1. Sférické soufadnice a vzdélenost bodii na kulové plose

7.1.1. V E? je dna kartézska (pravotodiva) souradn4 soustava s pocatkem O a osami z1, 22, 3. Bod X
je obecny bod z E? se soutadnicemi (z;, z2,3). Kolmy priimét bodu X do roviny obsahujici osy z; a
oznacime Xp, soufadnice tohoto bodu jsou (z1,72,0). Uhly ¢ a A chipeme jako orientované; kladna
orientace je vyznalena na obrazku 1.

T3
X
5 ]
@
o L2
Ty )\ : \]‘\[\:
Obr. 1.

Uhly ¢ a X budeme brat takové, e
pEe <_%7Ta %ﬂ-) 3 Ae (_'Wa 7!') . (1)

Oznatime R vzdilenost bodu X od postku O soufadné soustavy, tj. R = \/m Trojici
¢isel (R, p, ) nazyvame sférickymi soufadnicemi bodu X. Kartézské soufadnice (%1, 22, 73) lze vyjadiit
pomoci sférickych soufadnic (R, ¢, A) témito vztahy:
T1 = Rcosy cos A,
Ty = Rcosp sin A, (2)
z3 = Rsing.
Pro které body X jsou trojice soutadnic (R, ¢, A) splitujici (1) uréeny jednoznalné?
7.1.2. Sféru s polomérem R a se stfedem O oznatime og. O bodech Ps = (0,0,R) a Py = (0,0,—R)
na sféfe op mluvime jako o pélech. Na sféfe o vezmeme dsle dva libovolné body B a C rtizné od péla.
Ty jsou urteny dvojicemi soufadnic (pp,Ag) a (pc, Ac). Pro soufadnice vektort OB a OC plati

mf = Rcosyp cosAp, :L'f = Rcos p¢ cos Ao,

P = Rcospp sin Ag , 2§ = Rcos e sin ¢, 3)
z$ = Rsinpp, z§ = Rsingg .

Situace je ilustrovana na obrazku 2. Vyznadte piislugné ahly g, Ag, @c, Ac.

7.1.3. Zajiméme se o velikost thlu w, ktery sviraji vektory OB a (ﬁ . Uhel lezi v intervalu {0,7) a jeho

kosinus spliiuje vztah
_ 0B.0C

~ [0B(oc| @

Ccosw
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Dosadime za vektory jejich vyjadieni ze (3) a po snadné Gpravé ziskdme

cosw = sin g sin po+cos pp cos pc cos(Ap —Ac) . (5)

Provedte detailn& tpravy vedouci k (5).

T3

Iy

Obr. 2.

7.1.4. Poviimnéte si, #e vyraz na pravé strané vztahu (5) se zdménou bodi B a C - tedy vzéjemnou
vymé&nou dhlu ¢p s tthlem pc a Ap s Ac — neméni.

7.1.5. PozNAMKA. Jakmile B # C a O neni stfedem tsecky BC, je body BCO ur€ena rovina 7. Prinik

roviny 7 a sféry o je kruznice poloméru R, které se nazyvé hlavni kruipici. Body Ba(C roz,déli tut'o
hlavni kruZnici na dva oblouky. Kratsf oblouk ozna¢ime BC. Jeho délka je rovna Rw, pokud ithel w je

vyjadien v radidnech (v obloukové tihlové mife).
7.1.6. V jakém intervalu se pohybuji veli¢iny pp + ¢c, B —¢c ales — ¢c|, pokud se body B a C
pohybuji po sféfe o vietné pola?

. s o
7.1.7. Jaky interval vypliuji hodnoty Ap — Ac a |As — A¢/|, kdyZ body B a C probihaji sféru og?

7.1.8. Vezmeme bod Bs Ap = —3rapp=0abod Cs ¢ = T a Qo = 0. K.(,)l'{k’je AB — A¢ a kolik
je |AB — Ac| ? Kolik je cosw? Cemu se rovnd w ? Srovnejte s vysledkem nasledujici tlohy.

7.1.9. Vezmeme bod B s g = 0 a bod C s ¢¢ = 0. Kolik je cosw? Vyjadiete w pomoci A a A¢.
7.1.10. Najdéte w vypoétem ze vztahu (5) v t&chto pfipadech (a potom objasnéte geometricky):

a) A = Ao, b) A —Acl=m.

7.1.11. Dokazte, Ze pokud body B a C maji stejnou zemépisnou itku ¢, spliiuje Ghel w vztah

A8 — Ac|
R

sin% = cos (¢ sin
Refeni. 7.1.1. Pro kazdy bod X = (z1,%2,%3), pro ktery plat{ z% + =& > 0. 7.1.6. (—=,7),
(~m,m) a{0,7). 7.1.7. (=27,27) a (0,2m). 7.1.8. Ap — A¢ = —3x, [Ap — Ac| = 3, cosw = 0,
w = 1w.7.1.9. Pondvad cosw = cos(Ap — Ac) = cos|Ap — A¢| = cos(2m — |Ap — Acl),
dostdvame odsud vztahy pro w, které zavisi na velikosti |Ag — A¢|. Pro |Ap — Al < 7 je -
w=|Ag = Acl, pro |Ap — A¢|] > 7 je w =27 — |Ap — A¢l. 7.1.10. a) w = |pp — ¢/, nebot potom
cosw = cos(pp ~ pc) = cos|pp — @c| a ptitom 0 < |pp — pc| < 7, b) w =7 — |¢B + @c|, nebot nyni
cosw = —cos(pp + po) = —cosles + pc| = cos(m ~ |oB + ¢cl) a pfitom 0 < 7 — B + | < 7.
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7.1.11. Pouzije se vztahu cosw = 1 — 2sin? % avztahu cos(Ap — Ag) = 1 — 2sin? 55—54\11 pro Upravu
piisludnych vyrazii v relaci cosw = sin” ¢ + cos? pcos(Ap — Ag), kterou dostaneme, kdy% v (5) budeme
misto wp a pc psit ¢. Jednoduchou Gpravou dostaneme vyraz, jehoZ odmocnénim ziskdme hledany

vztah.

7.2. Eulertiv sféricky trojihelnik, kosinova vta pro stranu a pro thel

7.2.1. PozNAMKA. Trojthelnik na kulové ploge (sféfe) nazyvéme sférickym, jestlize jeho strany jsou
tvofeny oblouky. hlavnich kruZnic. Pokud délky téchto oblouki jsou mensi nez 7R, kde R je polomér
sféry, mluvime o Eulerové sférickém tro jahelniku.

Aby tvahy nebyly z4vislé na poloméru sféry, kterd je z hlediska obecnych {ivah pouze parametrem,
za délku strany v Eulerové sférickém trojthelniku se oznacuje prislusny thel privodiéi koncovych bodi
oblouku tvoficiho stranu. Je to toté, jako bychom pracovali na sféfe s polom&rem jedna. Dtisledkem toho,
Ze strana sférického trojtihelniku je méfena velikost{ tthlu v radidnech, je, Ze strany Eulerova, sférického
trojahelniku jsou men3f ne? «.

7.2.2. PozNAMKA. Co rozumime ihlem, ktery sviraji dvé strany Eulerova sférického trojihelniku?
Kazdé dvé strany (jakoZto oblouky hlavnich kruznic) lez{ v rovinach, jejich? primiky se sférou vytvareji
pfislusné hlavni kruZnice. Pravé thel téchto dvou rovin povaZujeme za tGhel svirany dvéma stranami
Eulerova, sférického trojthelniku. O tomto Ghlu se pro zdtraznéni mluvi jako o vnitinim dhlu sférického
trojihelniku. V Eulerové sférickém trojahelniku je kaZdy vnit¥ni thel mensi ne’ 7.

7.2.3. Jak vypada sféricky trojahelnik, ktery neni Eulertiv?

7.2.4. Pro popis polohy bodu na sféfe lze misto dvojice (p,A) pousit dvojice (6,\), kde thel § je
tzv. doplitkkovy thel, ktery je definovdn vztahem
d=ir-0p. (6)

Ponévad? ¢ € (-3, ;7), thel § splije § € (0, 7). Na obrézku 2 vyznadte Ghly ép a dc a s pomoci (2)
odvodte, Ze soufadnice (z1,72,z3) a (R, §, A) bodu sféry jsou svazany vztahy
z1 = Rsind cos ),
Ze = Rsind sin ), ‘ (7
x3 = Rcosé.

7.2.5. POZNAMKA. Pro Givahy o obecném Eulerové sférickém trojihelniku ABC je vyhodné trojihelnik
specialné usadit na sféru. V terminologii geografické presuneme bod A do severniho pélu a bod B
se soufadnicemi (6p,Ap) na oblouk, ktery tvoi greenwichsky polednik. Potom soufadnice Ag bude
splifovat Ag = 0. MfiZeme dokonce piedpokladat, ze Ac > 0 prosté proto, %e bychom v p¥ipadé Ao < 0
oznaceni bodt B a C vzjemn& vyménili. Je z¥ejmé, Ze p¥i popsaném umisténi bodd 4, B, C plati pro

kartézské souradnice vektort @ a O? tyto relace

zB = Rsindp, 2§ = Rsinég cosAc,
Q"ZB =0, .’i?g =fsinbosinie; (8)
z8 = Rcosép, z§ = Rcoség .

Uhel w, ktery sviraji vektory OB a 0? (a ktery je v terminologii sférické trigonometrie povazovan za
stranu a Eulerova sférického trojthelniku), spliuje (vzorec (4))

OB .0C
10BI1OC|

Ukazte, Ze po vyméné w za a a po dosazeni z (8) dostaneme vztah

COSWw =

Cos @ = c0s 0p €08 d¢+sin 6 sin 6¢ cos Ag. (9)
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7.2.6. Na obrézku 3 a obrdzku 2 doplnéném o oznaleni Ghld, vidime, Ze oblouku ZE’, ktery predstavuje
stranu ¢, pfisludi Ghel dp a oblouku AC, ktery je stranou b, piislusi Ghel é¢. Uhel a u vrcholu 4 je za
nadich pfedpokladfi na umisténi bodu B roven uhlu Ac. Je to Ghel svirany rovinami, na kterych lezf
strany b a c¢. Nyni miZeme zapsat vztah (9) pomoci veli¢in a, b, ¢ a a popisujicich Euleriv sféricky
trojithelnik ABC. Odvodte, Ze plati

cosa = cosbcosc+sinbsinccosa. (10)

Tento vztah se nazyva kosinovd véta pre stranu a Eulerova sférického trojihelniku. Vztah (10) jsme
odvodili pro pfipad, kdy sféricky trojihelnik je umistén jako na obrazku 3, kde bod A byl posazen do
severniho pélu. Samotny vztah (10) v8ak uZ nenese Zadné stopy po soufadném systému, ktery jsme
pouzili k jeho odvozeni. Plati tedy i v obecné situaci, kdy bod A uZ nemusi byt situovan do severntho
polu, ale je — stejné jako cely sféricky trojihelnik — umistén na sféfe libovolné.

Obr. 3. QObr. 4.

Obecnym umisténim minime pfipad, ktery miZe vypadat jako na obrizku 4. Tam jsou body a thly
trojihelniku ABC oznaéeny tak, jak jsme zvykli z rovinné geometrie.

7.2.7. Cyklickou zdménou ve formuli (10) napiSte tvar kosinové véty sférické trigonometrie pro stra-
ny bac

7.2.8. Polarni zobrazeni Eulerova sférického trojihelniku. Euleriv sféricky trojahelnik je dén
svymi vrcholy. Budeme nyni definovat zobrazeni, které danému trojihelniku ABC pfifadi jing trojihel-
nik ABC, o kterém se mluvi jako o polarnim trojihelniku.

Strana ¢ trojuhelniku ABC — krat$i z obloukl hlavni kruZnice s koncovymi body A, B — le# v ro-

ving 7, ktera prochdzi stfedem sféry. Rovina 7. rozdgli prostor na dva poloprostory. Oznadime T, ten
z poloprostorti, ktery neobsahuje bod C. Polopfimka vychazejici kolmo k roving 7, ze stiedu sféry do
poloprostoru T, protne sféru v bodé, ktery oznatime C. Podobné, kdy% vyjdeme ze strany b (resp. a),
definujeme body B (resp. A). Tim je trojthelniku ABC pfifazen trojthelnik ABC. Jeho strany jsou
oznatovany &, 5, ¢adhly &, 3, 7.
7.2.9. Eulertv sféricky trojihelnik ABC umistime »08v&dlenym“ zpilsobem tak, Ze bod A bude v se-
vernim pélu. Rozmyslete si, ¥e vrcholy B, € trojthelniku ABC le¥i na rovniku a bod A le¥ na »iiZn{
polosféfe. Ukazte, Ze pro stranu @ trojihelniku ABC plati & = 7 — a. Zavér této tvahy plati obecné:
strany polarnfho trojihelniku ABC spliiuji

&=1r_a,l~)=7r—ﬂ,é=7r—’y. (11)
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7.2.10. Stejné jako jsme vytvorili polarni trojuhlentk ke sférickému trojihelniku ABC, mtizeme pokra-
Covat a pfifadit polarni trojihelnik ke trojihelniku ABC. Ten je uréen vrcholy A, B aC. Jeho stranv
oznacme 4, b, ¢ a thly &, 8, 4. Podle (11), pouze s jednou vinkou navic, dostadvame )

=T —=. (12)

v athl
on

=7l'—ﬁ~,

o

=7 -0,

7 .2..11. UvaZujme opét o situaci, kdy bod A je v severnim polu. Vidéli jsme v 7.2.9, e body B a &
trojuhelniku ABC (tedy strana a 'coh~oto trojihelniku) lezi na rovniku. A ponévady bod A lex na ,jizni*

polosféfe, lehko nahlédneme, Ze bod A musi byt totoZny s bodem A. Tento zavér plati pro viechny strany
tr’ojl’lhelni}(g ABC, nejen pro stranu a. Proto je sféricky trojthelnik ABC, ktery je polarnim trojthel-
rukfzm k ABC, vlastné pivodnim trojihelnikem ABC. Tim vztahy (12) mezi elementy trojthelniku a
trojahelniku k nému poldrniho ziskavaji tuto podobu:

a:w—&,b:w—-ﬁ,c:w—’y. (13)
Nyni napiSeme kosinovou vétu pro polarni trojahelnik ABC
cosd = cosbcos & + sin bsin &cos &

a pouzijeme vztahl (11) a prvnfho vztahu ve (13) k néhrads vlnkovangch veli¢in. Ukaite, e se tim
predchézejici formule zméni na

cosa = —cosfcos~y +sinBsinycosa. (14)
Tento vztah se nazyva kosinova vita pro thel a. Napiste dalsi dva vztahy, které se dostanou ze (14)

cyklickou zdménou.

7.2.12. Najdé&te velikosti viech stran a fihld t&chto Eulerovych sférickych trojihelniki:

a) b=120° ¢ = 60°, o = 30°, b) a=20°b=30° c=40°,
c) a=50° 8 =100° v = 110°, d) a=70° 8 =50° v =80°.
Reseni.

7.2.7. Kosinova véta pro strany b a ¢ m4 tvar:

cosb = cosacosc+ sinasinccos 3,

cosc = cosacosb+sinasinbcosy.

7.2.11. Pi odvozovéni vztahu (14) pouZijeme identit cos(m — x) = —cosz a sin(x — ) = sinz.
Kosinové véta pro zbyvajici dva thly 8 a v m4 tvar:

cos 3 = — cosacosy + sinasinycosbh,

cosy = —cosocos A+ sinasin Beose.

7.2.12. a) § = 151°48'48", v = 28°11'12", q = 66°27"7",
b) a = 30°43'31", § = 48°19'27" y = 106°12'54",

c) a = 57°37'31", b = 116°42/56", ¢ = 121°32'3",

d) a = 53°2'8", b = 40°38/39", ¢ = 56°51'48".
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7.3. Mercatorovo zobrazeni, loxodroma

7.3.1. Za¢neme jednoduchym zobrazenim sféry or do roviny. JestliZe si nevimame péld, je kaZdému
bodu na sféfe jednoznaéné p¥ifazena dvojice ¢ € (-—-%71', %’n’) a A € (—m,m). Vezmeme libovolnou funkci &
spojitou a rostouci na intervalu (—3m, ). S jeji pomoci pFifadime kazdému bodu (p,)) sféry bod
v roviné se soufadnicemi (y,A) tim, Ze poloZime y = ®(p). Osy y, A umistime tak, e tvoii levotodivou
soufadnou soustavu — na rozdil od obvyklého systému os x,y, které v tomto pofadi tvoii soustavu
pravotodivou. Obraz rovniku (bodd s ¢ = 0) je v nafem zobrazeni rovnob&zny s osou A. Jaké vlastnosti
musi mit funkce ®, aby obraz rovniku padl na osu A a aby se dvojice bodu na sféfe symetricky umisténjch
vzhledem k rovniku zobrazila do takovych bodi v roving, které jsou symetricky umistény vzhledem

k ose A?

7.3.2. Ted odpovime na otdzku, jaké vlastnosti musi mit funkce ®, aby popsané zobrazeni bylo kon-
formni. Z bodu P, ktery odpovida (g, A), vyrazime na sféfe pod azimutem o do bodu P, jeho¥ soufad-
nice (', A') jsou ,blizké* soufadnicim (p, A). To zachytime z4pisem

¢ =p+Ap, N=A+AX,
kde prirGstky soufadnic Ap a AX jsou ,velmi malé“ a jsou svdzdny vztahem
tga = R cosp AX = cosy A ,
RAyp Ay

v némz « oznauje azimut. Veli¢ina tg o je uvedenym vztahem aproximovéana tim presnéji, &m je bod P’
blize bodu P. Pozdgji vyuZijeme také vzadalenosti |PP’| t&chto blizkych bodd, pro kterou lehko odvodime
vyjddieni

(15)

‘ AX2
2 . D2 2 2 2 2 _ p2 2 2
[PP'[? = B2(Ag)? + B2 cos® ¢ (AN)? = B2 (1 + cos (p(-———A(P) )(A@ .

Kdyz s pomoci (15) posledni vyraz zjednodu§ime, dostaneme

(Ap)?. (16)

Pfi zobrazeni do roviny je obrazem bodu P = (g, ) bod se souFadnicemi (y,)) a obrazem blizkého
bodu P’ = (¢', A’) je bod se soufadnicemi (', A'). Oznaéime-li

N2 = p2 2 2 _
IPP'* = (1 +tg" a) (Ag)* = ——

Ay=y vy,
milZeme pro azimut o' sméru urdeného v roving body (y,A) a (¥, ') psat
AX
=" 17
tgo’ = 7 (17)
Maji-li se pii zobrazeni zachovavat thly, musi platit @ = /. To znamens tga = tga’'. Srovninim
vztaht (15) a (17) dostaneme

AX . AX
Ccos (pZSTp = Kg .
Krétime A) a upravime na tvar
Ay . 1
Ap  cosp’

ktery — jak jsme se zminili — plati tim pfesnéji, &im je A¢ blize k nule. Proto nechdme Ay konvergovat
k nule, &imZ posledni p¥iblizny vztah piejde na p¥esnou relaci

dy 1

de ~ cose’
Z Glohy 4.2.6 vime, Ze

y(p) =Intg(fo+ 7)) +c.
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Pokud chceme, aby se rovnik ¢ = 0 zobrazil na osu y = 0, volime ¢ = 0. Dostaneme funkei
q(p) =Intg(3p + ),

kterd se nazyva isometrickd $ifka. Zobrazeni sféry do roviny dané vztahem

(@, A) = (1, ) = (ge), N)

nazveme Mercatorovo zobrazeni. Toto zobrazeni — jak jsme vid&li — zachovavs, thly. Dokaite, Ze g je lichd

funkce na intervalu (-4, 1), a spoéitejte lim(pﬁ_é_,r_ q{p), limg, , 1., a(p).

7.3.3. Rovnice loxodromy. Loxodroma — kfivka, kter proting poledniky stéle pod stejnym thlem -
se Mercatorovym zobrazenim zobrazi na pfimku v roviné (y, A), ktera svird s osou y Ghel a. Proto rovnice
obrazu loxodromy v soufadnicich (y, A), kterd prochézi bodem (yo, Ao), ma rovnici

A== (y~yo) tga.

Dosazenim zjistime, ze v geografickych soutadnicich (o, A) m4 loxodroma rovnici

A= = (Intg(3p + i7) —Intg(tpo + 1)) tge,

kde g a yo jsou svazany vztahem yo = q(p) . JestliZe z posledniho vztahu vypoc¢itdme proménnou A jako
funkei ¢ € (=37, §7), zjistime s pomoci vysledku predchazejictho cviden, Ze jakmile se ¢ dostatetns
vzdali od o, hodnota A opustf interval (-, ), kterj jsme pro hodnoty A vyhradili. Vadi to?

7.3.4. Proa € (0, %w) se pro ¢ — %7!'_ pohybujeme po loxodromsé k severnimu pélu. Kolikrat je severnf
pdl obéhnut pfi tomto pohybu po loxodromé?

7.3.5. Napiste rovnici loxodromy s azimutem a € (0, %w), kterd protind rovnik v bodé s A = Ag.

7.3.6. Délka loxodromy. Odmocnénim (16) ziskdme vyraz pro vzdalenost dvou blizkych bodd PP’
loxodromy s azimutem a ve tvaru B

PP = — .
PP =1y

Proto vzdédlenost bodti Py = (1, A1) a Py = (ipa, Ag) lezicich na loxodromé s azimutem o je rovna

cos o lke2 =]

7.3.7. Jaka je délka loxodromy s azimutem « mezi rovnikem a pblem?

7.3.8. Na sféfe poloméru R spoditejte o a délku loxodromy, kterd prochazi body (1,A1) a (p2,A2),
kdyZ 1 = 8°, A\; = —80° a ¢, = 50°, A2 = 0°. Nyni se vratte na zatétek a pomoci vztahu (5) ze 7.1.3
spocitejte také délku ortodromy mezi danymi body.

Refeni. 7.3.1. Funkce & musi byt lich. Pak se rovnik dostane na osu y = 0 a body symetricky
umisténé na sféfe vzhledem k rovniku jsou zobrazeny do bodd symetricky umisténych podle oSy A.
7.3.2. Lichost vyplyva 7 toho, e souin tg(lyp+ in) a tg{~ 54 + 17)-je roven jedné Limity jsou-
00, —00. 7.3.3. Bod na sféfe je urden jednoznaing, at A m4 jakoukoliv hodnotu. Pouze k bodu

na sféfe neni A uréeno jednoznaéng, pokud neur&{me interval, z n¢hoz se A bere. Proto jsme
pozadovali A € (—m, ). 7.3.4. Podet ob&hd je nekonetny, pfesto, jak uvidime, je délka loxodromy
kone¢nd. 7.3.5. Rovnice je A — \p = (tga) In tg(3¢ + ). 7.3.7. Délka je rovna s7R/ cosa.
7.3.8. a = 58°3'20", délka loxodromy je p¥iblizné rovna 1.395452 & a pfiblizng délka ortodromy

je 1.351907 R.




