OPAKOVANT A ROZSIRENT STREDOSKOLSKE LATKY

1.1. Opakovani

1.1.1. Vyrazy zjednoduste a najdéte hodnoty proménné, pro které maji smysl:

1 —~1 1
a) (z+va2 +:v2)~1 (1+1 (a®+2?)~2 2z),a >0, b) /7 - 2—1—21—2 + z\/gzz ,
27 —

vat -zt (JaFz a—z 650 d) vE — % ~v—v%
z va—-z atz/’ ’ VO@E —1) vu

e) —1—((1+\/2—x—%)(\/:}?+1)—- (1—\/.%+~\/1—5)(\/E—1)).

¢)

V2

1.1.2. Najdéte viechna realnd Cisla, kters, vyhovuji nerovnici:

1 1 1 1
< > -1
2) 2c+3 "z -5" b) r—1"2+2 ’
5(z + 6) 3(z+2)
< <= Te
C) z+3 _'£+6, d) -’E+2_ z—3 y
z+3 2 2 T+ 2 2 2
< - < .
°) 423"z GroB-a)’ f) e11 2-3 S GFDE )

1.1.3. Za zéklad logaritméi méZeme vzit libovolné kladné &islo a rizné od jedné. Pro obecny zsklad
logaritmil a (a tedy specidlng pro a = 10 nebo pro a = e) plati tento (defini¢ni) vztah:

al%:® =z (specidlnd 101°8% =z mnebo e’"® =1) prokaidéz >0.

Pouzijte zminénych relaci a Jjejich logaritmovanim dokazte, Ye:

Inz logz 1
1 = b === loge = —/— .
a) ogzx 1o’ z>0, ) Inz Toge’ x>0, ) oge 1o
1.1.4. Najdéte viechna realns Cisla, kterd spliuji:
a) log(2z+9)—log(z+1) = log(z+6)~log(z—2), b) log(x + 5) +log(11 — 3z) =1+ log(l—1);
) log(3 - z) +log(z + 6) = log 5 + log(3 —z), d)  22(+e=) _ 190047
1.1.5. Najdéte viechna reslns Cisla, kterd spliuji:
a)  loglz —10]< 1, b)  logy(lz]~3) <1, c) log(z+3) < £ log(62+25),
1+loge z z+1
d —=T < 1 <1.
) l_logm—-(L e) 10g2m_1—-15 f) 0g3$_“1—1
1.1.8. Najdste explicitni vyjadfeni téchto posloupnosti zadanych rekurentns:
a)  Gnis = Gnyy + 20, 0 = l,a3 =11, b)  @ny2 = any1 + 20, ap = 2,0 =1,

€) Gppo= %(3an+1 + 2an) yao =10y =7, d) ape= 3an+1 ~2a,, a3 = 8,04 = 6.
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1.1.7. Dokazte, Ze pro kazdé realné &islo ¢ # 1 a kazdé piirozené ¢islo n plati

i b 1— qn+1
q = T:—-—
k=0 q

Odtud odvodte, #e pro |g| < 1 je nekonetns geometricka fada konvergentni a pro jeji soucet plati

k 1

¢ =7

1-gq

cO

Il

k=0

Najdéte soucet téchto Fad (pokud obsahuji parametr, urcete, pro jaké hodnoty parametru konverguji):

1 i 1 1 1 1
a)  gtitstwmtmbate b) -t i-wetHod&too
9 2(53) d 0 ( )
a2/ ) ;( ) 2Z2—z+1/ "

1.2. Goniometrie a komplexn{ &isla

1.2.1. S pomoci identit

cos(a + ) = cosacos —sinasinﬂ » sin(a + B) =sinacos B + cosasin 8 ;

odvodte vztahy

a) cos3z + cosz = 2co82z cosx, b) Sin3z + sinz = 2sin 2z cos z .
c) Najdéte vSechna x € (~m,7), pro kter4  sin 3z +sinz = gin 2z .
d) Najdéte v8echna € (—m,7), pro kter4  sin 3z +sin2z + sinz = cos 3z + cos 2z + cosz.

1.2.2. VyuZijte toho, 7e 105° = 60° 4 45°, 15° = 60° — 45°, a 5 pomoci vztahii z predchéazejiciho cvideni
odvodte pfesné hodnoty pro '

a) cos 105° , b) sin 105°, c) cos 15°, d) sin 15°.

1.2.3. VyuZijte vztaht
_ .2 .

1 —cosz = 2sin $, 14 cosz = 2cos? 5, sinz = 2sin§cos%
a najdéte (v prvnich dvou tlohach bez pouziti kalkulagky) viechny body z z intervalu (=m,7) (a ty
potom pfepoditejte na iihly z intervalu (0°, 360°)), které spliiuji rovnici:
a) cosz ++/3sinz =1, b) cosz + V3sinz = —1,
c) cosz + 5sinz =1, d) cosz —3sinz = 1.
1.2.4. .’Isou-li na kf\.lvkulat_éce nastaveny radidny, potom funkce vyvoland stiskem Shift nédsledovanym stis-
kem klévesy tan pfifazuje kazdému &slu y Cislo @ € (—3m, i) takové, %e tgz = y. Pro tuto funkci se

pouzw::au oznaceni arctg. Postupem piedchdzejiciho cviteni vyjadfete pomoci funkce arctg feSeni rovnice
(A, B jsou parametry, pro n& AB # 0):

a) Acosz + Bsinz = A, b) Acosz + Bsinz = A4,
1.2.5. Lehko si uvédomime, Ze ke kazdé dvojici &isel 4, B takové, Ze A + B? > 0, existuje z € (—m, )
pro které plati ’ o

A . B
VAT B T T

COST =

(GONIOMETRIE A KOMPLEXNI Ofsva 9

Proto miZeme rovnaici

Acosz + Bsinz = F (%)

(po d&leni v/A2 + B? a nshradg vyrazi na levé strang) pfepsat do tvaru
F
coSTcOST +sinzsinZ = —\/74_5—-:_5_—2—

Pokud na pravé strané je vyraz v absolutni hodnoté mensf nebo roven jedné, pFepiSeme rovnici (%) do
tvaru

cos(z — Z) = cos &, ()
kde Z vybereme tak, Ze

. F
COS & = m .
Ze vztahu (#) vyplyva, Ze kaZdé Yeseni = rovnice (*) spliuje
T=Z+%+2rk nebo zx=Z-—F+2rk prondjaké ke Z.

"To nemusi byt dvé rlizna feSeni. Kdy? UZijte tohoto postupu a najdéte (v prvnich &tyfech tlohich bez

pouZiti kalkulacky) vSechny body z z intervalu (—m,7) (a ty potom piepoéitejte na thly z interva-
lu (0°,360°)), které spliuji rovnici:

a) cosz + V/3sinz = /2, b) V3cosz —sinz = —v/2,
c) cosz +sinz = /3, d) cosz—sinm:\%,

e) 8cosx +6sinz =9, f) 4cosz + 3sine =2,

g) 3cosx —4sinzg = ~2, h) Tcosz — 3sinz = —4.

1.2.6. PiiFedeni ptedchdzejici ilohy miiZeme postupovat tak, %e vezmeme bod % € (-, 7), ktery splituje
COST = B sin A
VA2 + B2’ VAZ+ B2’

Potom rovnici 1.2.5.(x) miZeme zapsat ve tvaru

8

. = . = F
SN XL COST -+ COSZTSINE = W .
Pokud najdeme bod # € (—m, w), ktery spliiuje
F
ooy ol

Kn

sin
miiZeme rovnici 1.2.5.(x) dat tvar
sin(z +Z) = sinz .

Z této rovnice odvodte takové dva vatahy, Ze kazdy bod z, ktery je feSenim 1.2.5.(x), vyhovuje alespohi
jednomu z nich. Kdy vyhovuje ob&ma vztahiim?

1.2.7. Hodnéty cosz a sinx miZeme vyjadiit pomoci tg §, kdy? postupujeme takto:

sin® £
cos® £ —sin® & cos®Z—sin®E l-gGaE  1-tg?2
cosT = 1 = 2 g sinzﬂ’-:l tg2
cos® 5 -+ 8In” 5 14 =52 +tg° 5
2
z oz z oz sin z
i 2cos§sind  2cosgsing  dosE  2tgl
== == ) _— r =z — 2z °
1 cos? £ +sin* £ 1+—2§;r%_ 1+tg? 2
2

Pro jaké body x plati uvedend vyjad¥eni hodnot sinz a cosz pomoci tg 57
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1.2.8. Predpokladejte, %e A+ F #£0, a pomoci vzorcl z predchézejictho cvideni prevedte rovnici
Acosz + Bsing = F
. . z © v s , - A oo o, .
na kvadratickou rovn’xc1 pro t'g £. Vyfeste ji a pomoci funkce arctg napiste vyjadien{ viech &isel z z in-
tervalu (—m, ), kterd rovnici vyhovuji. Jak se na odvozeném vzorci poznd, Ze v daném intervalu ma

rovnice jediné feSeni? Vrafte se k n&které Gloze cviden{ 1.2.5. a YeSte ji prave popsanym zptisobem

1.2.9. Hleddme komplexni &isla, 21, ze v algebraickém tvaru takova, Ze vyhovuji soustavé rovnic:

a) o~ o= 1421, b) z1 + iz = i,
iz + 29 = i, (I+i)z; + 2izy = 4i,

c) 321+ 2+1)2 = 3+2i, d) iz — (2+41)2 = —2+3i,
T+i)z — izg = -2, 2+1i)z + 32y = 1,

e) dm+ (1-D)m = -2, f) 321 + (2—1)z = 1,
(2-1)2 + 32p = 3-2i, (2-1)z + izg = 2+ 3i.

1.3. Geometrie v E? g F3

1.3.1. Skalarni sou¢in @- b dvou vektori & = (a1,a2,a3), b = (by, by, bs) z E? je &slo definované vztahem
a-b= arby + azby + agbs.
Délka |@| vektoru @ se d4 vyjédfit pomoci skaldrntho soudinu takto:
la] = (@ @) = \/a? ¥ aZ + a2.

Ovéite tyto vlastnosti skaldrniho soudinu (a, A1, Bs jsou skaléry):

a) d-b=5b.g, b)  (ad) b=a@-b),
¢)  (@+a)-b=a b+d-b, d) @ (Bib1 + Boba) = B, (@-51) + B2 (@ ba),
e)  @+b-(@-5=a?- 5, f)  @+8)-@+8 =22+ E2r+24-5.

1.3.2. UkédZeme, 7e pro dva vektory @ # 0, b # 0 plati vatah
@5 =15 cose, (x)

v némz ¢ je Ghel, ktery sviraji vektory @ a'b, a |éi| (resp. |B]) oznatuje velikost i A
lezi v intervalu (0, 7). 1% ! vektoru d (resp. b). Uhel ¢

Oznadime O pocatek soufadného systému. Jestlize bod A je takovy, Ze 04 = @ a bod B takovy,
%e OB = b, je vzdélenost |AB| bodt A, B rovna 65— al. Proto miizeme psat
IABI = b~ = (- &) 5 - &) = |a]® + |52 — 24 5.

Ponévadz 04| = (& = 1bl. vidime Fe raeni cine e L o
plati vztahl [ = ld a |OB| = |3, vidime, %e mezi stranami trojahelniku OAB 3 skalarmm soudinem

|AB|* = |OAJ]? + |OB[? - 23 §.

Podle kosinové véty rovinné trigonometrie vyjad i j
i yjadiime velikost | 4B| strany AB trojthelniku OAB pomoci
stran trojihelniku |0 A|, [OB | a Ghlu ¢, ktery tyto strany sviraji, vztahem ’

|4B* = |OA[? + [OBJ* - 2|0 A |0B| cos .

Porovnanim poslednich dvou vztahtt dost4vame (*¥) okamité, ponsvady |OA| = |d] a |OB| = 18].

1.3.3. Vektorov§ soutin @ x . ; o
vatahem Ovy soutin & x b dvou vektori @ = (a1,02,a3), b = (by, b2,b3) z E? je &slo definované

@ x g': ((12173 - a3b2> “’(ale - aabl), a1by — azbl) y
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ktery se da piehledné&ji zapsat ve tvaru
az ag ar ag ay ap

axb:( b2 b3 b b3 by 52)’

v némz je uZito determinantu — zobrazeni, které &tvefici &isel A, B, C, D piifazuje &islo podle pfedpisu

A B
¢ D

k] 2

=AD - BC.

Ovéfte tyto vlastnosti vektorového soudinu (e, B, B2 jsou skalry):

a)  (a@) x (Bub + Boba) = (afy) (@ x by) + (@fa) (@x Bz),

b) a'xgz—(gxd'),c) dxd=(0,0,00=0, d) &-(Zxb)=0, e)
£) lax B =|a) (52 - (a-b).

Pro dva nenulové vektory @, b uzijte vysledek cviteni f) a ukaZte, %e plat{ vztah

>
~
IS
X
S
g
i
o

- P TN .
ld > b = |a] [b] sing,
v némZ @ je Ghel svirany vektory @ a b. To d4vé vektorovému soudinu geometricky vyznam,

1.3.4. V trojlhelniku ABC s vrcholy A = (3,-2), B = (~5,2), C = (—4,—1), najdéte obecné rovnice
piimek pq, py, pe, na nich? lezi strany trojahelniku, a obecné rovnice piimek v,, vp, v, na nichZ lezi vysky.
Déle najdéte soufadnice bodu V, ktery je priisedikem vySek, soufadnice t&Zi§té T a obsah S zadaného
trojuhelniku.

1.3.5. Vypoctem najdéte soufadnice bodu B, ktery odpovidd bodu A = (5,—3) v osové symetrii
vzhledem k p¥imce s rovnici 2y = 3z + 5.

1.3.6. Najdéte obsah trojuhelniku ABC s vrcholem C, pro jehoZ soufadnice plati C' = (-2,3), a s vr-
choly A a B, které leZi ve vzdalenosti 4 délkovych jednotek na piimce s rovnici 3y = 4z + 2.

1.3.7. Napiste obecnou rovnici pfimky p, kters prochézi bodem P = (6,5) a priseikem p¥imek, jejich
obecné rovnice jsou ¢y :x+y—4=0aqy:3z -5y +4=0.

1.3.8. NapiSte stfedovou rovnici kruZnice, na které lez{ body A = (5,3) a B = (—2,2) a jejiz st¥ed lezf
na pifmee z — 2y — 4 = 0.

1.3.9. Uhel o je odchylkou p¥imek s rovnicemi y =2z +3a y = —%x + 1. Kolik je tga a cosa?

1.3.10. Na piimce zadané parametricky vektorovym vztahem X = P+§, ¢ € (=00, ), vezmeme dva
body X; a X3, které odpovidaji hodnotam parametru ¢; a tp. Jaké je vzdalenost d(X1, X32) bodt X;
a X3, kdyZ smérovy vektor 5 m4 jednotkovou délku.

1.3.11. Najdéte obecnou rovnici roviny p, ve které lezl bod P = (1,-1,2) a ktera je kolmé na dvé
roviny, jejichZ rovnice jsou z +y —2 -3 =0a z = 2.

1.3.12. Najdéte obecnou rovnici roviny ., ve kieré lezi bod P = (2,3, 2) a kterd obsahuje pfimky

s parametrickymi rovnicemi z = 1+ ¢, y=5+¢, 2= -2+ t, t € (—00,00).

1.3.13. Najdéte obsah trojthelniku ABC a obecnou rovnici roviny p, ve které trojohelnik lezi, kdyz
A=(1,2,3), B=(4,3,-1), C = (2,4,5).

1.3.14. V rovnob&nosténu ABCDEFGH jsou soufadnice vrcholu A a t¥ sousednich vrchold B,D, E
dény takto: A = (-1,2,3), B = (3,-1,1), D = (2,0, 1), E = (0,2, —3). Spotitejte objem rovnob&#nos-
tému, obsah jeho stény lezici v roving p uréené body A, B, D a obecnou rovnici roviny p.

1.3.18. Najdéte vzdalenost vrcholu krychle o hrang a od roviny proloZené sousednimi t¥emi vrcholy.

1.3.16. Najdéte obecné rovnice rovin, které jsou rovnob&iné s rovinou 2z — 2y + z = 0 a dotykaji se
kulové plochy 2? — 4z + y% + 8y + 22 — 82 = 0.
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1.3.17. Trojthelnik md vrcholy v bodech, v nichZ rovina 6z + 3y + 22 = 6 protina soufadnicové osy.
Jaky je jeho obsah?

1.3.18. Najdéte vzdélenost bodu A od p¥imky p v E®, kdyz
a) A=(2,-2,3),p:z=8+5t,y=t,2=4+3tt€ (~o00,00),
b) A=(1,-3,4),p:2=8+2t,y=~-T-2t,2=-1—1,t€ (—00,00).

Reseni.

1
1.1.1. a) T pro & € (—00,00), b) 2¢/Z pro z € (0,1) U (1,00), ¢) 2v/a? + 22

2
pro z € (—a,0) U (0,¢), d) = prow € (0,1) U (1,00), €) 2z pro z € (0,00).

1.1.2.a) z € (-8,-2) U (5,00), b) z € (00, —2) U (1, ), c) z € (—6,-3) U (2,00),

d) z € (-00,~2)U(3,6), e) z € (-3,-2)U(1,3),f) z € (-2,-1) U(1,3).
1.l4.a)z=6,b)z=-3,c)z=-3,d) z; = 103, g, = 10~% = F5-

1.1.5. a) z € (0,10) U (10,20), b) = € (~5,-3) U (3,5), ¢c) € (-3,4),d) z € (15,10),

€) z € (~00,0) U (2,00), f) 2 € (—00,=1) U (2,00). 1.1.6. a) a, = 2"+1 + 3(-=1)", b) ap, =27 + (~1)7,
c) an =327+ (=1)"*1. 27", d) @, = 10 - 22, 1.1.7. a) 1, b) 1, ¢) pro z € (—1,00) konverguje

k sou¢tu 1(z + 2), d) pro z # 1 konverguje k souttu

22417
1.2.1.¢)z € {—%ﬂ,—%ﬂ,o, %7!', %7r,7r} dyz € {—-%’R’, ——%71', —-%’R‘, %71', gﬂ‘, %ﬂ‘}
1.2.2. a) c05105° = —3(v/3 ~ 1)v/2, b) sin105° = 1(+/3+ 1)v/2, ¢) cos 15° = T(V3+ 1)V,
d) sin15° = 1(v3-1)v/2.1.2.3.a) 2; = 0, 25 = 2r (31 = 0°, 2o = 120°), b)) = —im, 2o =7
(z1 = 300°, 2 = 180°), ¢) z3 = 0, T2 = 2.746802 (x; = 0°, gy = 157°22'48"), d) =, = 0.643501,
v =7 (21 = 36°52'12", 72 = 180°). 1.2.4. a) &1 = 0, 7y = 2arctg Z, b) oy = 7, 2, = —2arctg 4.
1.2.5. a) o1 = §57, 72 = 557 (21 = 15°, 23 = 105°), b) 2, = -5, 3o = &7 (21 = 195°, 25 = 105°),
) 1 = 5, Ty = 57 (21 = 15°, 22 = 75°), d) 7y = —i57, Ty = 57 (21 = 255°, mp = 15°),
e) z1 = 0.192474, 5 = 1.094528 (z; = 11°1'41", g, = 62°42'43"), £) @ = —0.515778, 25 = 1.802781
(z1 = 330°26'53", o = 103°17'30"), g) z; = —2.909608, z, = 1.055018 (z1 = 193°17'30",
Ty = 60°26'53"), h) z; = ~2.528668, z2 = 1.718885 (z; = 215°7'5"", 35 = 98°29'5""). 1.2.6. Kazdy
bod, ktery vyhovuje rovnici 1.2.5.(x), spliiuje £ =% —~%+ 27k nebo z=1n—% — 3 + 2wk pro néjaké
k€ Z. 1.2.7. Pro kazdé r takové, ze cosf #0,tj. z #7421k, ke Z.
1.2.8. Jediné TeSen je pro |F| = /A% + B2, co# je ve shod$ se vztahem Tie =

A% 4+ B? — F?
) ) A+F
1.2.9.a)21=2+1,22=1—l,b)zl=3+i,22=i,c)zl=i,z2=1-i,d)z1=1+i,z2=——i,
e)zi=1+i,z=-i,f)z1=1,20=1-1i.

1.34.p, :32+y+13=0,pp : x+ Ty + 11 =0,p.:zc+2y+1=0,v, 1z —-3y—-9=0,

Up T2~y +37=0,v.:28~y+7=0,V = (~6,~5), T = (-2, —3%), S = 10 plodngch jednotek.
1.3.5. B = (~7,5). 1.3.6. Obsah trojthelniku je 6 plosnych jednotek. 1.3.7. 3z — 4y + 2 = 0.
1.3.8. (¢ -2)° + (y+1)* = 25. 1.3.9. tga = 7, cosa = %v/2. 1.3.10. d( Xy, X,) = [t1 — ta].
1.3.11. Obecné rovnice roviny p je 5 +y + 2z — 4 = 0. 1.3.12. Obecné rovnice roviny p

je 2z —y—2+1=0. 1.3.13. Obsah trojihelniku je 12—5 plosné jednotky a obecn4 rovnice roviny p
je 22 -2y +2—~1=0. 1.3.14. Objem je roven 4 objemovym jednotkdm, obsah stény jsou 3 plosné
jednotky a obecn4 rovnice roviny p je 2z + 2y+2z—-5=20.1.3.15. Vzddlenost je %\/ga délkovych
jednotek. 1.3.16. Rovnice rovin jsou 2z — 2y+2-34=0a2x—-2y+2+2=0.1.3.17. Obsah
trojthelniku je -;’- plo¥nych jednotek. 1.3.18. a) Vzdélenost je v6 délkovych jednotek; soufadnice bodu
piimky p, ktery je nejblize bodu 4, jsou (3,-1,1). b) Vzdalenost je 3 délkové jednotky; soutadnice
bodu pfimky p, ktery je nejblize bodu 4, jsou (2, -1,2).
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JEDNODUCHE FUNKCE A JEDNODUCHE LIMITY

2.1. Jednoduché funkce

2.1.1. Uréete defini¢ni obor a nafrtnéte grafy funkei:

a) T - (z+2)?, b) z = In(z — 2), c) z et

1 T+ 2
d) .’E—);;, e) m, f) IL'—’)IHI.’L'—2‘,
g z-2-la, h) o2+, PR

z =z -1+ |z, 1) z — In(4a — 22 — 4).

D z—V2r—x2-1, k)

2.1.2. Najdéte defini¢ni obor a uréete, zda je funkce f licha nebo sudi, kdyz

3 zsinz (z* — 2°) cos 2z
a)  fl@)= 2 +1’ Py f@)= o+ 222 +1° o J@= sin®z +2cos?z

2.1.3. Najdéte definiéni obor D(f) funkce f a uréete, zda funkce f je na ném rostouci ¢ klesajici, kdyz

floy = 22, )

a) f(x) = 323 + 2z, b) flz)=e"—¢",

2.1.4. Najdéte nejvétsi interval I obsahujici bod zg, na kterém je zadana funkce g monoténni. Oznadte f
funkci s definiénim oborem D(f) = I, pro kterou f(z) = g{z). Rozhodnéte, zda je funkce f v intervalu I
klesajici ¢i rostouci, najdéte inverzni funkci f~1 a jeji defini¢ni obor D(f~1) = H(f), kdyz

a) gl@)=2+4r+1,2 =0, b)  g(z)=lz|+ 1,20 = -2,
3
c) g(@)=2z-1{+z~3|,z=-1, d) g(ﬂ:)=2—f—2,wo=—1-

2.1.5. Najdéte obor hodnot H(f) funkce f dané vztahem (z € (—o00,00)):

a) f(w):xzi_l, b)  fl@)=32-3c+1, < f=lhl+).

Regeni.

2.1.1. a) (”'007 OO), b) (2a 00): C) (-'OO, OO), d) ("‘OO, OO), e) (—-OO, "'1) U ("]w 00)7 f) (~—OO, 2) U (27 OO),
g) (—00,00), h) (—00, 00), i) (—00,0) U (0, 00), j) defini¢ni obor D obsahuje jediny bod, &slo 1, proto
D = {1}, k) (—o0, c0), 1) defini¢ni obor D neobsahuje z4dny bod, je to prazdnd mnoZina, proto D = §.

2.1.2. a) D(f) = (—o0,00), funkce f je lich4, b) D(f) = (—o0, 00), funkce f je sud,
¢) D(f) = (—00,00), funkce f je suda.

2.1.3. a) D(f) = (—o00,0), funkce f je na ném rostouci, b) D(f) = (~o0, 00), funkce f je na ném
rostouci, ¢) D(f) = (—o0, 00), funkce f je na ndm klesajici.

2.14.a) I = (-2,00), f"Hy) = -2+ Vy+3, D(f 1) = (-8,00), b) I = (—00,0), f1(y) =1—1y,
D(f—l) = (1,00), c) I = (~o0,1), f—l(y) = %(5 -y), D(f—l) = (2,00),d) I = (~00,2),

1) = B2, D(f1) = (o0, 1).

2.1.5.a) H(f) = (0,1), b) H(f) = (§,0), ) H(f) = (0,00).
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2.1.6. UkaZte, %e funkce g definovana vztahem

9(z) = x—i—l

spliiuje g(g(z)) = « pro vSechna z z defini¢niho oboru. Najdéte defini¢ni obor D(g) funkce g, obor
hodnot H(g) a vyjadieni inverzni funkce g—1.

2.1.7. UkaZte, Ze funkce h definovand vztahem

ar -+ ¢
br—a’

h(z) =

v némi a, b, ¢ jsou parametry, které vyhovuji podminksm b # 0, a® + bc # 0, splije h(h(z)) = z pro
viechna z z defini¢niho oboru.

2.1.8. Funkee inverzni k funkei f;; definované vztahem fig(z) = tgz pro ty hodnoty proménné z, které
patfi do defini¢niho oboru D(f,) = (— %w, ), je funkce arctg. Funkce inverzni k funkei feot, definované
vztahem feoiq(2) = cotgz pro ty hodnoty proménné z, které pat¥i do defini¢niho oboru D(feotg) = (0,7),
je funkce arccotg.

a) Vyjédrete pomoci arctg inverzni funkci k funkei g, kters ma definiéni obor D(g) = (3m,2n), na
némz pro hodnoty funkee g plati g(z) = 3tgz.

b) Vyjéadiete pomoci arccotg inverzni funkci k funkci h, kters m4 definiéni obor D(h) = (4m,57), na,
némZ pro hodnoty funkce h plati A(z) = 2 cotg z.

c) UkaZte, Ze pro viechna z € (—o0, c0) je arctgx + arccotgr = 1w .

d) Ukazte, Ze pro vSechna redlnd z # 0 je

1
sm_proxz >0,
‘arctg‘x—‘l—arctg—l—:{ P
z

—%ﬂ' proz < 0.

Reseni.
2.1.6. D(g) = H(g) = (—00,1) U (1,00), g™} (z) = o271 = g(z). 2.1.8. a) D(g!) = (—o0, 0),
97 (y) = 7+ arctg 3y. b) D(A™Y) = (~o0, 00), ™Y (y) = 4 + arccotg 1y.
c) Hodnotu arctgz oznadime ¢, tj.
arctgzr = ¢ . (%)

Potom je ¢ € (—m, i) a tgy = z. Protoge 3T—p€(0,7) a cotg(in — ) =tgp =z, je

arccotgz = 1w ~ ¢ . (%)
Settenim (x) a (x*) dostaneme vysledek.

d) Hodnotu arctgz oznadime o, tj.

arctgz = ¢. (%)
Probereme pifpad = > 0. Potom je ¢ € (0,47) atgp = z. Protoze im—p € (0, i7), je
1 1
tg(57 — @) = cotgp = T o
Mame tedy 8¢
1,
arctg i L 2 (%)

Setenim (%) a (*+) dostaneme vysledek. V pfipadé z < 0jeyp € (=%m,0). Ponévady pro takové ¢
plati ~ 37 — o € (—17,0) a také :

sin(in +
te(=37 —9) = —tg(in +¢) = - (ﬁ o) _cosp cotgp = —— =
cos(3m + )  sing tge =z’
Jje odtud moZné uginit zavér
1 1
arctg; =T — Q.

V tomto vztahu misto ¢ napieme arctg z, tim je vysledek dokizan i pro z < 0.
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2.2. Jednoduché limity

2.2.1. Spocitejte tyto limity:

a) lim (222 - 5), b) lim 222 , c) lim 277,
-2 Tz 00
cos T 6 — 2z — 2¢2 . 3—Tcosz
. . 620 — 22" lim S—1%2%
d) r-l-gr—lr z e) xl—l>n—12 352 +4x -3’ £) oo 2~z
. zt—22% — ¢ h) lim 3z2 +22 -1 i) lim 22 -2z — 4
g) z%2m3+3xz+2w’ m—1>—12m2+3a:-|-1’ g2 z24+2 -6 '
2z — 34+ 2 2z* — 328 +5 2 — 5zt
. . . 1 .
o dm = Ky im S ari LN v
. 5 — 3zt i 3z5 — 22 0) i 525 — 2z — 1
m) 25 o0 2 — 322 4 424’ n) e oo e +4’ zr—00 323 + 222 + 1’
. 2:::—2 - 3m+1 . e — ™% . e — et
p) zlggo 22-2 4 3=-17 @) R Y r) zEI—{loo er+e e’
1 . Va?
8) lim zcos —, t) lim e®cosz, u) m YELZ .
z—0 € =00 ZT——00 T
2.2.2. PouZijte t&chto dvou limit
T _
lim 222 — lim &1 = 1
-0 r z—0 T
a spolitejte:
. .2
3
a) lim 22 3¢ , b) lim —— , c) lim 22 27 )
z—=0 Tx z—0 tg 5z z—=0 I
z+h _ oz 3z _ 1
d)  lim —2 e) lm<——% f)  lim ,
z—inw 5T — & h—0 h z—0 T
. 2 2
. sin® 2z . cosfx—1 . .
g) ilj}% sin2 3z s h) }:I_I)I%) —:;2""—' s 1) :}I_I‘)I}r(ﬁ - (E) cotg .

2.2.3. Jestlize limita neexistuje, spo&itejte limity jednostranné (pokud existuji):

. -3 ) r—3 ) x4 11
B lme— P Iy o Jm e
.1 . 1 . =
d) lme?, e) ;1_%111(”5), £) lim e,
z+1 1- 92 22—z -2
_z+1 .o 1-2¢ . lim S —%—2
e Jmoernia B lm o3 Do e
J) lim sinl, k) lim e® cos~1—, ) lim ﬂ
z—0 T z—0 xT z—0 SIn
Reseni.

2.2.1.2)3,b)0,¢) 0,d) +,e) 2,f) 0, g) -4, h) 4,1) §,5) —1,k) 0,1) co, m) £, 1) 0, 0) oo,
P) -9,q) 1,r) —-1,s) 0, t) 0, u) 1.

2.2.2.a) §,b) §,¢)9,d) 1,e) e, £) 3,8) &, h) —1,1) ~1.

2.2.3. a) limita zleva je —oo, zprava oo, b) —o0, c) limita zleva je —co, zprava oo, d) limita zleva
Je 0, zprava oo, e) limita zprava je oo, funkce neni definovana v levém okoli bodu 0, £ ) €, g) limita

je —oo, h) limita zleva je 0o, zprava —oo, i) limita zleva je oo, zprava —oo, j) neexistuje limita zleva,
ani limita zprava, k) limita zleva je 0, limita zprava neexistuje, 1) limita zleva je —1, zprava 1.
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2.2.4. Spocitejte tuto limitu (kterd se nazyva derivace funkce id)

i LG 1) = £(2)
h—0 h

pro funkci f danou takto:
a)  f(z) =2, b)

9 f@)=1, °)

f(z) ==z*,
f(@) =,z >0.

f(@) =23, c)
1
f@) = =, f)
2.2.5. Dvé funkce f a g spliuji
lim f(z)=A, lim g(z) =B , ptitem? A, B¢ (—o0,0), A< B.
T—r00 T30
a) Ukazte, Ze potom existuje &islo a takové, fe z € (a,00) = flz) < g(=).
b) Ukaite, Ze potom pro kazdé &islo D, které spliiuje D < B — A, existuje &islo b takové, Ze

z € (b,00) = f(z)+ D < g(z).
c) Ukazte, ze pro dosti velka &isla = plati

422 — 3 — 19¢~5=
z? + 5z + 3|z + 50|

32% + z\/x + (5z + 3) sin Tz
202 —z -2

2.3. Bolzanova véta

2.3.1. Bolzanova véta. Bud f spojita funkce na intervalu {a,b), —0o < a < b < 0. Pro kazdy bod y leFici
v intervalu, jehoZ krajnimi body jsou hodnoty f(a), f(b), existuje bod z € (a,b) takovy, ze f(z) =y.
UkaZte, 7e funkce f ma v daném intervalu (a,b) aspofi jeden bod z takovy, e plati f(z) =y, kdy%

a) f@)=(@~-2)e"+2?,a=0,b=2,y=1,
b) fl@)=2~2sinz,a=¢tr, b=m,y=2,
C) f(«’v”)=$5—3$2+17020’b:1,y=0;
d) f(a;)::c4—-3a:2——m+1,a=0,b:2,y=0,

z?

2.3.2. Spocitejte a potom vysvétlete, pro¢ pro funkci flz) = 1 neexistuje v intervalu (0,2) bod z

takovy, Ze f(z) = y, kde y je libovolny bod z intervalu (0,4), i kdy% v krajnich bodech intervalu pla-
t1 f(0) =0a f(2) = 4.

Reseni.

2.2.4. a) 2z, b) 32%, c) 42®, d) -5, e) -2, f) 5

2.2.5. a) Oznadime e = %(B — A). Z definice limity funkce [ vyplyvé, Ze existuje &islo a ¢ takové, Ze
pro kazdé z € (ay,0) je f(z) < A +¢. Z definice limity funkce g vyplyva, ze existuje Cislo a, takové,
ze pro kazdé = € (ay,00) je f(z) > B — &. Jestlize oznatime ¢ v&t3f z hodnot ag, ag je (vzhledem

k tomu, ze A + ¢ = B — ¢) splnéna nerovnost f(z) < g(z) pro viechna z € (@, 00).

b) Uvaha je stejn4 jako pii FeSent piedchézejici dlohy, pouze volime ¢ = 3(B-A-D).

¢) Limita funkce stojici na levé strans nerovnosti v nevlastnim bod§ o je %, limita funkce vpravo je 4;
proto pro velkd z nerovnost plati.

2.3.1. a) f(0) = -2, f(2) = 4, proto existuje bod z € (0,2) takovy, e f(z) =1, b) fEm) =3in -1,
f(m) = m, proto existuje bod z € (é—ﬂ',ﬂ') takovy, Ze f(z) = 2, c) F(0) =1, f(1) = -1, proto
existuje z € (0,1) takovy, e f(z) =0, d) f(0) =1, f(2) = 3, musime zkusit dal§i body uvnit¥
intervalu (0,2): f(1) = -2, proto existuje z; € (0,1) a =5 € (1,2) tak, e f(z1) = f(zs) = 0.

2.3.2. Funkce neni spojit4 v intervalu (0,2). Pozdgiji si nakreslete graf funkce f.

17

DERIVACE

3.1. Vypoéet derivaci, diferencisl
3.1.1. Spotitejte derivaci, uvedte nejvétsi otevieny interval, na kterém je derivace spoditana, a zjistéte
hodnoty funkce a derivace v bod& z = 1:

a) f(z)=3(x* -2z +1)~5lnz + 27, b) g(z) = sin 2z + cos 2z,

c) h(m)=9m§+%—&, d) j(@) =z Va3,
e) k(z) =2, f) l(z) =logz =logz.

3.1.2. Spocitejte derivaci a uvedte nejvétsi oteviené intervaly, na kterjch vztahy plati:

a)  f(z) =sin(cos(e!?*)), b)  f(z)=(2®—-4c+249)VT + 3,

O f@)=@+1)7@ - 1), 9 1@ =g

e) f(z)=e3%cos2z, f)  f(z)=zarctgz —Inv/1+ 22,

0 f0=1%, W @=EEE )= sl

) f@=hE+VIFD), &) @)=t 2, L

m)  m(z) = B, ) f@=-acinilZ, o) g@)=—2,

P @) =1, O @)= VITP, ¥ o) = arctg Al

3.1.3. Pri Gpravé vyrazu vzniklého derivovanim je tfeba véas vytknout vde, co vytknout lze. Napftiklad

d (22 -3)!  4(2® - 3)32(2 + 2)° ~ (22 — 3)*3(2? + 2)22z

de (22 +2)% (22 +2)¢
_ 2z(2? - 3)%(2? + 2)%(4(=? + 2) — 3(2? - 3))
h (22 + 2)8
_ 2z(2? - 3)3(2? + 17)
- (z2 + 2)4
Podobné postupujte u téchto funkei:
(@ +1)? _(z-2)p _ @ +2P°
a) f($)=m, b) f(f”)—(x_'_g)g: c) f(m)—($2+1)2.

3.1.4. Funkci zapiste pomoci zdporného exponentu; potom dvakrét derivujte:

1)2
D@ = o b s =5
1 z? +3r 42
IO e VIO =TT
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3.1.5. Spotitejte prvni a druhou derivaci funkce:

a) f(x)z%(z\/x2+a2+a21n(x+\/a:2+a2)) , a>0,

2 3
b =5z -2b)Var+b, a> 0, e —
) 1) = 5500~ 2)a ) @)= gt
3.1.6. Spoditejte prvni a druhou derivaci funkce:
arcsin z
T) = .
1) ==
a) Postupujte pf{mym vypoétem.
b) Povsimnéte si, Ze f(x) = g(z)g'(x), kde pro strucnost je pouZito oznadeni g(x) = arcsinz . Potom
ukaZte, Ze plati (pro zkraceni proménnou z nevypisujeme)
f'=99"+(g)?,
fII — gglll + 3glgll .
Ponévadz se snadno odvodi, 7e
" z " 1+ 222
9"(z) = , 9"(@) = ——22
() A—mF 9@ A=

dostaneme vysledek pouhym dosazovanim do pfedchdazejicich vztahi.

3.1.7. Funkee f, g a h majf na otevieném intervalu J potiebné derivace, funkce f je na tomto intervalu
nenulova. Spoéitejte

f’ ! _f" n , gh, ,
a) (‘f‘) g b) (f) : c)  (fgh), d) (7_) -
3.1.8. Funkce f a g majf na (—oo, 00) potfebné derivace, a je pevna konstanta, Spoéitejte
dk dk
a) a‘;,;f(?)——Q:L'),k:l,?,..., b) m(f(m)g(a——x)),k:l,z,
d* (z-a)n d* 1
L k=1,... a4 _
c) aF o k=1l.m, d) dx"(a:—~a)3’k 1,2,...,
d_J1 d (6 4
°) dz 1+ F2° ) (9.

3.1.9. Pro vSechna z plati tg(arctg z) = 2. Derivujeme jako sloZenou funkci a dostaneme vztah

1

cos?(arctgz) dz arctgz = 1.

Oznatime-li ¢ = arctgz, je ¢ € (37, 47) a tgp = z; ponsvads cos? @ =

—d—arct z=cosp=—1 1

dz '8 <P‘1+tg2<p—1+a:2'

Podobng spoéitejte prvni dvé derivace funkee — y(z) (nazyvané implicitné zadans funkce) v uréeném
bodg z:

a) 2’4y’ =R’,R>0,z¢€(-R,R),

1 -
T, dostivame
1+tg%¢p

b) zlny+2y=2%-2 v bods z = 2 (kde y(2) = 1).

3.1.10. Ve, co bude feCeno, se tyka funkce f, kterd m4 derivaci na otevieném intervaly J. Pro takovou
funkci oznaduje

df = f'(z)dz
diferencidl funkce f v bodé z € T » PfiemZ dz oznaduje velikost piirGstku nezavisle proménné z -

diferencidl nezévisle proménné z. Nékdy je tFeba pro oznateni diferencidlu psat d f(z,dz), abychom
zachytili jak bod =, v ném¥ se diferencial bere, tak i velikost pfirdstku dz. Proto naptiklad

df(zo,h) = f'(zo)h

znamend diferencial v bodé z; s prirfistkem nezdvisle promé&nné vyjadienym veliinou A.
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Naproti tomu piiristkem Af(z,h) se rozumi pfesny p¥irtstek hodnot funkce [, proto se definuje
Af(z,h) = f(z+h) ~ f(=z).

h) - df(z, b
a)  Ukaste,ze lim 2L@H) —df@@h) _
h—0 h

0.

b) Nova veli¢ina y (z4visle proménn4 y) je zavedena vztahem y = f(z). Jak definujeme diferencial
proménné y? Co takovy vztah vyjadiuje?

3.1.11. Porovnejte Ag(zo,h) a dg(zo, h) tim, ze spoditate Ag(zo, h) — dg(xe, h) pro obecnou hodnotu
piiristku A nezivisle proménné; ovéite, e tento vyraz (i po déleni p¥iristkem h nezavisle proménné)
konverguje k nule, kdyz h — 0:

a) g(z) =2%vbodé zy =3, b)  g(z) =2% v bodé zo = 2,

c) g($)=lvbodé Tp =2, d) g(x) = /T vbodé zg = 1.
x

3.1.12. Porovnejte Am(z,h) a dm(z,h) tim, Ze spoditite Am(z,h) — dm(z,h) pro vybrané hodunoty
piiristku h nezévisle prom&nné pro funkci:

a) m(z) = € v bod& z = 0 a pro tyto hodnoty pirtistku h:1,0.5,1071,107%,1073, 104,

b) m(z) =cosz v bods z = +m a pro tyto hodnoty piirtstku h: 1,0.5,107%,1072,1073, 104

Reseni.
3.1.1.a) f'(z) = 6(z — 1) — g + % D(f) = (0,00), F(1) = 2, f'(1) = —4,
b) ¢'(z) = 2(cos2z — sin2z), D(f) = (—00,00), g(1)=sin2+cos 2=0.5, g'(1)=2(cos2—sin2) =-2.7,

2 -3 “E_q.2 4 6 - _ =
C) h'(:v) = 1523 —4x™% + 6272 = 1525 — ;_.’L—' + m, D(f) = (0, OO), h(l) =13, h'(l) =17,

) j'(@) = 2% = § 7, D(j) = (0,00), j(1) = 1, /(1) = 5,
e) k'(z) =2°In2, D(k) = (—00,00), k(1) =2, k'(1) = 2In2 = 1.4,

1 loge ' 1 - :
10 = e D = (0,00, 1(1) =0, /(1) = 1k = loge

3.1.2. a) f'(z) = 2¢' 7> cos(cos(e! ~?*)) sin(e'~**) na (—o0, 00), b) f'(z) =

£) lU'(z) =
% na (—3,00),

—3
iy ae na (-0, c0),

e) f'(z) = ~e~3%(3cos 2z + 2sin 27) na (—00,00), f) f'(x) = arctgz na (~o0, 00),

©) f'() = (@ + 1)*(z - 1)(7z ~ 3) na (~c0, 00), d) f'(z) =

Ssin 2z
(1 + cos? )2

ooy -1 17\ _ l0sinzcosz —
g) f'(z) = AT varss ™ (0,00), h) f'(z) = (1t ool =

na (—oo, 00),

i) fl(z) = %5 na (—o0,0) U (0,00), §) f'(z) =

1
m na (—'O0,00),

4 sin 2z . P
k) f'(z) = na (—4m, +r) a na intervalech, které se dostanou posunutim o ik, k celé &islo,
cos® 2z 4774 ’ 2

1) f(z) = (ﬁfﬁ na (~oco, —2) U (=2, c0),

3 z2—1 _ 3m(.’17) 12 1
Cz + 1)262”“ = Got e Por # 5 n) fl(z) =

na (—4,0),
—z? - 4g
, — 2,~z _ 2

(x) = ((fc:-l—l)l; = :(; i i) 9(z) na (—o0, 00),
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—zsin 2¢/1 + 2? -1
p) f'(a) = a*(1+Inx) na (0,00), @) f'(a) = =Lt ma (~00,00),7) ¢'(2) = 5ig

na (—oo, %) U (%,oo).
—(z + 1)%(z + 10)

3.1.3.a) f'(z) = pro z € (—0,2) U (2, 00),

@ =25
b) (e = EZLEE o5 € (—00,-3) U (-3,00),
) ) = HEHTLEELIE) oy e (—o0,00),
3.1.4. ) f'(z) = % . f(z) = 2“21’:; i‘”;)j 3) bro 7 € (—00,0) U (0, 00),

b) f'(a:) — "‘(E + il(il? + 3) , f”(IE) — 2(;1;2 +x§17 -+ 6) pro € (——OO, 0) U (O, OO)

(6 +sinz)z? + 8z cosz + cos*z — 3
(2 +2 +sinz)?

v —(2z+cosz) woon
c)f(x)—m,f (2) =
z(z — 3)

3
z+3 s Ppro € (—o0,00).
2 ‘

pro z € (—o0, 00},

3 H _3
d)f($)=($—2_;‘1)—%',f (x)—(az2+1)
2

3.1.5.a) fi(z) = Va2 +a?, f'(z) = e pro z € (—o0,0),

b) (6) = o 0 = T prow € (-4, 0),

c) fi(z) = %51)%?" (z) = (:ci—a:l)‘i pro z € (=00, —1) U (~1,00).

3.1.6. a) f'(z) = Z"laicj;‘; + 1 _1m2 (@) = (2w2(:_1)m ZEC;“‘” +g EZz)z pro z € (~1,1).

3.1.7. a) (?) - i—’f‘éﬁiﬁ . b) (J}) _ - 3f§'3f" 20" o) foh+ fo'h+ fob,

a) fh f;’f’ = f'9% 3.1.8.8) (-2 O3 - 2), b) a%(f(a:)g(a _ ) =

f(z)g(a —2z) - f(2)g'(a — ), a%zg(f(x)g(a —z)) = f"(z)g(a ~ z) = 2f'(2)¢'(a — z) + f(2)g"(a — %),
o E-0 o GEELR o CoDIE b 0rg(ara+a19).

3.19.2) @) = 25 10) = S D) v (@) = 1,00 = §.

3.1.10. b) Vztah mé tvar dy = f'(z) dz a vyjadiuje, jak velikd je zména nové proménné y, kdy?z se
ptivodni proménnéd  méni o ,malé hodnoty“ dz.

R g =VItRh

3.1.11.a) k%, b) (6 + h)h?, ¢) 1

(2+h)" 7 2(1+vV1+h)’

3.1.12. 2) h= 1 0.5 0.1 0.01 0.001  0.0001
Am(0,h) = 6.380056 1.718282 0.221403 0.020201 0.002002 0.00020002
dm(0,h) = 2 1 0.2 0.02 0002  0.0002

b)

h= 1 0.5 0.1 0.01 0.001 0.0001

Am(%ﬂ,h)i ~-0.818845 —0.345729 —0.054243 —0.005043 —0.0005004 —0.000050004
dm(%w,h): -0.5 ~0.25 - —-0.05 ~0.005 ~0.0005 ~0.00005

Uzrtt pERIVACE 21

3.2, Uziti derivaci

Definice a vyznam derivace

3.2.1. PRIKLAD. Pravd&podobnost doziti se véku je pro narozeného jedince popsana funkei p(z). Jak
interpretovat funkci u, kterd je definovdna vyrazem

1d
u(z) =~ S
p(z) dz
Podle definice derivace pro malé kladné h uvedeny vztah pfiblizng vyjadfuje (tim ,pYesn&ji“, ¢im je h

e
,mensi“)

1 p(z+h) - p(z)
p(z) h
Néasobime h, a zlomek vpravo roziifime &islem Ng, které vyjadfuje podet narozenych; dostaneme

D) h= Nop(z) — Nop(z + h)
Nop(z) '

V poslednim vyrazu Nop(z) piedstavuje pocet jedincd, ktefi dosihli vdku z, a Nop(z + h) je podet
jedinct, ktefi dosdhli véku z + h. Rozdil Nop(z) — Nop(z + h) udava tedy podet zemielych ve véku,
ktery je v&t8i neZ z a je men$i nez x + h. Tedy podil stojici na pravé strané posledni rovnosti vyjadiuje
pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery se doZil véku z, zemie pfed dosaZenim véku z + h. Funkce p se
nazyvé intenzita mrtnosti a veli¢ina p{z)h pro ,mald* A odpovida pravdépodobnosti timrti ve v8ku
z intervalu (z,z + h).

wz) =~

A(

3.2.2. Poloha bodu pii oscilaénim pohybu na pfimce je popsdna funkei z(t) = Acoswt, kde A,w jsou
kladné konstanty. Najdéte vyraz pro rychlost v(¢) pohybu a najdéte mista, kde je rychlost nejvétsi. Dale
najdéte vyraz pro zrychleni a(t) pohybu a najdéte mista, kde je zrychleni osciladniho pohybu nejvétsi.

3.2.3. Veli¢inou P(t) je vyjadiena velikost populace v z4vislosti na ¢ase t. Vysvétlete, pro¢ vyrazy

dP(z) 1 dP(x)
dt ’ P() dt
je rozumné nazyvat rychiost ristu populace a relativni rychlost ristu populace. Spoéitejte, %e pokud
populace je popsédna funkei P(t) = Ppe®t, v niz Py a a jsou konstanty, potom relativni rychlost ristu
populace je a.

Tefna
3.2.4. Napiste obecnou rovnici tedny ke kfivce y = 8 ~ 2z — 22 v bodech (~1,7), (0,?) a (3,7?).

3.2.5. Napiste vektor, ktery md smér tetny ke kfivce y = f(z) v bodé z = a, v ném? existuje derivace

funkce f. Napiste pro tento bod vektor normdly ke kfivce, jenz sméfuje do mist ,jiZn&jsich®, ne¥ je
bod (a, f(a)). Jaky je vektor normaly sméfujici do ,severndjsich® mist?

3.2.6. Je dana funkce f, kterd m4 na otevieném intervalu I derivaci. Najdéte vyjadieni pro funkci q,
kterd popisuje y-ovou soufadnici bodu, v ném# tetna v bodé « ke kiivce y = f(z) proting osu y.

9.2.7. Je dana funkce f, kterd ma na otevieném intervalu I nenulovou derivaci. Najd&te vyjadrent pro
funkei p, kterd popisuje z-ovou soufadnici bodu, v ném7 te¢na v bodé x ke kiivce y = f(z) protini
osu .

3.2.§. Funkce f je lich4 funkce na (—00,00) a y = kz + ¢ je tetna v bod& se soufadnici z = a. Jakou
rovnici mé teéna v bodé se soufadnici z = —a?

3.2.&_). Funkce f je sud4 funkce na (—o00,0) a y = kz + ¢ je tetna v bodé se soufadnici z = a. Jakou
rovnici mé teéna v bodé se soufadnici z = —a?

3-2-}0- Rovnice te¢ny ke kiivce y = f(z) v jistém bodé se soufadnici ¢ = a je y = kz + ¢. Jak4 je
Tovnice tefny v bodé se soufadnici z = a ke k¥ivce y = af(z), kde « je libovoln4 konstanta?




22 UZ1Ti DERIVACE

3.2.11. Funkce f je libovolna funkce, kter4 m4 na otevieném intervalu I derivaci. Pro libovolny nenulovy
redlny parametr a sestrojime funkci f, pfedpisem

fo(z) =af(z) pro zel.

V bodé se soufadnici © = a € I, v ném¥ derivace funkce f neni rovna nule, sestrojime te¢nu ke grafu
funkce f a oznatime b bod, v ném? tetna protiné osu z. V bods se stejnou soufadnici z = g sestrojime
také tefnu ke grafu funkce f, a ozna¢ime b, bod, v ndm# tato tetna protiné osu z.

a) Odvodte vztah mezi b a b, pouhou tivahou, bez po&iténi.

b) NapiSte rovnice teCen a priisetiky b, b, s osou z spoditejte.

Taylortiv vzorec

3.2.12. Pro kazdou funkci f, kterd m4 na otevieném intervalu I derivace (pro jednoduchost) vSech ¥4dd,
miiZeme pro kaZdy bod z € I a pro libovolné pFirozené &slo 1 a libovolny bod g € I psét

1@ = fe0) + L @ gy 4 L0 ey I2) (4 o) 4 B ()

2 (2 — 20)* + Rpya(3),

kde pro veli¢inu R,; (%), kterou nazyvime zbytek, plati vetah

f(n+1)(§) (.’L‘ _ O)n-i-l

Rn+1($) = (n+ 1)' ¥ HY y

v némz bod £ je ndjaky bod z intervalu s krajnimi body z a z. Radu

X £k
kz: f k(!ﬂfo) (o — wo)k
=0

nazyvame formalni Taylorovou fadou se stfedem v bods zo. Casto se pomoci této fady da vyjadfit
hodnota funkce f(z).

a) Napite Taylorovu fadu se stiedem v bod& z = 2 pro funkci f (z) = 23 — 72% + 152 — 8. Vypiste
viechny nenulové ¢leny fady. Presvédite se, ze zadany polynom je roven odvozené Taylorové fads.

b) Stejné jako v pfedchazejici tloze: stfed v bodé zo = —1, funkce fle) =25 -2z + 1.

c) Napiste formalni Taylorovy Fady pro funkce f; (z) = €®, fo(z) = cosz a fs (z) = sinz se stiedem
v bodé z¢ = 0. Tyto fady vyjadiuji hodnoty funkei pro kazdé z — dokonce i komplexni.

d) Najdéte piiblizné hodnoty pro e a e~! setenim prvnich péti Elentt odvozené Fady. Srovnejte
s hodnotou, kterou najdete na kalkulagce.

e) Najdéte priblizné hodnoty sin6° a cos 10° sedtenim prvnich dvou ¢&lenfi odvozenych ¥ad. Velikost
thlu vyjadiime v radidnech a pak dosadime. Porovnejte s idajem kalkulagky.

Funkce rostouci, klesajici, minimum, maximum
3.2.13. Pomoci Rolleovy vty uréete bez poditani disjunktn{ (bez spole¢nych bodd) oteviens intervaly
délky jedna, v nichZ lezi koteny derivace polynomu p(z) = z(z? - 1)(z? - 4).

Wy z+1 .
3.2.14. PRIKLAD. Funkce f(z) = ~ 7 mé zdpornou derivaci v ka%dém bodg& svého defini¢niho obo-

ru (—00,1) U(1,00). Proto je funkce klesajici na intervalu (—00,1) a také na intervalu (1, 00). Nelze Tici,
Ze funkce klesd na svém definiénim oboru, nebot 0 < 2 a p¥itom F0)=-1< f(2)=3.
(z% +1)?

3.2.15. Najd&te intervaly, na nich¥ je funkce h(z) = GETQ;—?’ monotdnni.
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3z% -1
3.2.16. Na kterych intervalech je funkce f(z) = w(:TA

1 klesajici?

3.2.17. Bud f(z) = 2°(4 — £). Ukaite, Z%e pro kazdé &islo A < 27 existuje jedind dvojice bodt (a,b)
takovd, Ze a < 3 < b a f(a) = f(b) = A.

1
3.2.18. DokaZte, Ze funkce g je na svém definiénim oboru kladnd, kdyz g(z) = s Inz.

3.2.19. Najdéte maximum a minimum funkce f(z) = z° — 3z% — 3 na intervalu I = (—1,4).
3.2.20. Najdéte maximum a minimum funkce g(z) = z — 2arctgz na intervalu I = (0, c0).
3.2.21. Najdéte minimum a maximum funkee h(z) = 2? — 2z — 4|z — 2| + 1 na intervalu I = (-2, 3).

3.2.22. Najdéte minimum a maximum funkce f(z,y) = 5z% + 4zy + 2y? na mnozind M bodd (z,y)
v roving, kdyz M = {(z,y) | 2>+y® = 3}. MnoZina M se d4 zachytit (parametrizovat) jedinou proménnou,
napiiklad ¢; miZeme psét z = V3 cost, y = v/3sint, t € (0,2x).

3.2.23. Jako v pfedchazejici Gloze pro funkci g(z,y) = 102% + 62y + 2y a M = {(z,y) |2? +y* = 1}.

3.2.24. Najdéte mezi kladnymi &isly takové, Ze je pro néj soudet druhé a tiet{ mocniny zmenSeny
o pfirozeny logaritmus jeho paté mocniny nejmensi.

3.2.25. Najdéte rozméry obdélnika s obvodem L > 0, ktery m4 nejvétsi obsah.

3.2.26. Najdéte polomér zékladny r a vysku v vélce nejvétiiho objemu, ktery se vejde do koule polo-
méru R. Objem vyjadFete jako funkei vysky v € (0, 2R).

3.2.27. Jako v predchazejici Gloze pro kuZel s polomérem zékladny r a vygkou v.

3.2.28. Néklady na provoz jisté lodi se daji rozdélit na pausalni a ty, které jsou svdzany s rychlosti
pohybu lodé. Tyto néklady rostou se tfeti mocninou rychlosti a pii rychlosti 10 km/h jsou 40 K&/h.
Paualni ndklady jsou 640 KE&/h. Pii jaké rychlosti jsou naklady na jeden kilometr plavby nejniz¥i?

3.2.29. Cena C(z) komodity klesé se vzdalenost! z od mésta podle vztahu C(z) = T—l%’ kde ¢

a a jsou kladné konstanty. Dopravni naklady D(z) rostou linedrnd se vzdalenosti od mésta = podle
vztahu D(z) = ax + b, kde a, b jsou kladné konstanty. Za jakych podminek na parametry co, a, a, b jsou
celkové ndklady N(z) = C(x) + D(x) nejmens{ pro n&jakou vzdélenost zo > 07 Podminku interpretujte
graficky.

3.2.30. Aritmeticky pramér. Jsou déna redlnd &isla z1, . . ., z,. Najdte bod absolutniho (globélniho)
minima funkce

fa(@) =3 (z—=;)*.
j=1

3.2.31. Geometricky primér. Jsou dina kladns ¢isia T1,...,%y. Najdéte bod absolutniho (globaini-
ho) minima funkce
n n
- —Inz)? = 2 T
fo(z) = Z(Inaz Inz;)? = Zln e
j=1 j=1
3.2.32. Harmonicky pramér. Jsou déna kladns &sla ZTlyeeny T
n
ids I's z z s 1 1 2
a) Najdéte bod zg absolutniho (globalniho) minima funkce fu(z) = Z( = — —) .
T @
j=1 J

D) Pro¢ staé hledat minimum mezi kladnymi &isly?

c) Spotitejte f"(zg).
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3.2.33. VySetiujte minimum vzdalenosti bodu Q a bodt kiivky. Odvodte podminku, pro z-ovou soufad-
nici bodu P na kfivce y = 22, ktery je nejbli¥e bodu Q = (1,0). Ukaite, Z%e spojnice bodu P s bodem Q
je normaélou kiivky v bodé P.

3.2.34. Dokazte vyuZitim konkavnosti, Ze funkce g(p) = 2¢ + 7 cos p — 7 je nezdporné pro ¢ € (0, ix).
Ukazte, Ze na z4dném vétS$im intervalu uZ tato funkce nezéporn4 neni.

PHospitalovo pravidlo

3.2.35. POzZNAMKA. Vyrazy, které se maji derivovat p¥i aplikaci I"Hospitalova pravidla, jsou nskdy
sloZité a lze je zjednodusit tim, e z nich vypreparujeme &asti, které maji nenulovou a konetnou limitu.
Napiiklad

. {z—sinz)(b—cosz) ., z-sinz . x—sing
lim — = lim —— lim (5 —cosx) = 4 lim ——x——
z—0 sin® z 20 sin®gx 20 r—0 sin” z
) 1—-cosz _ 4 1—cosz .
=4lim — 7 lim —— lim
20 3sin® zcosx 3 e 2o sin“z z—0cosz
4  1-—cosz 4 sinz 2 . 1 2
=z lm ———=_lim ———— = - lim = -,
320 siny 3 2530 2sinzcosz 3 z—0cosz 3

Nékdy je tieba vyraz pro pouziti I'Hospitalova pravidla p¥ipravit. Pak stad{ pouze trocha trpélivosti,
abychom z tprav, které se nabizeji, vybrali tu spravnou. Napiiklad, pro vypodet limity lirgl+ *Inz
T
vybereme posledni vyraz z t&chto:
; S -

x Inz
hm ’lnz= lim ———— = lim —,
-0+ e—=0+ (Inz)~1  +504 z—3

ponévadZ prostfedni vyraz se uZitim I"Hospitalova pravidla komplikuje. Zkuste to.

3.2.36. Pomoci I'Hospitalova pravidla spoéitejte:

aQ  m 1T, e) ;gl})m—_;?lﬁ f) i%ti;zntg“%n—x’
g  lim -13;5 h)  Jim f DI 3 mT;f
oo L Y m ST as0050, 1) iy 2ER
o SRS o gy G gy o2

v téchto tlohdch oznaduje p(x) polynom libovolného stupné v proménné z:

s —az s —az?
p) mll}rgo p(:{:)e ,a>0, q) hrfoo plx)e =" r) wglzloo p(z)e " .

3.2.37. Nejprve upravte, pak pomoc{ I'Hospitalova pravidia spocitejte:

l _1 . —.w__ 3—_. 2_ . 4

a) Jim (zx—Inz), b) zlggo (€10 —52°~32%~1), «¢) wl_l_)l’(r)l_}_ (m +1n m),

. 1\= 2\ T
d li — i
) i e 9 Jm (1+7) Do Jn (1-2)

. 1 . 1 2z 1 1

g) lim (~ —cotgz), h I — i i
230 (:z: & ) ) zlle,- (ln2:c 2z — 1)’ ) Jmy (e“? ~1 x>
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| 3.2.38. PozNAMKA. N&kdy je rozumné jefté pfed pouZitim 'Hospitalova pravidla zménit proménnou.

Napiiklad piejdeme-li od proménné z, z — 0+ k proménné y = %, méme y — 00, a proto

~1 5
x

Y
—Y LA
= lim y’e lim 0.

- lim
m——)0+ 2} y—+oo

vvvvv

Reseni.

3.2.2. Pro rychlost plati v(t) = —Aw sinwt, nejvétsi v bodech, kde je z(t) = 0. Pro zrychleni plati
a(t) = ~Aw? coswt = —w?z(t), nejvétsi je v bodech, kde je z(t) extremalni. 3.2.4.y —9 =0

2 +y—8=0,8+y — 17 = 0. 3.2.5. Tetny vektor: (1, f'(a)); normélovy vektor miFici
severn&ji: (—f'(a),1), normalovy vektor mifici jizn&ji: (f'(a), —1). 8.2.6. ¢(z) = f(z) — z f' ().
3.2.7.q@@) =z~ 5. 3.28.y=ke —q.3.2.9.y = —kz +¢. 3.2.10. y = a(ks +q).

3.2.11.a) b=b,. b) y — f(a) = f'(a)(z —a), y — af(e) = af' (a)(z —a), b=by =a — J]:,((Z)) .
3.212.3) fz) = (z -2 - (-2 - (z - 2) + 2.

b) f(z) = (z+1)5—-5(w+1)4+10(x+1) —10(:1:+1)2+3(a:+1)+2.
c)ew=1+m+§w +§T.'L' + ... Zk',cosz—l ,m-— !m6+...,

sing =z — ;2% + §2° — F27 + ...,
3.2.13. Derivace je polynom stupng &yfi. Jeho ¢ty kofeny lez v intervalech: (-2, ~1), (—1,0), (0,1),
(1;2). 3.2.15. Derivace je
B (z) = 2z(1 - 2?)(z% + 1)

(2% 4+ 2)4
Funkce h roste na (—oo, —1) a na (0, 1), klesd na (—1,0) a na (1,00).
3.2.186. Pro derivaci plat{ | '

, —(3z* +1)
Derivace je tedy zdporné pro viechny body defini¢niho oboru. Funkce f kles4 na kaZdém z téchto
intervalt: (—o0, ~1), (—1,0), (0,1), (1,00). 3.2.17. Funkce f je rostouci na intervalu (~c0,3) a
klesajici na (3, c0), pfitom f(3) = 27.

3.2.18. Minimum funkce g na defininim oboru (0, c0) je v bodé z = 1; ponévadz g(1) = 1, je
dokonce g(z) > 1 pro ka#dé z € (0,0c0). 3.2.19. Minimum na intervalu I je f(-1) = f(2) =
maximum je f(4) = 13. 3.2.20. Minimum na intervalu I je g(1) = 1 — {7, maximum neex1stu3e,
funkce neni shora omezen4. 3.2.21. Minimum na intervalu I je h(—1) = —8, maximum je h(2) = 1.
Derivace funkce h v bodé z = 2 neexistuje. 3.2.22. Minimum na mno%iné M je 3, maximum

je 18. 3.2.28. Minimum na mno#in& M je 1, maximum je 11. 3.2.24. z = 1. 3.2.25. Ctverec

0 strang 1] 3.2.26.r = 3C.!? y—‘—l:]? 3.2.27.r = ~3£R V= 4}? 3.2.28. Jde o minimum

funkee F(v) -—3& NeJniiéi naklady jsou pfi rychlostl 20 km/h 3.2.29. Denvace funkce N(z) je
rovna nule v bodg = > 0, kdyz a(l + az)? = acy. To je moZné pouze za podminky 2% > 1, co? je totéZ
Jako podminka N'(0) < 0.
3.2.30. Funkce fa je definovéna na (—o0,00). Limity v nevlastnich bodech oo jsou co. Ponévady je
derivace funkce f4 rovna nule pouze v bod z 4, pro ktery plati
1 n
Ta=— Za:j (aritmeticky pramér éisel xi,...,2,),

n =

Je tento bod absolutnim minimem funkce fa na (—o0, 00).
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3.2.31. Funkce f¢ je definovéna na (0, c0). Limity v nule zprava a v nevlastnim bodé co jsou co.
Ponévady? je derivace funkce fg rovna nule pouze v bodé€ ¢, pro ktery plati

16 = YT1 - Tn = (21 )

je tento bod absolutnim minimem funkece fg na (0, 00).
3.2.32. a) Funkce fy budeme vySetfovat na (0, 00). Pro limitu zprava v nule a pro limitu v +oo plati

1
=35

Jj=1

B

(geometricky promér &sel zy,...,2,),

lim fu(z) =+ , hm fu(z
z 0+

y o, je

Jakmile je = v&t8i nez nejvétsi z Cisel zy,. ..

00

flo) < Jim fute) = 3

ww"““

Proto existuje bod, ve kterém funkce fy nabyvd minima na intervalu (0, c0). Tento bod musi byt
bodem zg, bodem v némZ derivace funkce fy je rovna nule. Takovy bod zy je jenom jeden a splituje

1 11
prial-D D

TH j=1"1

relaci

(g je harmonicky primér &isel z1,...,2,).

C) Ty ~

3.2.33. Soufadnice z nejbliziiho bodu splnuje 223 + 2 — 1 = 0. Vektor £p, ktery je tetnjm vektorem ke
kfivee y = 22 v bod® P = (z,2%), mé tvar {p = (1,2z). Ponsvady @ﬁ =
soudin tp - Cﬁ% =2z% + 2 ~1=0. Proto je @_P) normélou.

(z — 1,2?), je jejich skaldrni

3.2.34. Funkce mé hodnotu nula v krajnich bodech intervalu (0, 7). Pondvadz g"(z) =
funkee je konkévni na (0, 1), a graf lezi nad osou z pro hodnoty z vnitfku vySetfovaného intervalu.

= —TCoS P,

Y2y

Pongvads ¢’'(0) =2 > 0 a ¢g'(37) = 2 — m < 0, interval nejde rozsfit.
3.2.36.2) 1, b) =6,¢) —f5, d) 3, ¢) 5, £) 3,8 0, 1) 0,1) 0,§) 3, k) In §, 1) 1, m) -2, m) -,

0)€?,p)0,q) 0, 1) 0.

3.2.37. a) oo, piteme z —Inz =z(1 — —-——1’;””), vysledek je disledkem —l’;”‘ ~ 0 pro z — oo,
b) oo, pifeme
e — 523 —32% ~ 1 =23 (S 52— 2.
T z z?( o 5 Z 3;3) :

podle 'Hospitalova pravidla je limita prvniho vyrazu v zévorce nekonecno,
¢) o0, piSeme

+Ilnz = L(4+ 1n_§);

4
oz sz g f
podle I"'Hospitalova pravidla je limita druhého vyrazu v zivorce nula,
d) 1, pfSeme z° = €*!"® a vysledek je dtsledkem zInz — 0 pro z — 0+,
e) e, f) e%,g) 0, h) —£,1) 1.
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3.3. Prubéh funkce

3.3.1. VySetfete pribéh furkce, v inflexnich bodech — pokud soufadnice bodu, v ném? mé funkce inflexi,
je snadno vyjadiitelnd — spocitejte obecnou rovnici te¢ny (grafy jsou na konci sekce):

) J@=@+3E-3), b @)=, 9 @)=
1)? —1\2 2z ~ 1
o o= 9 @=(7). p =25
== 0, h = (@ -3z i = 222
g) f(x)—maa> ’ ) f(CE)—((L'— ) T, l) f() Wa
) f(z) = 2%, k) m(z) = 7 lea} , 1)) p(z) = Z: 1— 1 ,
m) f($)=ea%, n) flx)= E_}iva , 6€R, 0) fzy=az~Inz, a>0,
p) f(m):klf, Q) f(z) =52%Inz, r) h(m):ln(l—i—j),a>0.

3.3.2. PouZijte pouze prvni derivaci a naértnéte graf funkce f(z) = 2sinz+ cos 2z . VyuZijte periodicity
funkce. V tiSténém grafu odhadnéte polohu inflexnich boddi a jejich z-ovych soufadnic. Potom tyto
hodnoty spoctéte a vysledky porovnejte. (Graf je na konci sekee.)

3.3.3. Ukaite, Ze funkce f a g v tlohé4ch 3.3.1.d a 3.3.1.e spliuji g(z)
graf a vlastnosti funkce g z grafu a vlastnosti funkce f.

= f(—z) pro z € D(g). Odvodte

3.3.4. Ukazte, Ze funkce m a p v tloh4ch 3.3.1.k a 3.3.1.1 spliuji p(z) = 1 - 2m(z) pro = € D(p).
Odvodte vlastnosti funkce p z vlastnost{ funkce m.

3.3.5. Na obrazku je ¢ast grafu funkce \
> +2z+3
fo) = =373~

©.1)
pro hodnoty proménné z vzaté z jistého (vam zatajeného)
okoli bodu z = 0. Na ose z je vzdélenost bodu z = 1 od po-
¢atku X, milimetrd a na ose y je vzdélenost bodu y = 1 od
poditku Y7, milimetrd. Kolik je pomér X,,, /Yy, kdyZ vite, ©.%)
Ze je vyjadiitelny jako pomér dvou malych celych &isel?

Y

Reseni.

3.3.1. a) D(f) = (—o0, 00), funkce se rovné nule v bodech z = —3 a z = 3, je zdporn4 na
(=00, -3) U (-3, 3), kladn4 na (3, 00), limy 10 f() = o0, f'(z) = 3(z + 3)(z — 1), funkee roste
na (~o00,~-3) a na (1, 00), klesa na (~3,1), f"(z) = 6(x + 1), funkce je konkévni na (—oo, —1),
konvexnf na (~1, 00), funkee m4 inflexi v bod® o = —1, rovnice tefny v inflexnim bodg {~1, -16)

A

jel2z+y+28=0,
b) D(f) =
lims 400 f(a) = 0, /() =

(—00,00), lich4 funkce, funkce je zaporn4 (resp. kladn4) na (—o0,0) (resp. (0, 00)),
4(1-a?)
(a2 +1)2

fll 8113((172 - 3) . ¢ {
(x) = m, funkce je konkavni na (—o0, ~1/3) a na (0, v/3) konvexni na (—v/3,0) a
na (3, 00), funkce m4 inflexi v bodech z = —v/3, £ = 0, £ = /3, tedny v piislusnych inflexnich

funkce klesa na (—o00, —1) a na (1,00), roste na (—1,1),

bodech majf postupné tyto rovnice x + 2y +3v3 =0,y =4z, z + 2y — 3v/3 =0,
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c) D(f) = (—o0,00), nezdpornd sudé funkce, ktera se rovnd nule pouze v bod& z == 0,

limg 400 f(2) = 6, f'(z) = 6_2_1%951_5_2_,

funkce je konkdvni na (—oo, —3v/3) a na (31/3,c0), konvexni na (-

12(1 - 322)
(z2+1)3°
%—\/g, %-\/g), funkce ma4 inflexi

funkce klesd na (—o0,0), roste na (0, 00), f'(z) =

v bodech z = —3v3ac= % 3, rovnice tetny v pifsluinych inflexnich bodech jsou 9v/3z + 4y +3 =0

a9/3z —4y—3=0,

d) D(f) = (—o0,1) U (1, 00), nezdporna funkce, ktera se rovna nule pouze v bods z = —1,
limg 400 f(2) = 1, limgy1 f(2) = 00, f'(z) = :(i(f—_i_—);), funkce klesd na (—co, —1) a na (1, c0), roste
8(z+2)

na (~1,1), f'(z) = G- funkee je konkdvni na (—o0o, —2), konvexni na (~2,1) a na (1, 00), funkce

m4 inflexi v bod& & = ~2 a rovnice te¢ny v bodg (2, 1) mé rovnici 4z + 27y + 5 = 0,

e) D(g) = (o0, -1) U (~1,00), nezdporné funkce, kters se rovna nule pouze v bodé z = 1,

. : 4(z ~1
limg 400 g(z) = 1, limgy1 g(2) = 0, ¢'(z) = de-1)

(@+1)%
p " —8($ - 2) : . e
na (~1,1), ¢'(z) = W, funkce je konvexni na (—oo, —1) a na (—1,2), konk4vni na (2, o),

funkce roste na (—oo,—1) a na (1, 00), klesd

funkce m4 inflexi v bod& z = 2 a rovnice te¢ny v inflexnim bodé& (2, -51;) maé rovnici 4z — 27y — 5 =0,

£) D(f) = (—o0,1) U (1, 00), funkce se rovnd nule pouze pro z = %—, je zaporna v (—oo, %), kladna

v (5, 1) U(1,00), limg o0 f(2) = 0, limg 1 f(z) = 00, f/(z) = 1)3, funkce kles4 na (—00,0) a na._
.. . 2

(1,00), roste na (0,1), minimum f je f(0) = ~1, f"(x) = (Ez:_x-;)_i)’ funkce je konkévni na (—oo, —1),

konvexni na (—3,1) a na (1, 00), funkce m4 inflexi v bod& z = —1 a rovnice tetny v inflexnim

bodg (-1, ——) mé rovnici 8z + 27y + 28 = 0,

g) D(f) = (—o00, —a) U (—a,a) U (a, 00), lich4 funkce, kterd se rovna nule pouze v bodé z = 0, funkce je
zépornd v (—oo, —a) U (0,a) a kladnd v (—a,0) U (a, ), limg— 100 f(z) = £o0, limg_,_o_ f(z) = —0o0,

00, limg o f(x) = —00, limy_, o4 f(z) = 00, pfimka y = z je asymptotou v obou

2 m2 _3 2
m(—x(f—:wcg), funkce roste na (—oo, —v/3a) a na (v/3a, 00), klesi
2a%z(z? + 3a?)

{(~v3a,-a), na (-a,a) ana (a,v3a), f(v3a) = —f(~V3a) = $V3a, f'(z) = @ —ap

funkce je konkévni na (—oo, —a) a na (0, a), konvexni na (—a,0) a na (a, cc), funkce mé4 inflexi

limg o+ f(2) =

nevlastnich bodech oo, f'(z) =

v bod& z = 0 a tenou v inflexnim bodé (0,0) je osa z.

h) D(5) =

na (3, 00), limg 00 f(2) =

(0, 00), funkce se rovna nule pouze v bodech z = 0 a = 3, je zéporna na (0, 3) a kladna

3(z—1
2z

. rz+1
= -2 proz € (00) e () = 2t D
i) D(f) = (—o0,00), funkce m4 hodnotu nula pouze pro z = 2, je kladn4 na (2, c0) a zaporns
= 11, f'(z) = ?+1
(z .- +1)%

3z —4

VA 1E) = )””

00, pro z € (0,00) je f'(z) = funkce klesd na (0, 1), roste

na (1, 00), minimum je f(1) , funkce je konvexni na (0, 0),

na (—00,2), limg—, 400 f(2) 7, funkce klesa na (~oo, —3), roste na

(=%, 00), minimum je f(—3%) = funkce m4 inflexi ve dvou bodech:
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I = %(——3 — V4l = -1.2, 25 = %(-3 + +/41) %= 0.4, je konkévni na (—00,z1) a na (z2,00) a konvexni
na (m17m2>7

j) D(f) = (~00,00), nezéporné funkce, ktera se rovng nule pouze v bodé z = 0, lim,—, o, f(z) = o0,
limg—co f(2) = 0, f'(z) = x(2 — z)e™", funkce kies na (—o0,0) a na (2, 00), roste na (0, 2),
f(z) = (2-V2) =0.6, 22 = (2+v2) = 34,

je konvexni na (—o0,z1) a na (z2,00) a konkavni na (z1,zs),

(2® — 4z + 2)e~ %, funkce m4 inflexi ve dvou bodech: z; =

k) D(m) = (—00,0) U (0,00), v Z4dném bodé neni funkce rovna nule, funkce je kladnd na (—o0,0)

je oviem hned vidét, %e na tomto intervalu je v&t3i neZ 1 -, funkce je zéporné na (0, co),

(z_ )2’

v Z4dném bodé funkce nemé

00, limg—y04 m(z) = —00, m'(z) =

—(e”+1)e® _ (1+e€”)e”
(e —1)3 — (1—e®)3’
inflexi, je konvexni na {~o0,0) a konkdvni na (0, 00), k¥ivka y = m(z) je stfedové symetrickd vzhledem

limgy—co M{x) = 1, limg yoo m(z) = 0, limgy_yo— m(zx) =

funkce roste na (—00,0) a na (0, 00), m"(z) =

k bodu (0, 1),

1) D(p) = (—00,0) U (0, 00), lich4 funkce, zdporna na (—oc,0), kladné na (0, co) - je vidét, Ze
v absolutni hodnoté jsou hodnoty funkce v&tsi nez 1 —, v Z4dném bodé defini¢niho oboru neni funkce

IC
—00, limg 04 p(z) = o0, p'(z) = ( PR , funkce
2(e” + 1)e”

RGN

rovna nule, limg_, 400 p(2) = £1, limy_yo— p(z) =

klesd na (—00,0) a na (0,00), p"(z) = funkce je konkavni na (—o0,0), konvexni na (0, 00),

funkce v Z4dném bod& nem4 inflexi,

m) D( f) = (—00,0) U (0, 00), funkce kladn4 ve vsech bodech defini¢niho obory, lim, 4 f(z) =
z
o, (a) = - = W

(2z + 1)e 5 _ (221: + 1) (z)
zt - zt
na (~oo, — 1), konvexni na (—1,0) a na (0, co), funkce m4 inflexi bodé & = —1 a rovnice te¢ny

, limg o f'(z) = 0, funkce

limg o f(z) = 0, limgyoy fz) =

kles na (—o0,0) a na (0,00), f'(z) = , funkce je konkdvni

v bodé (—3,e7!) = (—1,0.4) je 4z + ey + 1 = 0, ponévad f(z) =e- e%, lze s funkei zadanou pracovat

jako s nasobkem funkce h, h(z) = €%,

n) D(f) = (—00,a) U (a, 00), funkce je zaporna na (—oo, a), kladn4 na (a, o), v #4dném bodé

defini¢ntho oboru nenf funkce rovna nule, hmw_, _eo f (z) =0, limy 00 f(z) = 00, hmw_m_ flz) = —o0,

limg 0y f(2) = 00, f'(z) = (———(-—-————51—229—— funkce klesd na (—o0,a) a na (a,a + 1), roste na {(a + 1, 00),
—a—1)2 +1)e®
fla+1) =eott) f(z) = (@ ((zm ()1): Je , funkce je konkavni na (—o0, a), konvexni na (a,00),

funkee v 74dném bod& nem4 inflexi,

0) D(§) = (0, 00), limg_,04 f(x) = o0, f'(z) = z- 1, funkce klesd na (0, 1), roste

na (%,00), minimum funkce je f(%) =1+1lna, f'(z) =

00, limg 00 f(z) =
—, funkee je konvexn{ na (0, 00), funkce

V Z4dném bod¥ nem4 inflexi,
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p) D(f) = (0, 00), funkce ma hodnotu nula pouze pro z = 1, je zdporné na (0,1) a kladnd na (1, 00), ' Schematické grafy funkci ze cvideni 3.3.1. a 3.3.2.

limg o4 f(z) = —00, limge0 f(2) =0, f'(z) = 1—;—?3, funkce roste na (0, ), klesd na {e, 00), A A A

1 2 -
maximum funkee je f(e) = = =04, f'(z) = M, funkce je konkdvni na (0,e?), konvexni
€ z? z—+(@+3)%(z~3) "’“’ﬁ‘:‘:{ (1,2)

- . < 3 . . . . < (.3 3.3
na (e?, 00), funkce mé inflexi v bod& z = €%, rovnice te¢ny v inflexnim bod¥ (e?, 3e=2) = (4.5,0.3)

je z + 263y — de? =0,

(1,3)

q) D(f) = (0,0), funkce ma hodnotu nula pouze pro = = 1, je zdporna na (0, 1) a kladna na (1, 00), ’ S - (<8.-1.2)

limg—sot f(z) = 0, imys00 f(z) = 00, f'(2) = 52(2Inz + 1), funkee kless na (0,6~ %) ~ (0,0.6), roste

na (e~%,00), minimum funkce je fle~2) = ;2—5— = ~0.9, lim, 04 f'(z) =0, f"(z) = 5(21lnz + 3),

(2,3) (-2.3) |

K
2

o . _3 . _s (s . 8 - . «
funkce je konkavni na (0,e™ %), konvexni na {(¢~%, 00), funkce mé inflexi v bodé z = e %, rovnice tedny

v inflexnim bodé (e~ %, —1Be™3) ~ (0.2,0.4) je 2003z + 263y — 5 =0,

r) D(h) = (—a,a), suda a nekladnd funkce, kterd se rovné nule pouze v bodé z = 0,

limg, o4 h(z) = —00, limy s h(z) = ~00, h'(z) = = 2z = __29;2, funkce roste na (~a,0), klesd

~2(z? + a?)
na (0,a), h'(z) = =)

3.3.2. Funkce z — 2sinz + cos 2z je definovdna pro viechna redln4 &isla a je periodicks

2z—1
—1\2 Ty
33"’(:+1 T e

funkce je konkavni na (—a,a), v Z4dném bod& nema inflexi.

s periodou 2w, proto stafi vySetiit vlastnosti funkce na néjakém intervalu délky 2w, Zvolili jsme ..o TN S SO IO I

Y

Y
o)

interval (0, 27). PonévadZ f'(z) = 2cosz — 2sin 2z = 2cosz(1 — 2sinz), je derivace je nulova

pro tyto body z intervalu {0, 2x): xz = %71', T = %w, T = -2—7(', z = %ﬂ'. Hodnoty funkce v téchto

bodech jsou f(37) = f(3n) = &, f(37) =1, f(Em) = -3, funkce roste na (0, tm), na (3w, )

ana (3x,2n), klesé na (}w, 37) a na (3w, 3r). Pro zag4tek a konec grafu na (0, 27) vyuZijeme

; _.". D
hodnoty f/(0) = f'(2r) = 2. Ponévadz f"(z) = ~2(sinz + 2cos2z) = 2(4sin” z — sinz — 2), body (fﬁ_’f-ﬁ) e (@=3)ve Vet

inflexe splituji sinz = %(1 + +/33), odtud se ziskaji tyto body inflexe z intervalu (0,27): 2y = 1,
xy = 2.1, 23 = 3.8, x4 = 5.6. Kfivka y = 2sinz + cos 2z, z € {—00, 00), je symetrickd vzhledem k osdm

.

wiw

% ; vt s 1 .
pfedstavovanym piimkami z = 57 a z =

3.3.3. ¢'(x) = —f'(—%), ¢"(z) = f'(~2). 3.3.4. p'(z) = —2m/(z), p"(z) = —2m" ().

X 3 ey , [ . “ 5
3.3.5. —1—;@— =3 Zjistime, Ze f'(0) = %— Proto nakreslime do obrzku te¢nu v bodé (0,1) a na tetng
m
odméiime p¥iristek Ay, ktery odpovida pFiristku Az. Ponévad? musi platit
Ay . é_a_: _ 2 z—z2e™®
Y  Xm 3

mame vztah pro vypolet X,/ Yo,

(2,4e—2)
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A

T—re =

(-1,1)

........................

e
T

RS

(1,—e)

Y

(4,4—1n 4)

(1,1)

-

(e, 3)

(5, 183)

- z—5z°Inz

z_)lna:

(1,0)

1,02

(31m %)

z—In(1—z?)

(7,1)

x -+ 2sinz + cos 2z
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INTEGRAL FUNKCI JEDNE PROMENNE

4.1, Neurdity integral, ¢ast 1

4.1.1. PozNAMKA. Ukolem je pro zadanou spojitou realnou funkci f na otevieném intervalu (a,b), a < b,
nalézt funkci F takovou, Ze derivace funkce F' v kazdém bodé z intervalu (a,bd) je rovna f(z), tj.

F'(z) = f(z) pro viechna z € (a,b).

vr oz

Funkce F se nazyva primitivni funkce k funkei f. Také se pro funkci F pouZiva termin neurdity integral
funkce f, ponévadZ se obvykle oznatuje

F(z) = /f(:v)da:

Vyraz na pravé strané éteme: Integrél funkee f podle proménné z. Funkce f je uzaviena mezi symbo-
ly [ (integral) a dz (diferencidl proménné ) a mluvi se o nf jako o integrované funkei. N&kdy se pro jeji
oznadeni pouZiva termin integrand. Snadno uv&fime tomuto zékladnimu pravidiu

/ (f(2) + Bg(2)) dz = o / f(2)dz + B / o(@)dz, B € (~o00,00),

ve kterém f a g jsou dvé libovolné spojité funkce na stejném otevieném intervalu.

4.1.2. PozNAMKA. S poslednim vztahem je vSak spojena i jistd t&Zkost, s ni% se oviem kazdy rychle
vypofada. Je-li F jedna primitivni funkce k funkci f spojité na (a,b), je také funkce Fi, kters se lidf od
funkce F o konstantu, primitivni funkei k funkei f na intervalu (a, b). Zmin&ny vzorec se tedy musi chépat
jako navod k postupu p¥i hledani primitivnich funkei. Vzorec pouZijeme, kdyZz jednu ze t¥i primitivnich
funkei v tomto vzorci vystupujicich chceme vyjadfit pomoci zbyvajicich dvou.

4.1.3. PozNAMKA. V jednoduchych p¥ipadech dostanene primitivni funkci ze vzorce pro derivovani. Pro
n=0,1,2,3,..., mime '

gl , 1 d .4
/x" dz = +c pro z € (—o0, 00), nebot e g = g

tento vzorec pro n = 0 mé tvar [ 1dz = [dz =z +c. Déle,

1 , d
/Edmzlnx-kc pro z € (0, co), nebot a;lnx:—,
/ldz—ﬂn( z)+c¢ ro z € (—00,0), nebot dln(—m)—l'
T - pro 1 dz - z ’
posledni dva vztahy se obvykle zapisuji jako jeden
1
/Ec-d:v=ln]x|+c pro z € (—0,0) a pro z € (0,0).
Tim je nalezena primitivni funkce k z pro n = —1; pro ostatn{ zaporn4 celé &sla n, n < —1, plati
$n+1
/m"dw=n+1+c pro z € (—c0,0) a pro z € (0,00).

Pokud ¢ nenf celé &slo, a tedy p¥irozend a # ~1, je

wa—{—l , 1 d 1
/w“dm=a+1+c pro z € (0, c0), nebot —x*T =%,
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Dale d
efdz=¢e"+c pro & € {(—oo, co0), nebot g—e“’ =ée",
T
. , d
coszdr =sinz + ¢ pro & € (—o0,00), nebot (—1—-s1nm=cosa;,
x

d
/sinmdxz —cosz+¢ pro z € (—00,00), nebot 7, cosz = —sing
/ ! dz = arcsinz + ¢ pro z € (—1,1), nebot d arcsi !
—dT = -1,1), ——arcsing = ———,
V1 — 22 ’ dr V1 - z2
ale je moZné také psit
/ . dr = —~arccosz +c¢ pro z € (—1,1), nebot 4 arccosz = 1
V1 —z? dz — 2
1 zde jsou dvé moZnosti:
/ ! dz = arctgz + ¢ ro z € ( ), nebot d tgr =
T o 4o = arctg p 00, 0), nebo Ip g = 775
/ 1 dz = —arccotgz + ¢ ro z € (—00, 00), nebot 4 arccotgx = -
1+ 22 P e dz =1

4.1.4. PRIKLAD. Ovdite, Ze

1
| ——dz=—cotgz +¢
sin“z

na kaZdém otevieném intervalu, ktery neobsahuje bod z takovy, #e z = kx pro né&aké k € Z. Déle
ukaite, Ze

/ ! de=tgz +
costg T T BETC

na kazdém otevieném intervalu, ktery neobsahuje bod z takovy, Ze = = 1(2k + 1)m pro n&jaké k € Z.

4.1.5. Spotitejte

3 4-z* zi 4 272 — e¥lne
a) /($4—F_ = )d:v, b) / W dz, c¢)

4.1.6. PRIKLAD. Nékdy je tfeba nejprve upravit vyraz, ktery se m4 integrovat. Napiiklad

1 —cos?w 1
2 = R et =
/ tg"wdw = / cos? w duw _/ cos? w

na intervalech, na kterych je definovang funkce tg.

/(1+u+\/ﬂ)2du.

-—/dw:tgw——w+c,

4.1.7. PozNAMKA. Konstantu c, kterou na kazdém intervalu mézeme k vybrané primitivn{ funkei pficist,
nebudeme zpravidla dale uvadét. Ukaite, Ze kaZdé dvé primitivni funkce na intervalu se 1i${ o konstantu.

4.1.8. Spoditejte
1 2 —2%2e% — 2
b ————— —_—iee d 2
) / sinzcosty ©) / z2 o

a) /ee__;zd:v,

4.1.9. POzZNAMKA. V mnoha jednodusSich p¥ipadech primitivni funkei prosté uhodneme (a pozdéji uvi-
dime, Ze k vysledku se d4 dopracovat i formalnim postupem - substituci) a derivovénim se piesvéd&ime,
ze odhad je spravny. Napiiklad,

b) /3‘3"’ de = _ée"‘%

a) /cos 2¢dz = —;—sin2fv + ¢ na (00, 00), + ¢ na (—o0, 00),
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c) /sin(3a: —2)dx = ——% cos(3z — 2) na intervalu (—o00, 00),

d) / igdw=mm+3hmmmwwu-wr4)mmm“”d““&”)
x

roven — snad aZ na numerlcky faktor — vyrazu, v némZ lze rozeznat soucin funkci tvaru f (g(:z;)) g (m)
Jestlize najdeme funkci F(z), kterd spliwje F'(z) = f(z), vidime, Ze

/ (o)) ¢ (z) dz = Flg(z)) +c, (+)

nebot vzorec pro derivaci sloZené funkce davé £ F(g(z)) = F'(g(x)) ¢'(x) = f(g(z)) ¢'(z) . Pfirozens,
aby slozené funkce viibec byly definovany, je treba si pfi obecné formulaci piedstavit, Ze existuje otevieny

interval I takovy, Ze
H(g) c I c D(F)= D(f).

4.1.11, PRIKLAD. Na intervalu (—1,00) lze psét

/m2 vVzd 4+ 1dr = —;—/(:1:34—1)%3:62(13:: g(m3+1)% +ec,

pondvady jsme vzali f(z) = 27 a g(z) = 2% + 1.

4.1.12. Spoditejte

a) /:L'e””2 dz,

Refeni. 4.1.5. a) $2° + —-7 +241a8 +c na intervalech (0, 00) a (-0, 0), b) %w% + %x% - gm% +c
na (0,00), ¢) u + 3u? + Fud + 3u2 + 5u2 +cna (0,00). 4.1.8. a) z — 2¢® na intervalu (—o0, 00),

b) tgz — cotg x na intervalech, které jsou posunutim intervalu (0, 37) o kn/2, k € Z,

¢) (2 +¢® +1n|z|) na (—00,0) 2 na (0,00). 4.1.12. a) -21-6”2 na (—o0,00), b) sine” na (—o0, 00),

c) 3 In(z? + 1) na (~o0, 00).

x
/w2+1dm

b) /e‘” cose” dz, c)

4.1.13. PRIKLAD. Substituce v neuréitém integralu. Formalni kabat vySe uvedeného postupu se
nazyvé substituce a spo¢iva v ndhradé proménné integrandu proménnou jinou, ve které je integrand bud
jednodussi, nebo je typu, u kterého existuje jasny névod jak postupovat dale. Obvykle novou proménnou
zavedeme za vyraz, v ném vidime derivaci vait¥ni funkce zbyvajici ¢asti vyrazu, ktery mame integrovat.

/;v2\4/8—m3dz

se 22 aZ na konstantu shoduje s = d (8 — z3). Proto zavedeme novou proménnou y vztahem y = 8 — z°
Spotitame diferenciély obou stran. Dostaneme vztah dy = —3z2dx, ktery pfi zAméné proménné z za
proménnou y vyuZijeme pro ndhradu diferencidlu dz za diferencial dy. Postupné potom dostavame (na
intervalu {~o0, 2) ) pro proménnou z a na (0;00) pro proménou i)

/ z%4/8 —m3dx———/y4dy——

nebot souG4sti vypottu je také navrat k pivodni proménné x.

Napiiklad si viimneme, %e v integralu

y +c————(8 )% +e,

4.1.14. Spotitejte

1 . 3
/&E_zdw, b) /sm zcoszdz,

4) /(u+3)2du,

°) / V2z? +3 a,
e) /(6(t—4)5+4(3—-2t)3) dt, f) /sin:ccosxda:.
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4.1.15. PoZNAMKA. JestliZe funkce f je nenulova na intervalu (a, b) a mé v kazdém bodé tohoto intervalu
derivaci, pfesvédéime se snadno derivovanim, e na tomto intervalu plati vztah

@), _
/ @) de =In|f(z)] +c.

Pokud zavedeme novou promé&nnou y vztahem y = f(z), tj. pro diferencidly dostaneme dy = f'(z)dz,

miZeme snadno vysledek odvodit pomoci substituce — ne pouze ovéfit derivovanim.

4.1.16. PRIKLAD. Proto mame

3 3
/x4w'+2-dw=%/zfi2dm=iln(z4+2)+c pro z € (=00,00).

4.1.17. Podobné spoditejte

1 sin 22 ‘ T
b —d —5—dz,
a) /4x+3dm’ ) /2+sin2z e ©) /4$2+5 o
z+1 z+e*
—_— tgxd —edz.
d) /m2+2x+3dx’ e) /gz ok f) /2e“+m2dw

4.1.18, PRIKLAD. Integril

/ sin® z cos? zdz,

7 %z

v némZ p a g jsou celd Cisla takova, Ze p + ¢ je liché Cislo, zkoudime jednou ze substituci

u=sing, v="cos%x

pfevést na integral, ktery goniometrické funkce necbsahuje.

V nésledujicim vypoctu se integrand nejprve mirné upravi a potom se pouZije substituce v = cosz
(dv = —sin z dz). Postupné dostavime

/sin3mdw=/(1—cos%c)sinzdz= —/(1—v2)dv= v —v+ec=}cosbz~cosz+ec.

4.1.19. Podobné si podinejte v téchto tlohach:

a) /cos3 zdx, b) / cos® zdz, c)

ReSeni. 4.1.14.a) 31n|3z — 2| na (-0, %) ana (%,00) , b) sin*z na (~00,0), c) 1v/227 +3

na (—00,00), d) 3(u +3)% na (~00,00) , €) (t — 4)% — 1(2t — 3)* na (—o0,00), f) L sin®z na (—co0, ).
4.1.17. a) }1n |4z + 3| na (—o00, —%) a na (—%,0) , b) In(2 + sin® z) na (~c0, 00), c) & In(4z? + 5)
na (—o0,00), d) Invz? + 2z + 3 na (—o0,00), €) —In|cosz| na intervalech, na kterych je hodnota
cosz nenulové, f) ;1n(2e” + 2?) =Inv/2e® + 22 na (—00,00). 4.1.18. a) sinz — 1 sin® z na (—00,0) ,
b) sinz — Zsin®z + §sin’ z na (~o0,00), €) % sin’® z — Lsin®  na (~c0,0).

/ sin? zcos® zdz.

4.1.20. PRIKLAD. Integrace per partes v neuréitém integrilu. Pro dvé funkce f a g, které na

intervalu (a,b) maji derivace, podle pravidla pro derivovani soulinu funkci plati f¢' = (fg) — f'g.
Tento vyraz, vyjadieny v terminech primitivnich funkei (& neuréitych integrald), davé

f (@) g (z)dz = £(z) g(x) - / f'(@) g(z) da. (+)

Tohoto vztahu lze pouZit k postupu (oznafovaného jako integrace per partes), kterym se integrand
zpravidia zjednodusuje.
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Zvolime-li f(x) = x, ¢'(z) = €”, je f'(z) = 1, g(z) = ® (konstanta ¢ ve funkci g je vynechéna) a miZeme
(ve shod& se vztahem 4.1.20.(x)) postupné psét

‘/me”’dazlzxe‘”—/1=emdz=mew~e:‘+c=(z—l)e”—}-c

na intervalu (—o0, co).

4.1.21. Jak se zméni vypocet, kdyZ v pfedchézejicim postupu konstantu ¢ u funkce g nevynechdme a
vezmeme g(z) = e® +¢?

4.1.22. Postup vyjadieny vzorcem 4.1.20.(x) Ize uplatnit v p¥ipadech, kdy integrand je sou¢inem dvou
funkci, z nichZ jedna se derivovinim zjednoduduje a ke druhé (relativné snadno) najdeme primitivni
funkci. Cekame, Ze integral, k ndmuZ dojdeme, bude jednodussi, ne? integral, kterym jsme zadali. Tento
postup uplatnéte u téchto loh:

a) /a;sinzda:,

4.1.23. PRIKLAD. N&kdy je tfeba uplatnit integraci per partes vicekrat. Napiiklad

b) /(z — 1) cos2zdz, c) /(21: —5)e > dz.

/:1:2 coszdz = z?sinz — 2/wsinwdm =zlsing + 2(accosa: - /cosxdz)
=g?sinz + 2z cosx — 2sinz + ¢ = (2% — 2)sinz + 2w cosz + ¢
na intervalu (—oo, 00).
4.1.24. Tyto tlohy se daji feSit vicenasobnym pouZitim integrace per partes:
a) /mze”‘ dz, b) /(m ~1)?sinzdz, c) /m2 I’ zdz.

4.1.25. PRIKLAD. Né&kdy je postup zaloZen na umé&lém obratu. Zde za jednu z funkei vezmeme konstatni
funkei rovnou jedné; méme

/lnwdmz/l-lnwdwzmln:v—j[dx:a:(lnw—1)+c

na intervalu (0, co).

4.1.26. Podobng& postupujete v t&chto tiloh4ch:

a) / arctgz de,

/lnzwda:,

/ arcsin? zdz .

b) / arcsinz dz, c)

d) /ln(l +z?)dz, e) /arccos:nda:, f)

Reeni. 4.1.21. Postup se komplikuje, konstanta ¢ ale vypadne a vysledek je ty%.
4.1.22. a) —z cosz + sinz na (—oco,00) , b) 3(z — 1)sin 2z + 1 c0s 2z na (~00,00), ¢} (2 — z)e 2"
na (=00,00). 4.1.24. 2} (22 — 2z + 2)e® na {~00,00) ,

b) (1+2z ~ z?) cosz + 2(z — 1) sinz na (~00,00), c) 517.'1:3(91n2w —6Ilnz + 2) na (0, 00).

4.1.26. a) zarctgz ~ 1 In(z2 + 1) na (—o0,00) , b) V1 —22 + 7 arcsinz na (-1, 1),

¢)z(ln’z -2z + 2) na (0,00), d) zIn(1 + 2?) — 2z + 2arctgz na (—oc,00) ,
e) zarccosz — +/1— 22 na (-1,1), f) zarcsin® x + 2v/1 — 22 arcsinz — 2z na (-1, 1).




