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Shlukova analyza

IcE po ROZ

Ilustrativni pfipad pro m=2

Klimatické poméry n stanic jsou charakterizovany
dvéma proménnymi (m=2): Prumérnou roéni
teplotou vzduchu (T) a roénim dhrnem srazek (S)

T
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INTERPRETACE: Stanice s vysokymi sraZkami a nizkymi
teplotami tvofi shluk stanic vysokohorskych, stanice s nizkymi
uhrny srazek a vysokymi teplotami tvofi shluk stanic nize
poloZenych. Ve vétsiné pfipadu neni vymezeni shluku takto
trividlni.

Shlukova analyza (Cluster analysis)

Je to skupina metod, jejichz cilem je rozdéleni
souboru jednotek na nékolik navzajem
vylucujicich se relativné stejnorodych
podmnozin (shluku = clusters).

Rozdéleni jednotek je provedeno tak, aby
jednotky patfici do téhoz shluku si byly co
nejvice ,podobné*, zatimco jednotky
pochazejici z ruznych shluku by mély byt co
nejvice odliSné.

Charakteristika metody I.

Shlukova analyza je vicerozmérnou
metodou. K charakterizovani
jednotek, kterych je obecné n
vyuziva vétsiho poétu znaku (m>=2).

Jednotky pfedstavuji body v m-rozmérném prostoru,
jehoz osy tvoii hodnoty jednotlivych znaku (v1, v2,
v3).

V takto definovaném prostoru tvofi jednotky
s podobnymi hodnotami znaki PRIROZENE shluky.

Jednotlivé metody shlukové analyzy fesi problém
definice a vypoétu ,,podobnosti“ ¢éi ,,odliSnosti“
jednotek a jejich PRISLUSNOST k uréitym shlukam.

Charakteristika metody II.

Shlukova analyza nesniZuje pocet proménnjch
(jako napf. faktorova ¢i komponentni analyza).

Jde ji o shrnuti jednotek do skupin, jejichZ pocet
muze nabyvat hodnot od 1 do n, kde n je pocet
vychozich jednotek.

Vyznam ma shlukovani pro poéet shluku vyrazné
mens§i nez n. Shlukovani muZe mit vlastnosti
hierarchického spojovani objektu (skladebnost
t¥id).

Je-li soubor jednotek postupné pospojovan do
mens§iho poétu shluki, jednotky v jednotlivych
shlucich jsou si méné ,podobné“ a naopak.

Charakteristika metody III.

Analogicky jako v pfipadé faktorové ¢i
komponentni analyzy miuZeme spojovat
(shlukovat) sloupce (proménné) a nebo fadky
(pfipady) vstupni matice.

Vysledek shlukové analyzy zavisi pfedevSim na
téchto parametrech:

* na zvolenych znacich a na jejich poctu
* na zvolené mife ,,podobnosti“ jednotek

* na zpusobu shlukovani




Princip shlukovani a miry vzdalenosti
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Kritériem viceznakové podobnosti ve shlukové
analjze je VZDALENOST.

Cim blize se nachazeji body v m-rozmérném
prostoru, tim jsou si podobnéjsi. Nulova vzdalenost
znamena identitu - tedy maximalni podobnost.

Eukleidovska vzdalenost

2D prostor

du =4 (xll _Xij)z +(X2\ _le)z

IR ]

3D prostor

dy =06 = %)7 + (X = %) + (% = %5))?

Vzdalenost v m- rozmérném prostoru

Pomoci vlastnosti eukleidovského metrického
prostoru lze tento typ vzdalenosti bodu definovat
obecné pro m-rozmérny prostor:

dij =, i(xm _ij)z

Eukleidovska vzdalenost pfedpoklada ortogonalitu
os definovaného prostoru - to znamena
vzajemnou nezavislost pouzitych znaku.

Pfedpoklady pouziti shlukové analyzy

1. Pfedpoklad vzajemné nezavislosti
(nekorelovanosti) proménnych

2. Predpoklad nezavislosti na jednotkach méfeni

3. Predpoklad stejné vyznamnosti uvazovanyjch
proménnych

ad 1) 1ze zajistit pouzitim vysledku faktorové
¢i komponentni analyzy

ad 2) 1ze zajistit standardizaci vstupnich dat

ad 3) viz. dale

Pfedpoklady pouziti shlukové analyzy

Predpoklad stejné vyznamnosti uvazovanych

proménnych - fesi se pfidanim vah do vzorcu pro
vypocet vzdalenosti.

Vahy slouzi ke zduraznéni rozdila mezi znaky
dulezitymi a k potladeni rozdili mezi znaky malo
dileZitymi.

Vztah pro vypocet vazenych vzdalenosti:

dy =2 (% = %g)* ¥,
P=)

kde v, je vaha pfisluSejici znaku k.

Algoritmus vypoctu shlukové
analyzy
Pro splnéni prvnich dvou vysSe uvedenych
podminek vychazi vlastni shlukovani ¢asto ne
z puvodnich m proménnych ale z tzv.

komponentnich skére ziskanych metodou analyzy
hlavnich komponent.

Algoritmus vypoctu obsahuje dva zakladni kroky:
1. analyzu vzdalenosti

2. vlastni shlukovani




Ilustrativni pfiklad - vstupni datovy soubor

Tzv. komponentni skére ziskana metodou analyzy
hlavnich komponent.

Prvni étyfi interpretované hlavni komponenty
popisujici strukturu zaméstnanosti v 10-ti
prazskych obvodech (viz. Hefmanova, 1991)

B Data: CLU_P1* [4s krat 107)

Komponentni skére poskytuji

1 2 3 4 - 244

sa | soi | som | sow miru vztahu mezi kazdym
Pl 75l 350 04 0593 pozorovanim (pfipadem) a
jg ?fgg 323? ggg ?gg’j novymi komponentami. Jsou
Fa 03 2516 1503 0678 dulezita pro interpretaci
jg {g g?é ; ;gg 2 D7 Zé 61%2; vysledku v geografii pfi analyze
F7 0%6| 1942 03m 0403 prostorovych struktur. Ukazuji
GE] 2f91| 1015 133 045 do jaké miry je konkrétni
5] S0B4 0B 2703 035 ani i
B s 05 o o't pozorovani zastoupeno v novych

proménnych (komponentach).

Analyza vzdalenosti
Spociva ve vypoctu zvoleného typu vzdalenosti mezi vSemi
jednotkami a v jejich sestaveni do symetrické ¢tvercové
matice, ktera ma na diagonale nuly (tj. maximalni podobnost).

Matice vzdalenosti

Pt I 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 © 4,01 10,58 9,68 13,06 9,05 7,51 11,39 18,85 10,38
2 | 400 0 6,67 6,31 9,68 9,9 3,66 7,50 15,25 6,69
30[10,58° 6,67 0 5,34 6,43 13,88 3,44 3,00 10,27 3,58
4 | 9,68 631 53 0 7,9 10,25 4,8 3,60 11,9 3,35
5 13,06 9,68 643 7,9 0 16,60 6,47 5,33 5,93 4,88
6 | 9,05 9,9 13,88 10,25 16,60 0 11,96 13,46 21,32 12,46
T | 1,51 3,66 3,46 4,88 6,47 11,9 0 4,36 11,76 3,63
8 111,39 7,5 3,00 3,60 5,33 13,44 4,36 0 89 1,75
9 |18,85 15,25 10,27 11,9 5,93 21,32 11,76 8,9 0 9,30
10 110,38 6,69 3,58 3,35 4,88 12,46 3,63 1,75 9,30 0
Toyy | 94,51 69,68 63,18 63,31 76,2508, 8 57,67 59,32 113,61 (56,03

Vlastni postup shlukovani I.

[y

Zvoleni zpusobu shlukovani. Z fady variant
spojovani (viz. dale) je zde pouZita metoda
prumérné vzdalenosti.

2. V matici vzdalenosti nalezneme minimalni
prvek mMimd, [ a matici vzdalenosti typu [n,n]
redukujeme na typ [n-1,n-1].

3. Jednotky, kterym pfislusi minimalni hodnota

vzdalenosti si jsou nejpodobnéjsi.

»

Slouéime odpovidajici si jednotky do prvniho
shluku.

V dalSich krocich se mohou slucovat jednotky
se shlukem ¢i dva shluky.

o

Vlastni postup shlukovani II.

6. Vypoctou se nové vzdalenosti mezi vzniklym
shlukem a zbylymi jednotkami (¢i shluky). Ty
se vypocétou v nasem p¥ipadé jako aritmeticky
prumér vzdalenosti mezi jednotkami, které
patii do nové agregovaného shluku a zbylymi
jednotkami.

7. Vzdalenosti, kterych se sluéovani netyka jsou
pouze piepsany do nové matice vzdalenosti.

8. V nové matici se opét hleda prvek mi n{dij}

9. Analyzujeme-li n jednotek, v procesu
shlukovani je n-1 kroku. V poslednim kroku
dochazi ke slouceni viech jednotek do jednoho
shluku.

1. krok - nalezeni minimalniho prvku v puvodni matici

9,,“‘;;;; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 4,00 10,58 9,68 13,06 9,05 7,51 11,39 18,85 10,38
2 | &0 o 6,67 6,31 9,68 9,90 3,66 7,50 15,25 6,69
3 |10,58° 6,67 0 5,34 6,43 13,88 . 3,44 3,00 10,27 3,58
4| 9,68 631 534 o 7,90 10,25 4,88 3,60 11,99 3,35
5 [13,06 9,68 6,43 7,90 0 16,60 6,47 5,33 5,93 4,88
6 | 9,06 9,90 13,88 10,25 16,60 0 11,96 13,44 21,32 12,46
T | 7,51 3,66 3,44 4,88 6,47 11,96 0 4,36 11,76 3,63
8 111,39 ' 7,50 3,00 3,60 5,33 13,44 4,35 0 8,9 @)
9 |[18,85 15,25 10,27 11,99 5,93 21,32 11,76 8,94 0 9,30
10 110,38 6,69° 3,58 3,35 4,88 12,46 3,63 1,75 9,30 0

Ve vychozi matici je minimalni vzdalenost mezi prvky 8 a 10:
dg 10 = 1,75.

Tyto dvé jednotky se slouci.

Vypocditame vzdalenosti tohoto nového shluku
k stavajicim jednotkam (pfiklad pro pro jednotku 1):

d =10,88

(8+101) ~

_ d(&l) + d(m,l) _ 11,39+10,38
2

Analogicky se vypoétou nové vzdalenosti mezi
novym shlukem a zbylymi jednotkami, tedy

d(s+1o,2)’ d (8+10,3) ***°* d (8+10,9)
Vysledkem je nova matice vzdalenosti.




2. krok 4 matice vzdalenosti 3. krok v LWL SV AN
. krok - nova matice vzdalenosti -krok . e Y
8+10 1 2 3 4 5 6 7 9
+ 1 0 4,01 9,68 13,06 9,05 7,51 18,85
s+10| (1,75) 10,88 7,10 [3,29] 3,48 5,11 12,95 4,00 9,12 R 0 6,31 9.68 990 (5 15.25
1 0 4,01 10,58 9,68 13,06 9,05 7,51 18,85 ! ’ ' ’
4 0 7,90 10,25 4,88 11,99
2 0 6,67 6,31 9,68 9,90 3,66 15,25 5 o teeo &
N 0
3 [ 5,34 6,43 13,88 3,44 10,27 ‘ ; "47 3,93
4 0 7,90 10,25 4,88 11,99 , 11,96 21,32
5 0 16,60 6,47 5,93 . o 11,76
6 o 11,96 21,32 0
7 [ 1,76
' 4. krok Br1oe3 247 1 4 5 6 9
9 0 8+10+3 | (2,78) 5,38 10,78 5,55 13,26 9,50
Hodnota v zavorce vyjadfuje vzdalenost, pfi které 27 (3,66) 5,76 5,60 8,08 10,93 13,50
dochazi ke slouceni a vyuziva se ke konstrukci tzv. ! 0 9,68 13,06 9,05 18,85
dendrogramu (viz. dale). 4 o 7,90 10,25 11,99
- . e s sn s PR = 5 [ 16,60 5,93
Opét se najde minimalni hodnota a cely vypocet se . ' ; o ’32
opakuje tak, jak je naznaceno v dale uvedenych . !
. = A - 0
maticich vzdalenosti ...
7. krok BH1043+44247 549 1 6
B+10+43+4 247 1 5 6 5
5. krok - BH10+3+442+7 | (4,52) 9,02 11,98
BHI0+344 | (3,44) 10,51 6,14 12,51 10,12 ses ! ' . '
1
247 (3,66) 5,76 8,08 10,93 13,50 (5,93) 15,96 18,96
-1 0 13,06 9,05 18,85 ! 0 9,05
5 0 16,60 5,93 8 °
6 0 21,32
9 o 8. krok B+10+3+442+7+1 549 6
BH10+3+4+2+T+1 (5,78} -ﬂ:n:“ 11,56
6. krok B410+3944247 1 5 6 9 5+9 (5,93) 18,96
BH10+3+442+7 (4,52} 8,92 6,78 11,98 11,25 6 0
1 [ 13,06 9,05 18,85
5 o 16,60
6 0 21,3 9. krok BH10+ 3444 24T+ 4549 6
9 0 BH10+3+4+2+4T+145+9 (7,43) 13,20
6 [}
Ukonceni shlukovani a Dendrogram

prezentace jeho prubéhu

V poslednim kroku dochazi ke slouceni vSech
jednotek do jednoho shluku na vzdalenosti 8,58.

To je prumérna vzdalenost mezi dvéma

jednotkami.

Prubéh shlukovani se obvykle zaznamenava do
tzv. dendrogramu - hierarchicky uspofadanych

»Stromu*).

vadilenost
shiukavini

s




Charakteristiky procesu shlukovani
* Koeficient ztraty informace

» Graf ztraty informace

Slouzi ke stanoveni optimalniho rozdéleni souboru
na skupiny.

Pfi kazdém kroku shlukovani dochazi ke ztraté
informace o vychozim souboru tim, Ze pouzivame
jista generalizujici vyjadfeni shlukovanych jednotek
(napf. pramérna vzdalenost v uvedeném prikladé).
Tedy pfi rozdéleni na n jednotek (na pocatku

shlukovani) je ztrata informace nulova, pfi spojeni do
jedné jednotky (na konci) je ztrata maximalni (100%).

Koeficient ztraty informace

¥rok sfilukované kumulovand ; % ztréty
shlnkovéni Jednotky ¥ vzddlenostt | T vzddlenost{ | informace
1 8,10 . 1,75 1,75 0,452
2 8,10+3 6,58 8,33 " 2,156
3 .8,10,3+4 12,30 20,63 . 5,340
4 2,7 3,66 24,29 6,288
5 8,10,3,4+2,7 43,48 67,77 17,547
6 8,10,3,4,2,7+1 53,55° 121,32 31,413
7 5,9 5,93 127,25 32,949
8 8,10,3,4,2,7,145,9 267,37 ‘69,228
9 8,10,3,4,2,7,1,5,9+6 118,85 386,22 100,000

Koeficient ztraty informace se poéita po kazdém kroku
jako soucet vzdalenosti pravé agregovanych jednotek
v puvodni matici [n,n]. Potom stav shlukovani pfed
krokem, kterému pfislusi maximalni hodnota
koeficientu pfedstavuje optimalni déleni souboru.

Graf ztraty informace i
%)
Znazornuje pocet kroku shlukovani (osa x) a /
hodnotu koeficientu ztraty informace /=
v absolutnich éi relativnich hodnotach (osa y). /

V uvedeném piikladé dosahuje velikost ztraty [ .
informace maxima v 8. kroku. Tedy jako

optimalni se jevi ¢lenéni souboru po 7. kroku. /
Vysledkem je tedy clenéni jednotek do tfi - B

shluki: .
1: (8, 10, 3, 4, 2, 7, 1) \
2: (5, 9) .
@€ S .

o 1 2 31 4 5 &
POCET KROK() ITERACE

Rozdéleni metod shlukové analyzy

Metody shlukové analyzy
/\

kbt ohioshins |
AN

Rozdéleni metod shlukové analyzy

Vyse uvedeny text prezentuje postupy aglomerativni
hierarchické (jednotky se postupné spojuji do shlukt
Hierarchické metody rozkladové naopak postupné déli vstupni
soubor do 2, 3, 4, ... skupin.

Nehierarchické (optimalizaéni) metody hledaji takovy rozklad
mnoziny objekt, ktery je optiméalni podle vhodné zvoleného
kritéria.

Mohou byt zalozeny na pfedem daném (pfiblizném) poctu
shluku a jejich postupném ,zlepSovani“ pfevodem vybranych
jednotek mezi shluky, na eventuelnim spojovani ¢i rozdélovani
shluka.

Vypoclty vyuzivaji iteracniho poctu.

ResSené piiklady: Statistica — Elektronicky manual

Shlukova analyza metodou k- pruméra
(k-means) jako pfiklad nehierarchického
tfidéni

Algoritmus pfedpoklada, Zze dopfedu zname pocet
shluku, do kterého si pfejeme rozdélit vstupni
soubor.

Vypocet zaéne s k nahodnymi shluky. Jednotky
se poté postupné pfesouvaji mezi jednotlivymi
shluky a to tak, aby:

1) minimalizovaly variabilitu mezi jednotkami
uvnitf jednoho shluku

2) Maximalizovaly variabilitu mezi jednotlivymi
shluky




Postup shlukovani metodou k- pruméra

N ¢ ¥ v \
i, [} 1 [
“.‘ ' 45 \ B b \ 48
e . |- V. 4
p7 o o v =i * 4 ™
25 By -\ a S a .
a b e \ 3
.
vodni poloha po vyslednd
poloha 1. iteraci e poloha
centroidu centroidi
1. Definovani pozadovaného poctu vyslednych shluku.
2. Urceni pocatecni polohy stiedu shluku (centroidu) pro kazdy
shluk (a, b, ¢).
3.

Postupné pfifazeni v§ech jednotek ke shluku, k némuz maji v
analyzovaném prostoru nejblize.

Vypocet nové polohy centroidu pro kazdy shluk na zakladé
pfifazenych jednotek.

Opakovani kroku 3 a 4 do té doby, dokud se poloha shluku ¢i
pocet jednotek zafazenych do shluku vyrazné nemeéni (tzv.

stabilni shluky).




