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1 Vektory - opakování

1.1 Teorie

V Úvodu do matematiky jste se seznámili s pojmem vektor a jeho základními vlastnostmi. Stru£n¥
si tuto oblast matematiky zopakujeme.

1.1.1 Pojem vektor a jeho sou°adnice, umíst¥ní vektoru

Jist¥ si pamatujete, ºe vektory m·ºeme vnímat dv¥ma zp·soby:

1) jako uspo°ádané n-tice reálných £ísel, tj. prvky mnoºiny Rn,

2) jako orientované úse£ky.

Mnoºinu Rn v²ech uspo°ádaných n-tic reálných £ísel m·ºeme zapsat jako:

Rn � tpx1, x2, . . . , xnq;xi P R, i � 1, . . . , nu. (1)

Geometricky si prvky mnoºiny Rn m·ºeme p°edstavovat dvojím zp·sobem. Bu¤ jako body, nebo
jako vektory.

Body obvykle zna£íme velkými písmeny A,B,C,X, Y , apod. a jejich sou°adnice pí²eme do
hranatých závorek, nap°. Ara1, a2, . . . , ans. Na obrázku (1) je znázorn¥n bod Ar1, 2, 3s v prostoru
R3.

Obrázek 1: Sou°adnice bodu Ar1, 2, 3s v prostoru R3

Naopak vektory obvykle zapisujeme malými písmeny se ²ipkou, nap°. ~u � p2, 3, 5q je vektor
v prostoru R3. Obecn¥ ~u � pu1, u2, . . . , unq je vektor (uspo°ádaná n-tice) v prostoru Rn. Reálná
£ísla u1, u2, . . . , un nazýváme sou°adnice (nebo téº sloºky) vektoru ~u.

Geometricky si lze vektor ~u � pu1, u2, . . . , unq p°edstavit v n-rozm¥rné kartézské soustav¥
sou°adnic1 jako orientovanou úse£ku s po£áte£ním bodem v po£átku, tj. v bod¥ o sou°adnicích
r0, 0, . . . , 0s, a s koncovým bodem o sou°adnicích ru1, u2, . . . , uns. Rovnob¥ºné posunutí této úse£ky
op¥t p°edstavuje tentýº vektor, jen s jiným umíst¥ním. Vektor ~u si tedy také m·ºeme p°edstavit
jako orientovanou úse£ku vedoucí z n¥jakého bodu Ara1, a2, . . . , ans do bodu Bra1 � u1, a2 �
u2, . . . , an � uns. Bod A pak nazýváme po£áte£ním a bod B koncovým bodem vektoru ~u. Protoºe
volbu po£áte£ního budu m·ºeme provést libovoln¥, má kaºdý vektor nekone£n¥ mnoho r·zných
umíst¥ní.

1 Obvykle se zabýváme n � 2 (rovina) a n � 3 (klasický trojrozm¥rný prostor). P°i gra�ckém znázor¬ování pak
budeme sou°adnicové osy ozna£ovat x, y (pro n � 2) a x, y, z (pro n � 3).
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Obrázek 2: Dv¥ r·zná umíst¥ní vektoru u � p1, 2q P R2

Jsou-li body A, B dány sou°adnicemi Ara1, a2, . . . , ans a Brb1, b2, . . . , bns, p°i£emº a1, a2, . . . , an,
b1, b2, . . . , bn jsou reálná £ísla a je-li vektor ~u ur£en orientovanou úse£kou ÝÝÑAB, nazývají se £ísla

u1 � b1 � a1a u2 � b2 � a2, . . . , un � bn � an (2)

sou°adnice vektoru ~u. Zapisujeme ~u � pu1, u2, . . . , unq.

Je-li A po£áte£ní bod a B koncový bod vektoru ~u, pí²eme ~u � ~AB � B �A, a sou°adnice
vektoru ~u získáme ode£tením sou°adnic bodu A od sou°adnic bodu B. Ekvivalentn¥ m·ºeme
vztah (2) zapsat jako B � A � ~u, tedy sou£et A � ~u interpretujeme jako bod B � A � ~u �
ra1 � u1, a2 � u2, . . . , an � uns.

1.1.2 Operace s vektory

V Úvodu do matematiky jste se seznámili se dv¥ma operacemi s vektory - s£ítání vektor· a násobení
vektoru £íslem. Zopakujme si, jak jsou tyto operace de�novány.

Pro ~u,~v P Rn, ~u � pu1, u2, . . . , unq, ~v � pv1, v2, . . . , vnq nazveme sou£tem vektor· ~u a ~v vektor

~u� ~v � pu1 � v1, u2 � v2, . . . , un � vnq. (3)

Pro k P R, ~u P Rn, ~u � pu1, u2, . . . , unq nazveme sou£inem £ísla k s vektorem ~u vektor

k � ~u � pk � u1, k � u2, . . . , k � unq. (4)

Vektory tedy s£ítáme (resp. ode£ítáme) "po sloºkách"(je tedy logickou podmínkou, ºe
s£ítané vektory musí mít stejný po£et sou°adnic, stejný rozm¥r). Protoºe v jednotlivých sloºkách
pracujeme se s£ítáním reálných £ísel, p°ená²í se komutativita a asociativita s£ítání reálných
£ísel na s£ítání vektor·. Násobení vektoru £íslem provádíme rovn¥º "po sloºkách"(kaºdou sloºku
vektoru vynásobíme daným £íslem k).

Geometrický význam operací je patrný z následujícího obrázku. Sou£et vektor· tvo°í
uhlop°í£ku rovnob¥ºníku vzniklého z t¥chto vektor· nazna£eným zp·sobem. Sou£in £ísla s vekto-
rem je vektor, který je del²í (pro |k| ¡ 1) neº p·vodní vektor ~u, nebo stejn¥ dlouhý (pro |k| � 1),
£i krat²í (pro |k| P p0, 1q) . Je-li k   0, má vzniklý vektor opa£ný sm¥r neº vektor p·vodní.

2 Euklidovský prostor

2.1 Teorie

Euklidovský prostor Rn má následující vlastnosti:
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Obrázek 3: Geometrický význam operací s vektory. 1. kvadrant (vpravo) - sou£et vektor·, 3.
kvadrant (vlevo) - násobení vektoru ~u £íslem p�2q.

• je v n¥m dána metrika (vzdálenost bod·),

• k vyjád°ení sou°adnic bod· a vektor· zpravidla pouºíváme sou°adnicové osy, které jsou
na sebe kolmé (ortogonální) a ur£ené po£átkem (bod Or0, 0, 0, 0, . . . s) a tzv. jednotkovými
vektory:

p1, 0, 0, 0, . . . q, p0, 1, 0, 0, . . . q, p0, 0, 1, 0, . . . q, p0, 0, 0, 1, . . . q, . . . ,
• speciálním zp·sobem je v n¥m de�nován sou£in vektor·.

Podívejme se na tyto vlastnosti podrobn¥ji.

2.1.1 Velikost vektoru, vzdálenost bod·

Pro libovolný vektoru ~u P Rn, ~u � pu1, u2, . . . , unq nazveme velikostí (délkou) vektoru ~u £íslo

|~u| �
b
u21 � u22 � � � � � u2n. (1)

Nech´ Ara1, a2, . . . , ans, Brb1, b2, . . . , bns jsou libovolné body z Rn. Pak (euklidovskou) vzdáleností
bod· A,B rozumíme velikost vektoru ÝÝÑAB a zna£íme ji |AB|, tj.

|AB| � |ÝÝÑAB| �
a
pb1 � a1q2 � pb2 � a2q2 � � � � � pbn � anq2. (2)

Vzdálenost bod· Ar1,�3, 5s a Br2, 4, 0s z R3 je

|AB| � |ÝÝÑAB| �ap2� 1q2 � p4� 3q2 � p0� 5q2 � ?
1� 49� 25 � ?

75 � p8, 66q.

2.1.2 Skalární sou£in, úhel vektor·

Pro libovolné vektory ~u,~v P Rn, ~u � pu1, u2, . . . , unq, ~v � pv1, v2, . . . , vnq rozumíme skalárním
sou£inem vektor· ~u a ~v £íslo

~u � ~v � u1 � v1 � u2 � v2 � � � � � un � vn �
ņ

i�1

ui � vi. (3)

Skalární sou£in tedy získáme tak, ºe vynásobíme jednotlivé sloºky p°íslu²ných vektor·.
Protoºe sloºky vektor· jsou reálná £ísla a násobení reálných £ísel je komutativní, lze snadno
odvodit, ºe ~u � ~v � ~v � ~u (skalární sou£in je také komutativní).
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A jaký je geometrický význam skalárního sou£inu? Pro skalární sou£in dvou vektor·
platí:

~u � ~v � |~u| � |~v| � cosα, (4)

kde α je úhel, který tyto dva vektory svírají.

Obrázek 1: Geometrický význam skalárního sou£inu - odchylka vektor·. V prvních dvou p°ípadech
je odchylka z°ejmá. Ve t°etím p°ípad¥ sta£í pro nenulové vektory ~u,~v vyjád°it ze vzorce cosα (viz
následující de�nice) a následn¥ α.

Úhlem (odchylkou) dvou nenulových vektor· ~u,~v P Rn rozumíme úhel α P x0, πy daný vztahem

cosα � ~u � ~v
|~u| � |~v| . (5)

Uvedený vztah pro odchylku dvou vektor· vyuºijeme nap°. v p°ípad¥, ºe máme zadány
body trojúhelníka a pot°ebujeme ur£it vnit°ní úhly2 .

Odchylku vektor· ~u � p�1, 2,�2q, ~v � p3, 0, 1q získáme snadno dosazením do vzorce:

cosα � ~u � ~v
|~u| � |~v| �

p�1, 2,�2q � p3, 0, 1q
|p�1, 2,�2q| � |p3, 0, 1q| �

�3� 0� 2?
1� 4� 4 � ?9� 0� 1

� �5
3
?
10

α � arccos
�5

3
?
10

α � 121� 4113 .

Odsadit poslední °ádek p°íkladu?

Vztah (5) vyuºijeme také v p°ípad¥, máme-li ur£it, zda je odchylka mezi vektory speciální
- a to 90�. Platí, ºe cos 90� � 0 a tedy je pro takové vektory skalární sou£in (podle (4)) roven 0.
Pokud jste porozum¥li, snadno si zapamatujete následující de�nici.

Dva vektory ~u,~v P Rn nazveme kolmé (ortogonální), je-li

~u � ~v � 0. (6)

2 V chemii nám vzorec m·ºe pomoci p°i ur£ení velikostí vazebných úhl·.

3 Podobn¥ se po£ítá odchylka p°ímek a jiných útvar·, av²ak v takovém p°ípad¥ se bere úhel v rozmezí x0�, 90�y
- viz (3).
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2.1.3 Vektorový sou£in

Nyní zavedeme tzv. vektorový sou£in ~u � ~v pro vektory ~u a ~v. Av²ak zd·razn¥me, ºe vektorový
sou£in (kv·li zjednodu²ení) de�nujeme pouze pro vektory ~u,~v P R3!

Pro libovolné vektory ~u,~v P R3, ~u � pu1, u2, u3q, ~v � pv1, v2, v3q nazveme vektorovým sou£inem
vektor· ~u a ~v (v tomto po°adí!) vektor ~w (a ozna£ujeme ~u� ~v) pro který platí:

~w � ~u� ~v �

���������

~i ~j ~k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

���������
� i �

������
u2 u3

v2 v3

������
� j �

������
u3 u1

v3 v1

������
� k �

������
u1 u2

v1 v2

������
(7)

� pu2v3 � u3v2, u3v1 � u1v3, u1v2 � u2v1q, (8)

kde i, j, k jsou jednotkové vektory ve sm¥ru sou°adnicových os x, y, z, i � p1, 0, 0q, j � p0, 1, 0q, k �
p0, 0, 1q.

Uvedený vzorec pro vektorový sou£in si lze snadno zapamatovat pomocí následující po-
m·cky.

Obrázek 2: Pom·cka pro vektorový sou£in

Z de�nice vektorového sou£inu lze snadno odvodit:

Jsou-li vektory ~u,~v lineárn¥ závislé (tj. tyto vektory mají stejný sm¥r £ili umíst¥ní
t¥chto vektor· jsou rovnob¥ºná - tj. jeden vektor je násobkem druhého), je ~w � 0.

Naopak, jsou-li vektory ~u,~v lineárn¥ nezávislé (tj. tyto vektory nemají stejný sm¥r
£ili ºádné umíst¥ní jednoho vektoru není rovnob¥ºné s ºádným umíst¥ním druhého
vektoru, je vektor ~w nenulový. Navíc platí, ºe vektor ~w má tyto vlastnosti:

1) vektor ~w je kolmý k ob¥ma vektor·m ~u,~v;

2) vektory ~u,~v, ~w tvo°í tzv. pravoto£ivou bázi4 ;

3) |~w| � |~u||~v| sinα, kde α je odchylka vektor· ~u a ~v.5

Ad 2) Pravoto£ivá báze (soustava) M¥jme t°i libovolné vektory v prostoru. Kaºdá trojice
vektor·, jejichº umíst¥ní neleºí v jedné rovin¥, se nazývá bází v prostoru. Zvolíme si takové umíst¥ní
t¥chto vektor·, aby jejich po£áte£ní body byly identické.

Vezm¥me si vektory ~u,~v, ~w, kde ~w � ~u� ~v. Poloºíme-li pravou ruku na pomyslnou rovinu
ur£enou vektory ~u,~v tak, aby pokr£ené prsty ruky udávaly sm¥r od vektoru ~u k ~v (nejkrat²ím
sm¥rem), pak vzty£ený palec sm¥°uje do stejného poloprostoru jako vektor ~w. V takovém p°ípad¥
se báze nazývá pravoto£ivá.

Pokud bychom vzali t°i libovolné vektory, °ekn¥me ~a,~b,~c, kde ~c � ~a �~b, pak by vzty£ený
palec mohl ukazovat do opa£ného poloprostoru neº vektor ~c. V takovém p°ípad¥ nazveme bázi

4 Viz níºe - £ást Ad 2)

5 Viz níºe - £ást Ad 3)
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levoto£ivou. Kdybyste místo pravé ruky te¤ pouºili ruku levou, tak její palec bude ukazovat do
stejného poloprostoru jako vektor ~c.

Na obrázku (3) vlevo tvo°í vektory ~a,~b,~c pravoto£ivou bázi, vpravo potom levoto£ivou.

Obrázek 3: Báze prostoru

Ad 3) Obsah rovnob¥ºníka Jsou-li vektory ~u,~v lineárn¥ nezávislé, pak vzorec |~w| �
|~u||~v| sinα udává obsah rovnob¥ºníka, jehoº strany tvo°í vektory ~u a ~v.6

Obrázek 4: Obsah rovnob¥ºníka

2.1.4 Smí²ený sou£in

Spojení vektorového a skalárního sou£inu se nazývá smí²ený sou£in. Smí²ený sou£in, stejn¥ jako
vektorový sou£in, de�nujeme pouze v prostoru (pro vektory ~a,~b,~c P R3)!

Smí²eným sou£inem vektor· ~a,~b,~c P R3 rozumíme £íslo

p~a�~bq � ~c. (9)

Je-li ~a � pa1, a2, a3q,~b � pb1, b2, b3q,~c � pc1, c2, c3q, pak

p~a�~bq � ~c �

���������

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

���������
. (10)

Absolutní hodnota smí²eného sou£inu vektor· |p~a�~bq � ~c|
je rovna objemu rovnob¥ºnost¥nu, který tyto t°i vektory ur£ují, je-li jejich umíst¥ní
zvoleno tak, ºe mají spole£ný po£áte£ní bod.

6 Sta£í si uv¥domit, ºe pro obsah rovnob¥ºníka platí S � |~u| � va, kde va je vý²ka tohoto rovnob¥ºníka. Zárove¬
v²ak platí, ºe va � |~v| sinα.
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Obrázek 5: Objem rovnob¥ºnost¥nu

2.2 �e²ené p°íklady

P°íklad 1. Ur£ete obsah trojúhelníka ABC, je-li: Ar�1,�2, 1s, Br2, 0, 2s a Cr1, 1, 1s.
�e²ení. Vzpomeneme-li si na geometrický význam vektorového sou£inu, víme (podle (10)), ºe
pro lineárn¥ nezávislé vektory ~u,~v udává |~w| � |~u � ~v| obsah rovnob¥ºníka, jehoº strany tvo°í
vektory ~u a ~v. Obsah trojúhelníka bude roven polovin¥ obsahu rovnob¥ºníka:

S4 � 1

2
|~u� ~v|

~u � ~AB � p3, 2, 1q, ~v � ~AC � p2, 3, 0q

~u� ~v � p�3, 2, 5q.

Velikost vektorového sou£inu vypo£teme podle vzorce (1) ur£ujícího velikost vektoru:

9



Pro£ se sází odstavec bez odsazení zleva?

|~u� ~v| �
a
p�3q2 � 22 � 52 � ?

9� 4� 25 �
?
38

S4 � 1

2
|~u� ~v| �

?
38

2
.

P°íklad 2. Vypo£t¥te objem rovnob¥ºnost¥nu ABCDEFGH, je-li: Ar1, 2, 1s, Br7, 3, 0s, Dr�1, 5, 2s
a Er1, 0, 6s.
�e²ení. Pro objem V rovnob¥ºnost¥nu (podle (13)) platí: |p~a�~bq �~c|, kde ~a,~b,~c jsou t°i vektory se
spole£ným po£áte£ním bodem. Pokud si nakreslíme obrázek znázor¬ující na²i situaci a vyzna£íme
v n¥m zadané body, vidíme, ºe v²echny t°i vektory pot°ebné pro ur£ení objemu m·ºeme snadno
vypo£ítat ze zadaných bod·.

~a � ~AB � p6, 1,�1q,~b � ~AD � p�2, 3, 1q,~c � ~AE � p0,�2, 5q

p~a�~bq � ~c p12q�

���������

6 1 �1
�2 3 1

0 �2 5

���������
� 90� 0� 4� 0� 12� 10 � 108

V � |p~a�~bq � ~c| � |108| � 108

10



Odstavce jsou dost odsazené (je-li v kaºdém

,

) ²lo by °e²it jednoduchými dolary a role center .

Objem rovnob¥ºnost¥nu je tedy roven 100.

P°íklad 3. Je dán trojúhelník XY Z, kde Xr0, 1, 4s, Y r0,�2, 1s a Zr�3,�2, 4s. Vypo£t¥te obvod,
obsah a velikosti vnit°ních úhl· tohoto trojúhelníka.

�e²ení. Znázorníme si trojúhelník XZY . Vektory, které leºí v jeho stranách, si ozna£íme ~u,~v a ~w.

Vektory snadno vypo£teme:

~u � ~XY � p0,�3,�3q, ~v � ~XZ � p�3,�3, 0q, ~w � ~Y Z � p�3, 0, 3q.

Pro obvod trojúhelníka bude platit:

o � |~u| � |~v| � |~w|.

Velikosti jednotlivých vektor· ur£íme posle vzorce (1):

|~u| �
a
02 � p�3q2 � p�3q2 � ?

0� 9� 9 �
?
18

|~v| �
a
p�3q2 � p�3q2 � 02 � ?

9� 9� 0 �
?
18

|~w| �
a
p�3q2 � 02 � p�3q2 � ?

9� 0� 9 �
?
18.

Dosazením do vzorce jiº snadno ur£íme obvod trojúhelníka:

o � |~u| � |~v| � |~w| �
?
18�

?
18�

?
18 � 3

?
18 � 9

?
2.

Obsah trojúhelníka spo£ítáme (stejn¥ jako v p°íkladu 1) jako polovinu obsahu p°íslu²ného
rovnob¥ºníka, jehoº strany tvo°í vektory ~u a ~v. Podle vzorce (10) platí:

11



S4 � 1

2
|~u� ~v|

~u� ~v � p�9, 9,�9q.

|~u� ~v| p1q�
a
p�9q2 � 92 � p�9q2 �

?
3 � 92 � 9

?
3

S4 � 1

2
|~u� ~v| � 9

?
3

2
.

Velikost vnit°ních úhl· trojúhelníka bychom mohli ur£it podle vzorce (5) udávajícího
úhel mezi jednotlivými vektory. Pokud jsme v²ak byli p°i po£ítání p°edchozích £ástí pozorní, mohli
jsme si pov²imnout, ºe velikosti v²ech t°í vektor· ~u,~v a ~w jsou si rovny. To znamená, ºe zadaný
trojúhelník je rovnostranný. V rovnostranném trojúhelníku platí, ºe velikost v²ech vnit°ních úhl·
je rovna 60�.

2.3 P°íklady k procvi£ení

2.3.1 Velikost vektoru, vzdálenost bod·, skalární sou£in a úhel vektor·

P°íklad 4. 1) ~u � p�4, 2q
2) ~u � p4,�3, 5q
�e²ení. 1) |~u| � 2

?
5

2) |~u| � 5
?
2

P°íklad 5. 1) Ar1, 1s, Br4, 2s
2) Ar3, 1,�5s, Br1, 2,�3s
�e²ení. 1) |AB| � ?

10

2) |AB| � 3

P°íklad 6. 1) ~u � p1, 2q, ~v � p�1, 1q
2) ~u � p2,�1q, ~v � p1, 3q
3) ~u � p1, 1, 3q, ~v � p2, 1,�1q
4) ~u � p1, 0, 1q, ~v � p0, 2,�1q

12



�e²ení. 1) ~u � ~v � 1

2) ~u � ~v � �1
3) ~u � ~v � 0

4) ~u � ~v � �1
P°íklad 7. 1) ~u � p1, 1q, ~v � p�1, 1q
2) ~u � p�2, 3q, ~v � p4,�6q
3) ~u � p1, 1,�1q, ~v � p2, 1, 3q
4) ~u � p0, 1, 2q, ~v � p3, 3,�1q
�e²ení. 1) α � 90�

2) α � 180�

3) α � 90�

4) α � 84� 61 402

P°íklad 8. 1) ~u � p1,�1q
2) ~u � p�2,�5q
�e²ení. 1) Nap°. (1,1), (-1,-1) - sta£í prohodit sou°adnice zadaného vektoru a u jedné z nich

zm¥nit znaménko. Tak bude skalární sou£in vektor· roven 0.

2) Nap°. (5,-2), (-5,2)

2.3.2 Vektorový sou£in

P°íklad 9. 1) ~u � p1,�1, 2q, ~v � p3, 1, 1q
2) ~u � p1, 0, 1q, ~v � p�1, 3, 2q
3) ~u � p1,�1, 3q, ~v � p0, 0, 1q
�e²ení. 1) ~w � p�3, 5, 4q
2) ~w � p1, 1,�1q
3) ~w � p1, 1, 0q
P°íklad 10. 1) Kr2, 0, 1s, Lr1,�1, 3s,M r4, 2, 1s
2) Kr1, 3s, Lr2, 0s,M r4,�1s
�e²ení. 1) N r5, 3,�1s, S � 4

?
2

2) Abychom mohli uºít vektorový sou£in, musíme p°evést úlohu do prostoru nap°. tak, ºe u v²ech
bod· doplníme sou°adnici z � 0. N r3, 2s, S � 5

P°íklad 11. 1) Ar4, 0,�1s, Br2, 4,�1s a Cr5, 3, 4s
2) Ar2,�1s, Br�1, 4s a Cr3,�2s
3) Ar3,�6, 5s, Br4, 8, 1s a Cr5, 22,�3s
�e²ení. 1) S4 � 5

?
6

2) S4 � 1

3) A,B,C leºí na p°ímce.

�e²ení. o � 9
?
2, S4 � 9

2

?
3, α � β � γ � 60�
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2.3.3 Smí²ený sou£in

P°íklad 12. 1) Ar2, 3,�1s, Br8, 4,�2s, Dr0, 6, 0s a Er2, 1, 4s
2) Ar1, 0, 0s, Br6, 0, 0s, Dr1,�4, 0s a Er1, 0, 5s
�e²ení. 1) 108

2) 100

3 Geometrie v prostoru

3.1 Teorie

3.1.1 Parametrická rovnice p°ímky v prostoru

Kaºdá p°ímka v prostoru R3 je jednozna£n¥ ur£ena dv¥ma r·znými body (ozna£me jeAra1, a2, a3s, Brb1, b2, b3s),
které na této p°ímce leºí. Kaºdý bod Xrx1, x2, x3s p°ímky p dostaneme tak, ºe k bodu A p°i£ítáme
r·zné násobky vektoru ~u � ~AB, viz obr. (1).

Místo dvou bod· m·ºeme p°ímku také ur£it jedním bodem a nenulovým vektorem ~u -
p°ímku vyjád°íme tzv. parametrickou rovnicí.

Rovnice X � A � t~u; t P R se nazývá parametrická rovnice nebo také parametrické vyjád°ení
p°ímky p. Vektor ~u se nazývá sm¥rový vektor p°ímky p, prom¥nná t P R se nazývá parametr.

Obrázek 1: Parametrická rovnice p°ímky

Parametrickou rovnici (1) m·ºeme rozepsat po sou°adnicích - dosazenímXrx, y, zs, Ara1, a2, a3s, u �
pu1, u2, u3q získáme vyjád°ení sou°adnic bod· X této p°ímky v závislosti na parametru t:

p :

x � a1 � tu1

y � a2 � tu2

z � a3 � tu3

; t P R. (1)

Je-li p°ímka p zadána dv¥ma r·znými body A,B, lze parametrickou rovnici snadno získat dosa-
zením sou°adnic bod· X a A a vektoru ~u � ~AB � pb1 � a1, b2 � a2, b3 � a3q. Pro r·zné hodnoty
parametru t dostáváme r·zné body p°ímky - nap°. pro t � 1 bod X � A� ~AB � B.

Omezíme-li t na interval x0, 1y, dostaneme parametrickou rovnici úse£ky. St°ed úse£ky AB
dostaneme pro hodnotu t � 1

2 :
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S �A� 1

2
~AB � A� 1

2
pB �Aq � A � 1

2
B � 1

2
A � A�B

2
7. (2)

3.1.2 Vzájemná poloha dvou p°ímek v prostoru

V prostoru R3, stejn¥ jako v Rn, n ¥ 3, mohou mít dv¥ r·zné p°ímky p, q následující vzájemnou
polohu:

1) Pokud jejich sm¥rové vektory jsou lineárn¥ závislé (jeden je násobkem druhého), p°ímky p
a q jsou rovnob¥ºné, p°i£emº

• pokud nemají ºádný spole£ný bod (pXq � H), jsou rovnob¥ºné r·zné (zna£íme p ‖ q),
• pokud mají v²echny body spole£né (p X q � p), jsou rovnob¥ºné totoºné (zna£íme
p � q).

2) Pokud jejich sm¥rové vektory nejsou lineárn¥ závislé (jeden není násobkem druhého), p°ímky
p a q nejsou rovnob¥ºné (zna£íme p ∦ q), p°i£emº

• pokud nemají ºádný spole£ný bod (pX q � H), jsou mimob¥ºné,

• pokud mají práv¥ jeden spole£ný bod (p X q � P ), jsou r·znob¥ºné. Speciálním p°í-
padem r·znob¥ºných p°ímek jsou p°ímky kolmé (svírající úhel 90�, ozna£ujeme je p K q).

Odchylkou dvou p°ímek se sm¥rovými vektory ~u,~v P Rn rozumíme úhel α P x0, π2 y daný vztahem

cosα � |~u � ~v|
|~u| � |~v| .

a (3)

a Odchylka p°ímek se tedy po£ítá podobn¥, jako odchylka vektor· (viz (5)), av²ak v £itateli zlomku je absolutní
hodnota. To zaji²´uje, ºe odchylka p°ímek je v intervalu x0, π

2
y, zatímco odchylka vektor· v intervalu x0, πy.

3.1.3 Parametrická rovnice roviny v prostoru

Kaºdá rovina v prostoru R3 je jednozna£n¥ ur£ena:

• t°emi svými r·znými body (ozna£me je Ara1, a2, a3s, Brb1, b2, b3s, Crc1, c2, c3s), které neleºí
na jedné p°ímce.

Body A,B,C neleºí na jedné p°ímce práv¥ tehdy, kdyº vektory ~AB, ~AC jsou lineárn¥
nezávislé.

• dv¥ma r·znými p°ímkami, které nejsou mimob¥ºné.

• jedním bodem a dv¥ma r·znými nenulovými vektory, které jsou lineárn¥ nezávislé
(jeden není násobkem druhého).

Kaºdý bod Xrx1, x2, x3s roviny ρ � ABC dostaneme tak, ºe k bodu A p°i£ítáme r·zné násobky
nenulových vektor· ~u � ~AB a ~v � ~AC (tedy p°i£ítáme n¥jakou lineární kombinaci vektor· ~AB

a ~AC), viz obr. (2).

7 K ur£ení sou°adnic st°edu S si sta£í uv¥domit, ºe musí platit |AS| � |BS| � 1
2
|AB|.
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Rovnice X � A � t~u � s~v; t, s P R se nazývá parametrická rovnice nebo také parametrické
vyjád°ení roviny ρ � ABC, kde B � A � u a C � A � v. Vektory ~u,~v se nazývají sm¥rové
vektory roviny ρ, prom¥nné t, s P R se nazývají parametry.

Obrázek 2: Parametrická rovnice roviny

Parametrickou rovnici (4) m·ºeme rozepsat po sou°adnicích - dosazenímXrx, y, zs, Ara1, a2, a3s, u �
pu1, u2, u3q, v � pv1, v2, v3q získáme vyjád°ení sou°adnic bod· X této roviny v závislosti na para-
metrech t, s:

ρ :

x � a1 � tu1 � sv1

y � a2 � tu2 � sv2

z � a3 � tu3 � sv3

; t, s P R. (4)

Je-li rovina ρ zadána t°emi r·znými body A,B,C, lze parametrickou rovnici snadno získat do-
sazením sou°adnic bod· X a A a vektor· ~u � ~AB � pb1 � a1, b2 � a2, b3 � a3q, ~v � ~AC �
pc1 � a1, c2 � a2, c3 � a3q. Pro r·zné hodnoty parametr· t, s dostáváme r·zné body roviny.

3.1.4 Obecná rovnice roviny v prostoru

Obecná rovnice roviny je dal²í zp·sob vyjád°ení roviny v prostoru. Obecná rovnice roviny v pro-
storu je podobná obecné rovnici p°ímky v rovin¥.

Rovnice ax�by�cz�d � 0, a, b, c, d P R, kde alespo¬ jedno z £ísel a, b, c je nenulové, se nazývá
obecná rovnice roviny. Vektor ~n � pa, b, cq, který je kolmý ke v²em vektor·m leºícím v rovin¥,
nazýváme normálovým vektorem této roviny.

Normálový vektor je kolmý ke v²em vektor·m leºícím v rovin¥, speciáln¥ tedy ke sm¥rovým
vektor·m roviny. Toho se vyuºívá p°i p°evodu zadané parametrické rovnice roviny na obecnou -
vektor ~n získáme jako vektorový sou£in vektor· ~u a ~v. Koe�cient d pak zjistíme snadno dosazením
sou°adnic kteréhokoli bodu leºícího v rovin¥.

Obrázek 3: Obecná rovnice roviny

3.1.5 Obecná rovnice p°ímky v prostoru

P°ímku v prostoru lze zadat i jako pr·se£nici dvou r·znob¥ºných rovin.
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Rovnice p :
a1x� b1y � c1z � d1 � 0

a2x� b2y � c2z � d2 � 0
; h

�
�a1 b1 c1

a2 b2 c2

�
� 2 se nazývají obecnými rovnicemi

p°ímkya .
a Symbol h zna£í hodnost matice soustavy rovnic. Platí-li hpAq � 2, je spln¥na podmínka, ºe roviny jsou

r·znob¥ºné a tudíº mají pr·se£nici.

P°ipome¬me, ºe obecná rovnice p°ímky v rovin¥ je tvaru ax� by � c � 0. V prostoru nám
jedna obecná rovnice pro p°ímku nesta£í, pot°ebujeme dv¥8 .

3.2 �e²ené p°íklady

3.2.1 P°ímka v prostoru

P°íklad 13. Ur£ete vzájemnou polohu p°ímek AB a CD, je-li: Ar2,�5,�2s, Br0,�3, 0s, Cr4, 1, 2s
a Dr�1,�2, 1s.
�e²ení. Ur£íme sm¥rové vektory obou p°ímek:

~AB � p�2, 2, 2q, ~CD � p�5,�3,�1q.

Sm¥rové vektory nejsou lineárn¥ závislé, a proto p°ímky AB a CD nejsou rovnob¥ºné.

Nyní pot°ebujeme ur£it po£et spole£ných bod· t¥chto p°ímek. Sestavíme jejich parametrické
rovnice:

p :

x � 2 � 2t

y � �5 � 2t

z � �2 � 2t

; t P R q :

x � 4 � 5s

y � 1 � 3s

z � 2 � s

; s P R.

Sou°adnice pr·se£íku musí vyhovovat jak parametrickým rovnicím p°ímky AB, tak para-
metrickým rovnicím p°ímky CD. Musí tedy platit:

pX q :

2 � 2t � 4 � 5s

�5 � 2t � 1 � 3s

�2 � 2t � 2 � s

.

Po úprav¥ dostaneme soustavu t°í lineárních rovnic o dvou neznámých:
8 Obecn¥ v prostoru dimenze n (n � 2 rovina, n � 3 prostor) lze útvar dimenze k (k � 1 p°ímka, k � 2 rovina)

vyjád°it pomocí n � k obecných rovnic. Útvar dimenze o jedno men²í, neº je dimenze prostoru, tj. útvar dimenze
k � n � 1 se nazývá nadrovina (v rovin¥ je to p°ímka, v prostoru rovina). Nadrovinu lze vºdy vyjád°it jednou
obecnou rovnicí tvaru a1x1 � a2x2 � � � � � anxn � a � 0.
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5s � 2t � 2

3s � 2t � 6

s � 2t � 4

.

Tuto soustavu m·ºeme °e²it Gaussovou elimina£ní metodou. Nebo se£tením prvních dvou
rovnic dostáváme:

p1q � p2q : 8s � 8 ñ s � 1.

Dosazením hodnoty prom¥nné s do první rovnice (m·ºeme zvolit i druhou rovnici) dostá-
váme t � 3

2 .

Hodnoty prom¥nných t, s dosadíme do t°etí rovnice: 1� 3 � 4.

Pokud získáme, stejn¥ jako v na²em p°íkladu, platnou rovnost, bude mít daná soustava
práv¥ jedno °e²ení - pr·se£ík P p°ímek AB a CD. P°ímky tedy budou r·znob¥ºné9 .

Sou°adnice pr·se£íku získáme dosazením parametru t � 3
2 do parametrických rovnic p°ímky

AB, nebo také dosazením parametru s � 1 do parametrických rovnic p°ímky CD. Pokud budeme
po£ítat správn¥, vyjdou sou°adnice pr·se£íku P v obou p°ípadech stejn¥: P r�1,�2, 1s.

P°íklad 14. Ur£ete, zda jsou p°ímky AB a CD z p°íkladu 1 kolmé.

�e²ení. Abychom ur£ili zda jsou zadané p°ímky kolmé, sta£í zjistit, zda svírají úhel 90�. To lze
ur£it pomocí odchylky sm¥rových vektor· ~AB � p�2, 2, 2q, ~CD � p�5,�3,�1q. Podle vzorce (6)
platí, ºe dva vektory jsou kolmé, je-li jejich skalární sou£in roven nule. Ur£íme tedy skalární sou£in
daných vektor·:

p�2, 2, 2q � p�5,�3,�1q � 10� 6� 2 � 2 � 0

Dané sm¥rové vektory tedy nejsou kolmé, proto nejsou kolmé ani p°ímky AB a CD.

3.2.2 Rovina v prostoru

P°íklad 15. Napi²te obecnou rovnici roviny, která prochází bodem

1) Ar2, 3, 1s a má sm¥rové vektory ~u � p�1, 1, 2q a ~v � p�2,�12,�3q.
2) M r1, 2, 3s a je kolmá na vektor ~u � p3, 2, 1q.
�e²ení. 1) Pokud je vektor ~u kolmý k rovin¥, znamená to, ºe je jejím normálovým vektorem a v

tomto p°ípad¥ snadno ur£íme obecnou rovnici roviny.

Veliké odsazení obrázku oproti následujícímu?

Vektor ~n tedy získáme jako vektorový sou£in (podle (7)) vektor· ~u a ~v:

~n � p�3�24,�4�3, 12�2q � p21,�7, 14q. K ur£ení obecné rovnice roviny m·ºeme vzít vektor
1
7~n, který je také k dané rovin¥ kolmý: ~n1 � p3,�1, 2q.

9 Pokud bychom dostali neplatnou rovnost, byly by p°ímky mimob¥ºné.
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Zapí²eme obecnou rovnici roviny (ozna£me si ji ρ ) a dosadíme do ní sou°adnice vektoru ~n1:

ρ :
ax � by � cz � d � 0

3x � y � 2z � d � 0
. (1)

Koe�cient d zjistíme dosazením sou°adnic bodu A leºícího v rovin¥:

A P ρ :
3 � 2 � 3 � 2 � 1 � d � 0

d � �5
. (2)

Hledaná obecná rovnice roviny tedy je 3x� y � 2z � 5 � 0.

2) Platí, ºe normálový vektor ~n je kolmý ke sm¥rovým vektor·m roviny.

Zapí²eme obecnou rovnici roviny (ozna£me si ji ρ ) a dosadíme do ní sou°adnice vektoru ~n � ~u:
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ρ :
ax � by � cz � d � 0

3x � 2y � z � d � 0
. (3)

Koe�cient d zjistíme dosazením sou°adnic bodu M leºícího v rovin¥:

M P ρ :
3 � 1 � 2 � 2 � 1 � 3 � d � 0

d � �10
. (4)

Hledaná obecná rovnice roviny tedy je 3x� 2y � z � 10 � 0.

P°íklad 16. Vypo£ítejte vzdálenost bodu Ar3, 0,�2s od roviny ρ : 3x� 2y � z � 2110 .

�e²ení. Postup °e²ení:

• Bodem A povedeme p°ímku p kolmou k rovin¥ ρ.

• Ur£íme pr·se£ík P p°ímky p a roviny ρ.

• Ur£íme vzdálenost |Aρ| � |AP |.11

zmen²it odsazení poloºek

Protoºe normálový vektor roviny ~n � p3,�2, 1q je kolmý k této rovin¥, bude zárove¬ sm¥-
rovým vektorem p°ímky p: ~u � p3,�2, 1q.

P°ímku p vyjád°íme (podle (2)) parametricky (pomocí vektoru ~u a bodu A leºícího na
p°ímce):

10 Takového p°íkladu se vyuºívá i v chemii p°i ur£ování interakce atomu (bod) s π-systémem aromatického cyklu
(ten tvo°í rovinu).

11 Analogicky lze p°íklad °e²it dosazením do vzorce ur£ujícího vzdálenost bodu od roviny: |Aρ| �
|aa1 � ba2 � ca3 � d|?

a2 � b2 � c2
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p :

x � 3 � 3t

y � � 2t

z � �2 � t

; t P R.

Ur£íme pr·se£ík P p°ímky p a roviny ρ (dosazením x, y, z z vyjád°ení p°ímky do rovnice
roviny):

pX ρ :

3p3� 3tq � 2p�2tq � p�2� tq � 21

9� 9t� 4t� 2� t � 21

14t � 14

t � 1

.

Sou°adnice pr·se£íku P získáme dosazením hodnoty t do parametrického vyjád°ení p°ímky
p:

p :

x � 3 � 3 � 6

y � � 2

z � �2 � 1 � �1
; P r6,�2,�1s.

Nyní ur£íme (podle (2)) vzdálenost bodu bodu A od roviny ρ:

|Aρ| � |AP | �
a
p6� 3q2 � p�2� 0q2 � p�1� 2q2 � ?

9� 4� 1 �
?
14.

P°íklad 17. Vypo£ítejte vzdálenost bodu Ar�5, 1,�5s od p°ímky p procházející body Cr�1, 4, 3s, Dr0, 2, 4s.
�e²ení. Postup °e²ení:

• Bodem A povedeme rovinu ρ kolmou k p°ímce p - vybereme takovou, které prochází bodem
A.

• Ur£íme pr·se£ík P p°ímky p a roviny ρ (ur£íme-li rovnici roviny obecn¥ a rovnici p°ímky
parametricky, bude se nám úloha snadno po£ítat).

• Ur£íme vzdálenost |Ap| � |AP |.

zmen²it odsazení poloºek

Sm¥rový vektor p°ímky p, ~CD � p1,�2, 1q, je zárove¬ normálovým vektorem roviny ρ:
~n � p1,�2, 1q.

Rovinu ρ vyjád°íme (podle (6)) obecn¥:

ρ :
ax � by � cz � d � 0

x � 2y � z � d � 0
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A P ρ :
�5 � 2 � 1 � 5 � d � 0

d � 12

ρ : x� 2y � z � 12 � 0.

P°ímku p vyjád°íme (podle (2)) parametricky (pomocí vektoru ~CD a nap°. bodu C leºícího
na této p°ímce):

p :

x � �1 � t

y � 4 � 2t

z � 3 � t

; t P R.

Ur£íme pr·se£ík P p°ímky p a roviny ρ (dosazením x, y, z z vyjád°ení p°ímky do rovnice
roviny):

pX ρ :

p�1� tq � 2p4� 2tq � p3� tq � 12 � 0

�1� t� 8� 4t� 3� t� 12 � 0

6t � �6
t � �1

.

Sou°adnice pr·se£íku P získáme dosazením hodnoty t do parametrického vyjád°ení p°ímky
p:

p :

x � �1 � p�1q � �2
y � 4 � 2p�1q � 6

z � 3 � p�1q � 2

; P r�2, 6, 2s.
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Nyní ur£íme (podle (2)) vzdálenost bodu bodu A od p°ímky p:

|Ap| � |AP | �
a
p�2� 5q2 � p6� 1q2 � p2� 5q2 � ?

9� 25� 49 �
?
83.

P°íklad 18. Vypo£t¥te úhel, který svírají roviny ρ a σ, je-li ρ : z � 3 � 0, σ : 2y � 2z � 1 � 0.

�e²ení. Úhel, který svírají roviny, bude stejný jako úhel, který svírají kolmice na tyto roviny.

Sm¥rové vektory t¥chto kolmic budou odpovídat normálovým vektor·m zadaných rovin.
Ty snadno ur£íme z obecných rovnic rovin: ~nρ � p0, 0, 1q, ~nσ � p0, 2, 2q.

Odchylku rovin pak spo£ítáme podle vzorce (3) pro odchylku p°ímek (kolmic):

cosα � |~u � ~v|
|~u| � |~v| �

|p0, 0, 1q � p0, 2, 2q|
|p0, 0, 1q| � |p0, 2, 2q| �

|0� 0� 2|?
0� 0� 1 � ?0� 4� 4

� 2

2
?
2
�
?
2

2

α � arccos

?
2

2

α � 45�.

P°íklad 19. V chemii m·ºeme zji²´ovat, zda u aromatických cykl· dochází k tzv. stacking inter-
akcím, tj. matematicky je t°eba posoudit, zda jsou roviny jader rovnob¥ºné. Vy°e²me tedy podobný
úkol. Rozhodn¥te, zda dané roviny jsou rovnob¥ºné, kolmé, nebo splývající.

1) ρ : 2x� y � 3z � 1 � 0, σ : 4x� 2y � 6z � 2 � 0.

2) ρ : x� 4y � 2z � 0, σ : 2x� 3y � 5z � 1 � 0.

3) ρ : x� 2y � 3z � 1 � 0, σ : 2x� 4y � 6z � 2 � 0.

�e²ení. 1) Ur£íme normálové vektory obou rovin:

~nρ � p2,�1, 3q, ~nσ � p4,�2, 6q. (5)

Vidíme, ºe ~nσ � 2 ~nρ, proto jsou dané roviny rovnob¥ºné (bu¤ r·zné, nebo totoºné).

Porovnáme-li koe�cienty d v obecných rovnicích rovin, zjistíme, ºe dσ � 2dρ (protoºe �2 �
2p�1q). To znamená, ºe roviny jsou totoºné12 .

12 Pokud by koe�cienty d nebyly stejným násobkem jako normálové vektory rovin, byly by roviny rovnob¥ºné
r·zné.
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2) Ur£íme normálové vektory obou rovin:

~nρ � p1,�4, 2q, ~nσ � p2, 3, 5q. (6)

Vidíme, ºe ~nσ � k ~nρ, k P R, proto dané roviny nejsou rovnob¥ºné, coº znamená, ºe jsou
r·znob¥ºné.

Pokud by roviny byly kolmé, muselo by platit, ºe skalární sou£in jejich normálových vektor·
je roven nule. Ov¥°me tedy

~nρ � ~nσ � p1,�4, 2q � p2, 3, 5q � 2� 12� 10 � 0. (7)

To znamená, ºe roviny jsou kolmé (ρ K σ).

3)
~nρ � p1, 2, 3q, ~nσ � p2, 4, 6q. (8)

Vidíme, ºe ~nσ � 2 ~nρ, proto jsou dané roviny rovnob¥ºné (bu¤ r·zné, nebo totoºné).

Porovnáme-li koe�cienty d v obecných rovnicích rovin, zjistíme, ºe dσ � 2dρ (protoºe 2 �
2p�1q). To znamená, ºe roviny jsou rovnob¥ºné r·zné.

3.2.3 P°ímka a rovina v prostoru

P°íklad 20. Nalezn¥te úhel, který spolu svírají p°ímky p a q, je-li:

p :
x � y � z � 1 � 0

2x � 3y � z � 1 � 0
,

q :
3x � y � z � 2 � 0

2x � y � 0
.

�e²ení. Ur£íme sm¥rové vektory obou p°ímek. P°ímku p resp. q si lze p°edstavit jako pr·se£nici
dvou rovin uvedených v obecné rovnici dané p°ímky. Sm¥rový vektor p°ímky je kolmý k normá-
lovým vektor·m rovin z p°íslu²né obecné rovnice. Proto jej m·ºeme snadno vypo£ítat pomocí
vektorového sou£inu (podle (7)):

~up � p1, 1,�1q � p2, 3,�1q � p2,�1, 1q,

~uq � p3,�1,�1q � p2, 1, 0q � p1,�2, 5q,

Úhel, který p°ímky svírají ur£íme podle úhlu, který svírají jejich sm¥rové vektory, tj. podle
(3):

cosα � |~u � ~v|
|~u| � |~v| �

|p2,�1, 1q � p1,�2, 5q|
|p2,�1, 1q| � |p1,�2, 5q| �

|2� 2� 5|?
4� 1� 1 � ?1� 4� 25

� 9?
6
?
6 � 5 �

9

6
?
5
� 3

?
5

10
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α � 3
?
5

10

α � 47� 521.

3.3 P°íklady k procvi£ení

3.3.1 P°ímka v prostoru

P°íklad 21. 1) Ar5, 2,�7s, Br7, 1,�6s, Cr1,�1, 0s a Dr3,�2, 1s
2) Ar1, 2,�1s, Br3, 0, 1s, Cr2,�1, 2s a Dr5,�6, 7s
3) Ar3, 1, 1s, Br1, 2, 2s, Cr5, 0, 0s a Dr�1, 3, 3s
4) Ar1, 0,�1s, Br2, 1, 1s, Cr1, 2,�2s a Dr0,�1, 2s
�e²ení. 1) rovnob¥ºné r·zné

2) r·znob¥ºné, pr·se£ík P r�1, 4,�3s, α � 12� 161

3) rovnob¥ºné totoºné

4) mimob¥ºné

3.3.2 Rovina v prostoru

P°íklad 22. 1) Ar2,�2, 1s a má sm¥rové vektory ~u � p�1, 1, 3q a ~v � p�2, 2, 0q.
2) M r4, 2, 7s a je kolmá na vektor ~u � p5,�1, 1q.
�e²ení. 1) x� y � 0

2) 5x� y � z � 25 � 0

P°íklad 23. 1) Ar3, 2,�1s od roviny ? : 2x� 6y � 3z � 1 � 0.

2) Ar7,�3, 3s od p°ímky p procházející body Cr1,�3,�3s, Dr4, 3, 3s.
�e²ení. 1) 10

7

2) |Ap| � 6

P°íklad 24.

�e²ení. α � 60�

P°íklad 25. 1) Ar3, 2,�1s od roviny ? : 2x� 6y � 3z � 1 � 0.

2) Ar7,�3, 3s od p°ímky p procházející body Cr1,�3,�3s, Dr4, 3, 3s.
�e²ení. 1) 10

7

2) |Ap| � 6

P°íklad 26. 1) ρ : 2x� y � 3z � 1 � 0, σ : 4x� 2y � 6z � 2 � 0.
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2) ρ : x� 4y � 2z � 0, σ : 2x� 3y � 5z � 1 � 0.

3) ρ : x� 2y � 3z � 1 � 0, σ : 2x� 4y � 6z � 2 � 0.

�e²ení. 1) r·znob¥ºné, nejsou kolmé

2) rovnob¥ºné r·zné

3) rovnob¥ºné totoºné

3.3.3 P°ímka a rovina v prostoru

P°íklad 27. p :
x � 2y � z � 1

x � y � 0
,

q :
3x � y � z � �1
3x � 4y � 2z � 8

.

�e²ení. α � 25� 501
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