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Priblizné vyjadieni funkce
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V této kapitole si ukdzeme dva zpisoby pfiblizného vyjadieni funkce v blizkosti jejiho
libovolného bodu. Prvni pfistup bude pouzivat rychlejsi, ale méné pfesnou aproximaci, druhy

1 Diferencial funkce

Pri tomto pristupu nahrazujeme danou funkci v blizkosti zadaného bodu jeji tenou v daném
bodé. Situaci znazoriuje nasledujici obrazek. Intuitivné jiz citime, Ze tato aproximace je vyhodna
ve velmi blizkém okoli daného bodu a se zvétsujici se vzdéalenosti od te¢ného bodu nartstéa chyba
aproximace.
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OBRAZEK 1: Diferencial funkce

1.1 Teorie

Necht mé funkce f(z) v bodé a spojitou derivaci f’(a). Diferencidlem funkce f(z) v bodé a pfi
piirustku h € R nazyvame ¢islo df (a)(h) = f'(a)h.

Jak je vidét z predchazejiciho obrazku, plati: tana = f'(a) = @ = df(a)(h) = f'(a)h.

Pfirustkem funkéni hodnoty Af(a) nazveme diferenci funkce f(x) mezi body a a a + h.
Ptirustek h proménné x obvykle zna¢ime h = x — a = dx.

Pokud ma funkce y = f(x) v bodé& a spojité derivace az do Fadu n véetné (to znamen4, Ze existuji
derivace f'(a), f"(a), ..., f™(a)). Diferencialem ¥adu n funkce f(x) v bodé a pii piirustku h € R
nazyvame ¢islo:

d"f(a)(h) = ") (a)h"

Diferencialy (i vys8ich radt) byva zvykem znadit:



df (a)(h) = f'(a)h = f'(a)dz = f'(a)(z — a).

Pokud pro vypocet funkéni hodnoty v bodé a + h pouzijeme diferenciél, dopustime se urcité
chyby, kterou lze vyjadrit nasledovné:

R(h) = |Af(a) — df (a)(h)|

a dale plati

1.2 Resené piiklady

Priklad 1. Pomoci diferencidlu vypoctéte pribliznou hodnotu funkce f(x) = arctan(z) v bodé
a = 0.98.

Resent. Nejdfive si zvolime vhodny funkéni bod, pro ktery snadno vypocitdme funkéni hodnotu
a ktery je dostate¢né blizko bodu a = 0.98. Jako nejvhodnéjsi se jevi bod a = 1 pro funkci
y = arctan(x). Nejdiive vypocteme pfirustek funkce h = x —a = 0.98 —1.00 = —0.02. Pro vypodet
diferencidlu budeme nejprve potfebovat prvni derivaci zadané funkce. Ta je rovna (arctan(z))’ =

ﬁ. Hodnota prvni derivace v bodé = 1 je rovna (arctan(1))’ = 1.

Priklad 2. Vypoctéte diferencidl funkce f(x) = sin(z).

Reseni. Protoze v tomto prikladu neni zadén ani bod a a ani pFirustek funkce h, bude vypocet
pouze obecny. Nejdfive vypocitame prvni derivaci zadané funkee f’(x) = cos z. Diferencial funkce
ma tedy tvar:

df (z) = f'(z)dx = cos zdx.
Priiklad 3. Pomoct diferencidlu funkce vypoctéte pribliznou hodnotu +/382.

Regent. Nejblizsi naAm znamy bod, pro ktery zname piesné hodnotu druhé odmocniny je zo = 400.
Prirustek funkce h = 382 — 400 = —18. Funkce, pro kterou budeme podcitat difenecidl ma tvar
f(z) = /x. Jeji derivace ma tvar f’(z) = —L~. Po dosazeni do vzorce pro diferenciél dostaneme:

vz
f(382) = £(400) + =20 + 45(—18) = 20 — & = 19.55.

1
2.4/400

1.3 Priklady k procviceni

Priklad 4. 1) Pomoci diferencidlu vypoctéte piibliznou hodnotu In 1.3

2) Vypoctéte diferencidl funkce f(z) = 2® + x + 1 v bodé xo = 2 pro prirustek h = 0.1
3) Vypoctéte diferencidl funkce f(z) = a3 v bodé ¢ = 4.

4) Vypoctéte diferencidl funkce f(x) = v/a2 4+ 1 v bodé¢ xo = 1

Regend. 1) 0.3

2) 0.5



3) 48h

4) 2p

2 Taylortv polynom

V predchozi kapitole jsme pro vypocet funkéni hodnoty v daném bodé pouzili aproximaci funkce
pomoci primky, tedy pomoci linedrni funkce - polynomu prvniho stupné. Ukazali jsme si, ze tato
aproximace muze byt velmi nepfesna. V této kapitole si ukdZzeme aproximaci pomoci polynomi
vyssich stupnt. UkdZeme si, Ze tato aproximace je mnohem pfesnéjsi a mizeme si sami uréit stupen
polynomu v zavislosti na pozadované chybé.

2.1 Teorie

Pokud néa funkce f(x) v intervalu < a,a + h > (pro zaporné h v intervalu < a + h,a > spojité
derivace az do fadu n véetné a dale v intervalu (a,a + h), resp. (a + h, a) spojitou derivaci (n+1)
- fadu, pak polynom

h" + Rn+1

f(a+h):f(a)+f/1(f)h+$h2+m+%

nazveme Taylorovym polynomem a vyraz R, nazveme Taylorovym zbytkem.

PtepiSeme-li prirustek h ve tvaru h = x — a, dostaneme Castéji pouzivany tvar Taylorova
polynomu:

f"(a)

n!

f'(a)
1!

f"(a)

o (x—a)?+- +

(r—a)+

(x —a)" + Rp+1

Taylorovym polynomem stupné n v bodé€ a nazyvame polynom

" (a)

n!

Tn(x):f(a)‘F@(l‘—a)-f—%(z—aﬁ_y..._k

n

(x —a)

Zvlastnim piipadem Taylorova polynomu je polynom v bodé a = 0. Tento polynom se
nazyva Maclaurintiv polynom. Tento polynom maé tedy tvar:

/ " (n)
fo) = 0 + LWy 02 O

2.2 Resené piiklady

Piiklad 5. Zapiste Tayloriv polynom 5. stupné pro funkci f(x) = e* v okoli bodu a = 0

Reseni. Nejprve musime urédit derivace funkce az do stupné 5. Je ale zfejmé, %e derivace funkce
f(x) = €® je rovna f'(x) = €®. Funkce v bob& a = 0 i jeji derivace nabyvaji hodnoty ¢’ = 1.
Taylorav polynom bude tedy mit tvar:
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Priklad 6. Funkci y = cosx v okoli bodu x¢ = 0 nahradte polynomem cturtého stupné.

Resent. Opét nejdfiive vypocitame derivace az do 4 stupné (pokud existuji) a ur¢ime jejich funkéni
hodnotu v bodé xy. Také uréime funkéni hodnotu funkee f(x) = cos(0). Rada derivaci a jejich
funkéni hodnoty budou vypadat nasledovné: f(0) = cos0 =1, f'(0) = —sin0 = 0,

f"(0) = —cos(0) = —1, f”(0) = sin(0) = 0, f*(0) = cos(0) = 1.

Maclaurintiv polynom mé tedy tvar:
flx)=cos(zx) ~1— — + —.

2.3 Priklady k procviceni

Priklad 7. 1) Vyjddiete Maclauriniv polynom 4. stupné pro funkci f(z) = sin(x).
2) Vyjddiete Tayloriv polynom 3. stupné pro funkci f(x) = ¥/z v bodé xy = 1.

3) Vyjddiete Maclaurinigv polynom 8. stupné pro funkci f(x) = ze™*.
4) Vyjddrete Tayloriv polynom 4. stupné pro funkci f(x) = e* sin(x).
Regeni. 1) sin(z) = 0+ 2 — s,

2) Ts(z) =1+ i(@—1)— Z(x—1)? + 5= (z — 1)

3) e =0+ax—a?+ 1a%— Lot

4) e®sin(x) =0+x+:c2+§—?.
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