F8370 Moderni metody modelovani ve fyzice, jaro 2015
Katetina Zuzanakova

Rozptyl skalarni viny na neviditelné kouli

1 Formulace problému

Resfme problém rozptylu skaldrni viny na tzv. neviditelné kouli (disku) ve 2D. Neviditelna
koule o jednotkovém poloméru je popsana indexem lomu
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Na okraji koule, tj. v r = 1, navazuje index lomu spojité na okolni prostiedi - vakuum.
Volime jednotky, ve kterych je ¢ = 1. Sifeni vInéni je pak popsano vlnovou rovnici

AW(r,t) — n*(r)0?¥(r,t) = 0. (2)

Hledame staciondrni feseni ve tvaru U(r,¢) = ¢(r) exp(—iwt). Dosazenim do vlnové rovnice (2)
dostaneme pro funkei ¥ (r) Helmholtzovu rovnici

(A + () (x) = 0. 3)

Simulace bude spoéivat v feseni rovnice (3) v kartézskych soutfadnicich na obdélniku z € [—a, al,
y € [—b,b).
Na okraji z = —a volime Dirichletovu okrajovou podminku

¢‘x=—a = 17 (4)

kterda odpovida tomu, ze na kouli dopadd v kladném sméru osy x rovinna vlna. Na ostatnich
okrajich volime Robinovu podminku

kde k = 27 /X je vlnové éislo.
2 Diskretizace
Vyjdeme z Galerkinovych podminek
ie Sl / N[j] (ANTi] + w?n(r)N[i]) dQ = 0. (6)
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Integraci per partes dostaneme pro jty uzel rovnici
IR Zw[z‘] N[j]VNIJi] -ﬁdl—zw[i] / (VN[j] - VN[i] — w*n*(r)N[jIN]i]) dQ = 0. (7)
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Koeficienty u ¢[i] oznac¢ime

Jii= | NLIVN[] - (®)



Kji = / (VN[j] - VN[i] — w?*n®(r)N[j]N[i]) d<. (9)
Q
S timto ozna¢enim mé rovnice (7) tvar

VE Zw[i]in - Zw[ﬂKﬁ = 0. (10)

2.1 Diagonalni prvky

Nejprve spocitame diagonalni prvky matice K. S pouzitim aproximace indexu lomu
n*(r) =Y n’lkIN[K] (11)
k

maji tvar

Kj; = Z /T (VnT[j] - Vnrlj] — w? ;nQ[k]nT[k}nT[ﬁ) do. (12)
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Gradient tvarové funkce nr[j], kterd je nenulova na elementu 7' s vrcholy j, r, s, je
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Integral ze skaldrniho soucinu gradientu v diagonalnim ¢lenu (12) je tak roven
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Nyni se podivejme, jak pfispéje do Kj; druhy ¢len v kulaté zavorce (12). Do integralu pfes
element T ptispéji nenulovou hodnotou pouze tii ¢leny sumy pres k:

/Twz S w2k K [j)? 4 =

keT

= w? (nz[j] /TnT[j]3 dQ + n?[r] /TnT[r]nT[ﬂ2 dQ + n?[s] /TnT[s]nT[j]2 dQ) . (15)
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/TnT[j]3 0 — |2—g| (16)
/TnT[r]nT[j] an =21l (17)
je vyraz (15) roven
o (w0 ) =S8 (e S 1+ ). )
Diagonalni ¢len Kj; ma tedy tvar
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2.2 Nediagonalni prvky

Nyni spocteme nediagonalni prvky matice K,

K=Y / (wm Vgl —w2;n2[k]nT[kJnT[j]nT[z’]) ao. (20)

T33,i
Scitame pres elementy T, které obsahuji uzly j a i. Pro dané j a ¢ budou takové elementy

maximalné dva. Tteti uzel elementu ozna¢ime v. Prvni ¢len v kulaté zdvorce (20) prispéje do
K; hodnotou

> / Var(j) Vel 49 = 3 [ = ) (o — 35) + (01— ) (5, — ;)] ﬁ (21)

Piispévek druhého ¢lenu v kulaté zavorce (20) bude nésledujici. V integralu pies T' se opét
projevi pouze tii cleny ze sumy pres k:
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:w;%%§<MM+ﬁm+”?0. (22)

Celkem dostavame pro nediagonalni prvky vyjadieni
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2.3 Okrajové prispévky
Nakonec se podivame na okrajovy integral
Ji= [ NLIVNE -, (24)
o9
ktery je nenulovy pro uzly j na ¢asti hranice s Robinovou okrajovou podminkou
> " W[i] (VNI - i — ikNTi]) = 0. (25)
S vyuzitim této podminky prepiSeme okrajovy integral
Jji = N[j]VNIi] - i dl = ik N[jIN:] di. (26)
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Nediagonalni prvky Jj; jsou nenulové, pouze pokud j a 4 jsou sousedni hranic¢ni uzly. J;; pak
ma tvar

Lj;

kde Lj; = v/(x; — 2:)*> + (y; — v:)? je vzdalenost uzll j a i. Diagondlni prvky J;; majf tvar
1
Jjj = 1]€§ (Llj + Ljr) y (28)

kde [ a r jsou hrani¢ni uzly sousedici s uzlem j.
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2.4 Vysledna soustava rovnic

Rovnice sestavujeme pro uzly, ve kterych nezndme funkéni hodnotu. Index j v rovnici (10) tedy
prochéazi pouze uzly uvniti simulované oblasti a uzly na casti hranice s Robinovou okrajovou
podminkou, zatimco séitaci index ¢ prochazi vSechny uzly. Scitance, ve kterych je ¢ hrani¢ni
uzel s Dirichletovou okrajovou podminkou pfesuneme na pravou stranu rovnice a dostaneme

jro Y WU Kp) = Y Wl (= + K. (29)

iit\tler+Robin iDirichlet

Jji na pravé strané je nenulové pouze pro uzel ¢ v levém hornim, resp. dolnim rohu simulované
oblasti, tj. (—a,xb), a uzel j, ktery je jeho sousednim uzlem na tsecce y = +b.

3 Vysledky

Sit bodu byla vytvorena tak, aby ve stfedu simulované oblasti, tj. v misté, kde se nachézi ¢ocka,
byla hustéjsi nez u okraju. Byl vytvoren program ve fortranu, ktery nacte souradnice uzlu a
seznam elementu, naplni matici soustavy, spocita vektor pravé strany a ulozi je do textovych
souboru. K feSeni ziskané soustavy rovnic pak byl pouzit software SuperLLU.

Grafy funkce 1) pro tii ruzné frekvence w jsou vykresleny v obrazku 1. Vlevo je vzdy umistén
graf funkce v spocitané metodou konecnych prvku. Vpravo je pro srovnani uveden odpovidajici
graf vypocteny semi-analytickou metodou (separaci proménnych v Helmholtzové rovnici, nu-
merickym fesenim radidlni rovnice uvnitf ¢ocky a navazénim tohoto reseni na reSeni vné ¢ocky)
viz [1]. Cerna kruznice znézoriiuje okraj cocky.

Vidime, ze funkce ziskané obéma zpusoby si docela dobte odpovidaji. Simulace se vyrazné
lis1 pouze v blizkosti horniho a dolniho okraje oblasti, coz ale neni pirekvapivé vzhledem k tomu,
ze na téchto okrajich byla pfi vypoc¢tu metodou konecnych prvki zvolena Robinova okrajova
podminka, kterd neodpovida o¢ekdvanému Siteni viny u téchto okraju.
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Obrazek 1: Funkce 9 vypoctend metodou koneénych prvki (vlevo) a semi-analytickou metodou
(vpravo) pro ruzné frekvence. Kladné funkéni hodnoty jsou vykresleny ¢ervené, zaporné modie
a sytost barvy odpovida velikosti funkéni hodnoty.
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