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Rozptyl skalárńı vlny na neviditelné kouli

1 Formulace problému

Řeš́ıme problém rozptylu skalárńı vlny na tzv. neviditelné kouli (disku) ve 2D. Neviditelná
koule o jednotkovém poloměru je popsána indexem lomu
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27
, r ≤ 1. (1)

Na okraji koule, tj. v r = 1, navazuje index lomu spojitě na okolńı prostřed́ı - vakuum.
Voĺıme jednotky, ve kterých je c = 1. Š́ı̌reńı vlněńı je pak popsáno vlnovou rovnićı

∆Ψ(r, t)− n2(r)∂2
t Ψ(r, t) = 0. (2)

Hledáme stacionárńı řešeńı ve tvaru Ψ(r, t) = ψ(r) exp(−iωt). Dosazeńım do vlnové rovnice (2)
dostaneme pro funkci ψ(r) Helmholtzovu rovnici(

∆ + ω2n2(r)
)
ψ(r) = 0. (3)

Simulace bude spoč́ıvat v řešeńı rovnice (3) v kartézských souřadnićıch na obdélńıku x ∈ [−a, a],
y ∈ [−b, b].

Na okraji x = −a voĺıme Dirichletovu okrajovou podmı́nku

ψ|x=−a = 1, (4)

která odpov́ıdá tomu, že na kouli dopadá v kladném směru osy x rovinná vlna. Na ostatńıch
okraj́ıch voĺıme Robinovu podmı́nku

ψn − ikψ = 0, (5)

kde k = 2π/λ je vlnové č́ıslo.

2 Diskretizace

Vyjdeme z Galerkinových podmı́nek

j :
∑
i

ψ[i]

∫
Ω

N [j]
(
∆N [i] + ω2n2(r)N [i]

)
dΩ = 0. (6)

Integraćı per partes dostaneme pro jtý uzel rovnici

j :
∑
i

ψ[i]

∫
∂Ω

N [j]∇N [i] ·~ndl−
∑
i

ψ[i]

∫
Ω

(
∇N [j] · ∇N [i]− ω2n2(r)N [j]N [i]

)
dΩ = 0. (7)

Koeficienty u ψ[i] označ́ıme

Jji =

∫
∂Ω

N [j]∇N [i] · ~n dl (8)
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Kji =

∫
Ω

(
∇N [j] · ∇N [i]− ω2n2(r)N [j]N [i]

)
dΩ. (9)

S t́ımto označeńım má rovnice (7) tvar

j :
∑
i

ψ[i]Jji −
∑

i

ψ[i]Kji = 0. (10)

2.1 Diagonálńı prvky

Nejprve spoč́ıtáme diagonálńı prvky matice K. S použit́ım aproximace indexu lomu

n2(r) =
∑
k

n2[k]N [k] (11)

maj́ı tvar

Kjj =
∑
T3j

∫
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)
dΩ. (12)

Gradient tvarové funkce nT [j], která je nenulová na elementu T s vrcholy j, r, s, je

∇nT [j] = (ys − yr, xr − xs)
1

∆T

. (13)

Integrál ze skalárńıho součinu gradient̊u v diagonálńım členu (12) je tak roven∫
T
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∫
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T

dΩ =

=
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. (14)

Nyńı se pod́ıvejme, jak přispěje do Kjj druhý člen v kulaté závorce (12). Do integrálu přes
element T přispěj́ı nenulovou hodnotou pouze tři členy sumy přes k:∫

T

ω2
∑
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∫
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∫
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)
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Protože ∫
T
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|∆T |
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(16)

a ∫
T
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|∆T |
60

, (17)

je výraz (15) roven
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. (18)

Diagonálńı člen Kjj má tedy tvar
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∑
T3j

{[
(ys − yr)2 + (xs − xr)2] 1
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2.2 Nediagonálńı prvky

Nyńı spočteme nediagonálńı prvky matice K,

Kji =
∑
T3j,i

∫
T

(
∇nT [j] · ∇nT [i]− ω2

∑
k

n2[k]nT [k]nT [j]nT [i]

)
dΩ. (20)

Sč́ıtáme přes elementy T , které obsahuj́ı uzly j a i. Pro dané j a i budou takové elementy
maximálně dva. Třet́ı uzel elementu označ́ıme v. Prvńı člen v kulaté závorce (20) přispěje do
Kji hodnotou∑

T3j,i

∫
T

∇nT [j] · ∇nT [i] dΩ =
∑
T3j,i

[(yi − yv) (yv − yj) + (xi − xv) (xv − xj)]
1

2 |∆T |
. (21)

Př́ıspěvek druhého členu v kulaté závorce (20) bude následuj́ıćı. V integrálu přes T se opět
projev́ı pouze tři členy ze sumy přes k:∑

T3j,i

ω2

∫
T

∑
k∈T

n2[k]nT [k]nT [j]nT [i] dΩ =

= ω2
∑
T3j,i

(
n2[j]

∫
T

n2
T [j]nT [i] dΩ + n2[i]

∫
T

n2
T [i]nT [j] dΩ + n2[v]

∫
T

nT [v]nT [j]nT [i] dΩ

)
=

= ω2
∑
T3j,i

|∆T |
60

(
n2[j] + n2[i] +

n2[v]

2

)
. (22)

Celkem dostáváme pro nediagonálńı prvky vyjádřeńı

Kji =
∑
T3j,i

{
[(yi − yv) (yv − yj) + (xi − xv) (xv − xj)]

1

2 |∆T |
− ω2 |∆T |

60

(
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2
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.

(23)

2.3 Okrajové př́ıspěvky

Nakonec se pod́ıváme na okrajový integrál

Jji =

∫
∂Ω

N [j]∇N [i] · ~n dl, (24)

který je nenulový pro uzly j na části hranice s Robinovou okrajovou podmı́nkou∑
i

ψ[i] (∇N [i] · ~n− ikN [i]) = 0. (25)

S využit́ım této podmı́nky přeṕı̌seme okrajový integrál

Jji =

∫
∂Ω

N [j]∇N [i] · ~n dl = ik

∫
∂Ω

N [j]N [i] dl. (26)

Nediagonálńı prvky Jji jsou nenulové, pouze pokud j a i jsou sousedńı hraničńı uzly. Jji pak
má tvar

Jji = ik
Lji

6
, (27)

kde Lji =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 je vzdálenost uzl̊u j a i. Diagonálńı prvky Jjj maj́ı tvar

Jjj = ik
1

3
(Llj + Ljr) , (28)

kde l a r jsou hraničńı uzly soused́ıćı s uzlem j.
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2.4 Výsledná soustava rovnic

Rovnice sestavujeme pro uzly, ve kterých neznáme funkčńı hodnotu. Index j v rovnici (10) tedy
procháźı pouze uzly uvnitř simulované oblasti a uzly na části hranice s Robinovou okrajovou
podmı́nkou, zat́ımco sč́ıtaćı index i procháźı všechny uzly. Sč́ıtance, ve kterých je i hraničńı
uzel s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou přesuneme na pravou stranu rovnice a dostaneme

j :
∑

iinner+Robin

ψ[i] (Jji −Kji) =
∑

iDirichlet

ψ[i] (−Jji +Kji) . (29)

Jji na pravé straně je nenulové pouze pro uzel i v levém horńım, resp. dolńım rohu simulované
oblasti, tj. (−a,±b), a uzel j, který je jeho sousedńım uzlem na úsečce y = ±b.

3 Výsledky

Śıt’ bod̊u byla vytvořena tak, aby ve středu simulované oblasti, tj. v mı́stě, kde se nacháźı čočka,
byla hustěǰśı než u okraj̊u. Byl vytvořen program ve fortranu, který načte souřadnice uzl̊u a
seznam element̊u, naplńı matici soustavy, spoč́ıtá vektor pravé strany a ulož́ı je do textových
soubor̊u. K řešeńı źıskané soustavy rovnic pak byl použit software SuperLU.

Grafy funkce ψ pro tři r̊uzné frekvence ω jsou vykresleny v obrázku 1. Vlevo je vždy umı́stěn
graf funkce ψ spoč́ıtané metodou konečných prvk̊u. Vpravo je pro srovnáńı uveden odpov́ıdaj́ıćı
graf vypočtený semi-analytickou metodou (separaćı proměnných v Helmholtzově rovnici, nu-
merickým řešeńım radiálńı rovnice uvnitř čočky a navázáńım tohoto řešeńı na řešeńı vně čočky)
viz [1]. Černá kružnice znázorňuje okraj čočky.

Vid́ıme, že funkce źıskané oběma zp̊usoby si docela dobře odpov́ıdaj́ı. Simulace se výrazně
lǐśı pouze v bĺızkosti horńıho a dolńıho okraje oblasti, což ale neńı překvapivé vzhledem k tomu,
že na těchto okraj́ıch byla při výpočtu metodou konečných prvk̊u zvolena Robinova okrajová
podmı́nka, která neodpov́ıdá očekávanému š́ı̌reńı vlny u těchto okraj̊u.
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a) ω = 4

b) ω = 4, 25

c) ω = 4, 5

Obrázek 1: Funkce ψ vypočtená metodou konečných prvk̊u (vlevo) a semi-analytickou metodou
(vpravo) pro r̊uzné frekvence. Kladné funkčńı hodnoty jsou vykresleny červeně, záporné modře
a sytost barvy odpov́ıdá velikosti funkčńı hodnoty.
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