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V ka?dém konkrétnim m&feni Je tfeba zvlddnout Pradu problémd, vEt3inou
specifickych pro danou dlohu. Sprdvnost zJist3mfch hodnot zéleZ{ predevdim
na potladen{ systematickych chyb, zplsobenych mEFficimi p¥fstroji nebo ne-
vhodnym postupem. Jédro tohoto problému vystihuje jednoduchy priklad:
krats{m mé;rem namZFime nesprdvné (pFf{1is velké) délky. Prédce snojend s
odstran&nim moZnych systematickych chyb pfedstavuje obvykle zna&nou &¥ést
ndmehy vynaloZend na celé mE¥eni.

PFes obrovskou riznorodost maj{ mdfeni vyrazny spolelny rys. Je Jjim
fakt, Ze opakovéni za stejnych podminek neddvéd presnZ stejné vysledky.
Jednek se uplatnujf néhodné chyby m&feni, nebo ee také samotnéd studovand
objekty projevujf v néhodnych Jjevech, které se F{d1 pouze pravd&podobnost=
nimi zdkony (m&fen{ v mikrosvEt&), PotPebné informace ze souboru namé&fe-
nych dat, ve kterém jsou patrné néhodné vlivy, z{skdvéme vhodnym statis-
tickym zpracovénim,

Popisem ndh~ndnych jevll se zabyvd teorie pravd&podobnosti, zpracovdnim
pozorovanych néhodnych vysledkd dal3¥{ matematickd disciplina - statigtika,
Statistika pouZivd pojmd a vysledkd teorie pravd&podobnosti; v kapitole I
tohoto skripta jsou potfebnéd zéklady vyloZeny. K pochopenf statistickych
metod je tleba porozumé&t pravddpodobnostnimu popisu néhodnych jevd a zvléd-
nout pouZiti ndhodnych prom&nmych. UZitelnd Jje i podrobndjsi sezndmeni s
n&kolika typy %asto pouZivenych rozd&leni, kterd je rovn&Z aoustfedsno do
kapitoly I.

Zédkladnf statistickou Wlohou je zjis3tovént hodnot paremetrd gkoumané-
ho objektu z namdfenych dat. Metody statistického odhadu parametrd jsou
obsahem kapitoly II. Velkd pozornost je v&novéna prikladim; Jje moiné, Ze
pro Fadu Etendfd by mohly byt prévd tyto pfiklady vhodnymi "vstupnimi bo-
dy" do studované problemetiky. Vyklad statistickfch testd hypotéz v kapi-
tole III je struény, moZnoat posoudit rozi&len{ dat pomoel testd dobré sho-
dy by v3ek m2la byt povaZovédna za dileXitou.

K dal3imu estudiu je k dispoziel rozséhlé literatura, z dostupnych
pramend Jsem vybral jen malou Zdst. Zachézeni s vysledky mE&Feni miZe b}t
pob{dkou k pfemySlenf o zdkladech matematiky nédhody. Myslim, Ze by bylo
chybou podcenhovat elementérni udvahy o pravd&podobnosti, které najdeme v
n8kolika dobryeh populérntch knihdeh. )

Brno, &erven 1983 Josef HumlfZek
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I. Zékladni pojmy teorie pravd&podobnosti
E .

ff: Pravd&podobnost Jjevid

V soulusné dob& je znédmo n&kolik riznjch zplsobl, jak definovat
kvantitativn® pravd&podobnost. Uvedeme t¥fi moZnosti, z nichZ kaZdd je
svym zpisobem vyhodnd e jejich srovnédni je uZiteiné pro pochopeni problé-
md stojlcich v cest® zavedeni univerzélnf definice.

Klasickd definice

Pravd&podobnost P(X) uriitého jevu X urdujeme pomoci souboru tzv,
elementédrnich uddlost{; oznalime je El""’En’ To jsou navzéjem se vylu-
gujic! jevy (nastane-li jeden z nich, nemdZe nastat Z&dny jinf), o kte-
rych predpoklédéme, Ze jsou "stejn® pravd&podobné”, nebo "etejné moZné",
Pojem stejné pravd®podobnosti pokldddme za zdkladn{ a nesnaZime se ho de=-
finovat, JestliZfe se uddlost X dd4 vyjédrit jasko sjednocenf nZkterd m-tice
riznych elementérnich udélostf (t.j. jako jev, p¥i kterém nastane Ekl ne-

bo E, nebo ... nebo E, se viemi k),...,k navzdjem riznymi), poloZime
2 m

P(X)=m/n. Pro pravd&podobnost elementérnich uddlost{ méme tedy P(Ei)al/n
pro vdechna i=1,...,n. Podstatnd Zdst klasické definice se dé vyjad¥it
nédsledujici formulaci:

polet pi*iznivych pifipadd :
pofet viech moZnych pfipadd ° 1)
Ihned je ov3em tieba doplnit, Ze v3echny moZné p¥ipady mus{ byt stejn®
pravd&podobné.Vyhleddn! mnoZiny elementérnich udédlosti je obvykle zalo-
Yeno na symetrii objektd, které se daného jevu iv&astni (hdzenf idedlnt
kostkou, rulete apod.). Neni-1li polet v3ech moZnych pripadd konelny, ale
zlstévd moZnost zdivodnit stejnou pravdépodobnost n&kterych podmnoZin
v3ech jevd, lze definiei (1) v podstatZ zachovat. Namisto po&tu pfipadd
je nutné pouZit vhodnou miru velikosti oblasti, reprezentujfcich p¥izni-
vé a viechny moZné p¥ipady (délky, plochy atd). V u¥ebnicich teorie prav-
d&podobnosti se v t&chto okolnostech pouZivéd terminu geometrické pravdd-
podobnosti.

pravd&podobnost =

Statietickd definice

OznaZme polet pokusl, ve kterych je sledovén nédhodny jev X, symbo-
lem N. JestliZe v M p¥ipadech jev X nastal (ve zbylych N-M nenastal), mi-
3Jeme definovat pravd&podobnost X jako limitu relativni Zetnosti M/N p¥i
N jdoucim k nekone&nu:

P(X) = %I}&% . (2)
Pravd&podobnoeti nemoZného a jistého jevu jsou tedy po radé€ O a 1; Je-11
X sjednocenim kone&ného podtu vzdjemn¥ se vylutujicich jevid Al""’Ak'
je zrejm& P(X)=P(A1)+...+P(Ak). Tato definice vyjadituje iptuitivné ztej-
mou souvislost mezi pravd&podobnosti jevu a jeho &etnost{ p¥i opakova-
nych pokusech. AZkoliv nekone&nou Fadu pokusi nelze realizovat, predpo-
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klédéme, Ze s rostoucim poltem N se relativni Zetnost bl{2{ k limitnf
(i kdyZ tfeba neznémé)hodnotd (2). '

Moderni definice

Pravd&podobnost je definovéna jako &{eelnd mfra na mno?in2 F v3ech
moZnych jevd (ke ka2dému jevu z F jé prirazeno ¥1slo P), spliujici né-
sledujfci axiomy:

(a) P(X)20 pro v3echny jevy XeF;

(b) P(U) =1 pro jisty jev U(t.Jj. pro tekovy jev U, ktery nastévd

vZdycky); (3)

(c) P(A; nebo A, nebo ...) = P(A})+P(A,)+... pro libovolné vzéjem-

né se vyludujici jevy Al’A2”"

Vlastnosti pravd®podobnosti z klasickd a statiastické definice jsou zacho-
vény, chybl jen piedpis pro konkrétnf prirazeni numerickych hodnot prav-
d&podobnosti jednotlivym jevim., To je piirozeny disledek poZadavku, aby
apardt teorie pravdZpodobnosti mohl popisovat stejnéd mnoZiny néhodnych
jevl, kterd se 1i31 hodnotami pravdZpodobnosti. Nepifkled pii hdzeni
idedlni kostkou je P(1)=...=P(6)=1/6 (1,...,6 znamend vyasledek hodu);
odchylka od idedlniho stavu vede k tomu, Ze se pravdZpodobnosti 1i3f od
1/6 a jejich hodnoty Jje tieba zjistit. Metody teorie pravd&podobnosti
v3ak funguj{ stejnd v obou p¥ipadech.

Pokusme se zformulovat hodnoceni uvedenych tfech zpisobl definice
pravd&podobnosti, Pravddpodobnostni mira zavedend v moderni definici (3)
reprezentuje podstatnou strédnku spoleZnou ndhodnym jevim; je vhodnsd pro
logickou vystavbu matematické teorie. Klesicky p¥fstup (1) proké%fe mnoh-
dy cenné sluZby proto, Ze vyplnuje kostru obecnych poZadavki hodnotemi
pravddpodobnosti. I kdyZ velmi Zasto potifebnou mnoZinu stejn& pravdZpo-
dobnfch elementérnich udélost{ nenajdeme, nemé cenu klasickou definici
odmf{tnout; tim bychom se ochudili o mnoho podstatnych vysledkil., Statis~
tickou definici (2) povaZujf n&kterf autofi za jedin& sprévnou. V sou-
vislosti se dv&ma druhymi alternativami se vdaek pFiklonime k chépéni
vztahu (2) jeko prostfedku k urdeni numerickych hodnot pravd&podobnostni
miry z moderni definice.

Podmin&nd pravdZpodobnost

Pravd&podobnost néhodného jevu A za predpokladu, Ze nastévé jev B,
se nazjvéd podminZnou pravddpodobnosti. 2nal{ se symbolem P(A[B) a je de-
finovéna pomoci pravddpodobnosti jevu AaB (t.j. jak A tak B soufasn¥)
ndsledujic{m vztahem:

P(AaB) = P(B)P(A|B). (4)
P(A|B) je definovéna jen tehdy, je-1i P(B)>O.

Nezévislost néhodnych jewd
Dva néhodnéd jevy Al,A2 se nezyvajl nezévislé, jestliZe
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P(Ajah,) = P(A1)P(4,), neboli P(4)|4;) = P(Ay), P(A,|Ay) = P(A,). (5)
Pojem nezévislosti néhodnfch jevd je velmi AdleZity a budeme se s nim
Zasto eetkdvat, Holejsf definice se v3ak prakticky ke zji3tin{ nezdvis-
losti nepouZivéd, Obvykle vyuZijeme empirickgfch poznatkd k tomu, abychom

rozhodli o sprévnosti tvrzeni, Ze dva jevy spolu "nijak nesouvisi", a tu-
to nazévislost vyjédfime forméln& vztahem (5).

Jednoduché pravidla

Pro pravdpodobnost, Ze jev A nenastane (neboli nastane jev, ktery
oznaime bud ne A, nebo A), vychdz{i

P(R) = 1-P(4). (6)
Pravd&podobnost, Ze nastane alespori jeden ze dvou jevl A,B je
P(A nebo B) = P(A)+P(B)-P(AaB). (7

Pokud jev A musf nastat spoleXn¥ s prdvZ jednim z k navzdjem se vyludujf-.
cich jevd By,...,B, to jest A je jev (AaBl)nebo(AaBa)nebo...nebo(AaBk),
dostaneme s pomoc{ (3) a (4) tzv. vzorec pro Uplnou pravd&podobnost

k
P(A) = ) P(AsBy) = » P(B;)P(A|B,). (8)

i=1 i=1

Beyesliv teorém

Z definice podmin¥né pravdZpodobnosti (4) plynme rovnost
P(AIB)P(B)
P(AaB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A), neboli P(B|A) =5 (9)
To je tzv. Bayesiv teorém. Je-li jev B jednim ze vzéjemn& se vyludujf-
cich jevd Bi ze vztahu (8), vychégi odtud Bayesiv vzorec ve tvaru

P(AIBi)PiBi)

i P(B;)P(A[B;) |
=4

Smysl posledniho vztahu je nésledujfci: pfedpoklddejme, %e umime najit
pravd&podobnosti P(Bl),...,P(Bk) e P(A]B,),...,P(A|B,) pro néhodn} jev

A, ktery nastdvéd spolu s prévé jednim jevem Bl""’Bk’ Budeme-1i ze v3ech
vysledkd pokusi vybirat jen ty, ve kterych udédlost A nastala, dévé Baye-
siv teorém (10) hodnoty pravddpodobnosti P(BilA), které se obecnd 1i3f

od vychozich pravdZpodobnost{ P(Bi) ndhodny¥ch Jjevl By sledovanfch bez
doplnujici podminky.

2. Rdhodné promé&nné

Studium néhodnych jevi lze prevéat beze zbytku do Feli &{sel pro-
stfednictvim néhodné prom¥nné. To Jje prom&nnéd velilina, jejiZ hodnoty
reprezentuji v3echny moZné vysledky pokusu s néhodnymi Jjevy; pravd&po-
dobnosti jednotlivych vysledkd jsou tak pFifezeny odpovidajicim hodnotém
néhodné proménnd. Bejrizndjs{ néhodné jevy, jejichZ struktura je z hle=
dieka uplatnini pravd&podobnostnich zdkond stejnd, jsou popisovény
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jedinou néhodnou promé&nnou., Pro zkoumdni ndhodnych promZnnfch méme k dis-
pozici rozvinuty apardt matematické analyzy.

Je~1i mnoZina hodnot néhodné promdnné 7 spoletnd (lzielndexovat pPri-
rozenymi &isly, napfiklad Yy yz,...) nazyvéme V diskrétn{ ndhodnou pro-
minnou a soubor pravddpodobnosti Pn(yl), Pz(yz),... disgkrétni funkc{ roz-
d&lenf, Vyhodné je pouZiti spojitych ndhodnych promé&nnych, které mohou
nabyvat libovolnych redlnych hodnot ze spojitych intervald. Potom neni
moZné p¥iradit dané hodnoté& nenulovou pravddpodobmost, protoZe pravddpo-
dobnost spojend s intervalem hodnot by byla nekonednfé. Prirozenym FeSenim
tohoto problému je zavedeni{ hustoty pravdépodobnosti; zadané hodnot& x
spojité néhodné prom&nné ? pfiradime hustotu

()

£4 () = lin P(x¢§< x v ox)
x>0 Ax
Pravd&podobnost, Ze hodnoty } jsou z intervalu {x, < +Ax) Jje tedy pro
dostateln® malé Ax Umé&rnd délce intervalu & koeficientem UmErnosti Jje hu-
stota f¢ (x), neboli "pravddpodobnost na jednotkovou délku intervalu",
ProtoZe hustota Je obecn& funkei x, dostaneme pravdé&podobnost pro konel-
ny interval.(xl, x2) integraci:
X2
P(x f<xp) = § £g (xax, (2)
X
S pouZitf{m Diracovy & - funkce miZeme roz3{Fit zadéni hustoty tak, Ze
v sob¥& zahrnuje vlastnosti diskrétni i.spojité néhodné promé&nné, Nep¥iklad
funkce
f{(z) = P SYz-zl) + P, S(z-zz) + (1-P-P,) V%Eexp (__gf) (3)

je hustotou néhodné promé&nné f, kterd nabyvé hodnot Zys Zp 8 pravd&podob-
nostmi Pl’ P2 a libovolnych redlnych hodnot rdznych od Zyy 2, 8 hustotou
danou tretim &lenem na pravé stran& vzorce (3). Aby byl splné&n poZadavek
pravd&podobnosti jistého jevu (viz (1.3)), musf platit

o

41‘"_p2<yi-) =1, _S £ (x) dx =1 (4)

pro libovolnou néhodnou prom&nnou ¥ (diskrétni) a f (spojitou, wvn& inter-
vald moZnych hodnot poloZime hustotu rovnou nule). Z této normovaci pod-
minky vychdz{ faktor u exponenciélni funkce ve vztahu (3).

Funkce néhodné prom&nné

Je-1i ? néhodnd prom&nné s hustotou f} (x) a h(x) zadané funkce s
hodnotami y = h(x), miZeme pFfenést pravdépodobnostni miru z intervald
hodnot x do intervald hodnot y, které jsou pak hodnotami nové néhodné pro-
m3nné (oznafme ji Q) Je-1i transformace y = h(x) vzéjemn& jedncznalnéd,
PfeChéZi interval {x, x+dx) v {y, y+dy) pro infinitezimélni dx; plitom je

= ]h(x)]dx. Pro hustotu g?’(y) tedy s pomoci definice (1) dostaneme
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32'(y) ay = f} (x) ax , & odtuad

e (y) = tpx) o _geln ]
KA Ty m )

H(x) zna%{ derivaci a h'l(y) funkci inverzni: x=h-1(y), kterd podle pfed-
pokladu a jednoznaZnosti traneformace y=h(x) existuje. V opa¥ném pripadd
se n&kolik intervald (x, x+dx) transformuje do intervalu (y, y+dy) =
pravd&€podobnosti je tleba selfst pfes viechny takové intervaly I:

fei{x) |
T |K(x)|
Vypodteme napiiklad hustotu pro y=x
& x= =¥ pro x<0. 0dtud dostaneme

Ez(v) = (6)

2; v tomto piipadd Jje x=\y pro x>0

T3 («V¥) + £5(Vy)
oy

3‘2(’) = pro y> O, (T)

Distribuini funkce

K dplnému zedéni néhodné promZnné f se vedle diskrétn{ funkce rogd&-
lent P’(xi) nebo hustoty pravdZpodobnosti f, £x) vyborn& hodf distribunf
funkce F,(x) reélného argumentu x¢(-00,00), defirovend vztahem

F’(x) = P(j< x) (8)
pro diskrétni 1 spojité f. Souvislost s hustotou spoJité néhodné promZnné
je podle (2) %fsledujici:

Fe(x) =Sf (t)at, £ (x) = AFg(x) (9)
} A f f dx

Druhé z hofejsich formulf plati jen tehdy, existuje-1li v bod& x derivace.
Funkce E’(x) mé podle definice (8) skok welikosti P(x;) v kaZdém bod® xy,
pro ktery je pravd&podobnost P(x;) nenulovd. Distribuinf funkce je nekle-
sajici, podle vztahu (4) jsou jejf krajn{ funk®nf hodnoty O a 1, Diekrét-
n{ funkcl rozd&leni, hustot® nebo distribu¥ni funkci se stru¥n¥d riké roz-
d&leni néhodnéd Pproménné.

Vicerozmdrné nédhodné prom&mné

N8které ndhodné jevy Jje treba popisovat n&kolika refilnymi &{sely.
Uspofddanéd n-tice reélnych Zisel (xl,..;,xn)! kteréd je prifazena pravdd-
podobnostnf mira, tvoff hodnotu n-rozm&rné néhodné promEnné. Casto se po-
uZf{vé také ndzvl ndhodng vektor nebo soustava nédhodnych promZnmych,
Diskrétni néhodny vektor Jje urlen pravd&podobnostmi P(xl,...,xn) toho,

%e Jednotlivé sloZky nabudou diskrétnich hodnot X;;sXjopeecsXpysXyopece o
Hodnotdnm (xl"‘"'xn) gpoJitého néhodného vektoru § (podtrienim symbolu
zdlraziujeme, Ze jde o veliZinu s ndkolika komponentami.fl,.ef,fn) je pii-
fagena hustota pravd&podobnosti

£y (x) seei%y) = Lm POk dny 8 ... o x&fCxvax).
© o Ax0,.., Axy 0 ax) . Bx, (10)
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Distribu¥ni funkce je definovéna zobecninim vztahu (8):

Fj_(xl,...,xh) = P(f1<x; a...a f_n(xn). (11)

Souvislost hustoty a distribu®ni funkce je analogif prvni z formulf (9):
x n

Fg(XyyeeesXy) =~§° _§° £g (thaeenrty) Aty oun At (12)

Pravd&podobnost nalezenf funkZnich hodnot v zadané oblasti S2 je
P(iesZ) = Siﬁis {L(tl’ooo.tn) dtl e e dtno (13)

Margindln{ a podminZné rozd&leni

Projekce funkec{ charakterizujfeich rozd&leni pravd&podobnost{ néhod-
ného vektoru do "sm&rd"™ jeho komponent Jsou oznadlovdny jako marginding
rozd&leni. Napitklad

o0 o
fjd(xl) = SoocS f;(xl’tz’on..tn) dt2 oo dtn'
~00 -0
Jjeou margindlnf hustotou a margindlni distribudni funkc{ promZnné }1'
Tyto funkce urtujf pravd¥podobnosti intervalld promé&nné fl bez ohledu na
hodnoty zbylgch komponentii.

Rezy rozdZlovacich funkef (jedna nebo n¥kolik komponent zedény pev-
n&) se nazfvajl podmin&néd rozdZlenf, Napffklad z hustoty (10) dosteneme
hustotu pravdZpodobnosti komponent §2,,.., ?n za pfedpokladu, Ze fl na-
byvéd pevné hodnoty x{O), vhodnym normovénim:

f (1(0),8 yoeey .) o
ffz""'?n (x2,...,xn| h = x](_°)= -.t- 1 2(oﬁxn_, (15)
kde ffl je marginélni hustota (14). Normoiaci faktor vychdz{ pfimo g de~
finice podmf{ndné pravd&podobnosti (1.4).

Nezdvialost ndhodnych promZnnych

Mé-1i néhodny vektor_; s komponentami fl"”’rn distribudnt funkeci,
kterd je sou¥inem margindlnich distribuénich funkei,

g;(xi,...,xn) = Fjl(xl)”‘F}n(xn)' (16)
oznafujJeme néhodné prom&nné fl""'fn jan nezdvislé. Smysl tohoto pojmef
novéni je stejnf jako v piipad® nezévislosti ndhodnych jevd (§1, vzorec
(1.5)) - pravd&podobnosti nebo hustoty jedné z prom¥nnjch nezéleZf vibec
ne ostatnfch. Hodnoty podminZnyech pravdZpodobnostf nebo hustot (Jjako nap?,
‘ve vztahu (15)) jeou tytéZ jako bez podmfnek, cof se dé stru¥nd vyjédrit
formull (16),

Y¥siedky mEPeni - hodnoty néhodnych proméZnmfch
ME¥enim ziskédvéme ve velks vEt3in& pripadd soubory ¥{sel, Néhodné
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vlivy pisobici v procesu m&feni vedou k tomu, Ze je vice moZnfch vysledid.
O tom ese miZeme plresvd8d&it pouze opakovédnim celého m&feni v nezmé&n¥nych
podm{nkéch., Zkudenost nds ulf, Ze se relativni Zetnosti moZnych vysledkd

8 rostoucim poltem opakovéni bliZf k pevnym hodnotém » pravdZpodobnostem.,
V opelném pfipad& usuzujeme ma zmEnu podminek m&¥eni,

Nam&fend Efsla jsou hodnotami néhodnych prom&anych., Cflem je oviem
zjisté&ng vlastnost! m&Feného objektu, které jsou reprezentovény pevnymi
hodhotami parametrd. Tyto parametry, spolu s nédhodnymi vlivy, formuj{ né-
hodné promZnné popisujicf vysledky m&Ffeni. Vhodnym zpracovdnim dat se
snaZime’ potlaZit vliv néhody & "urfit", nebo lépe "odhadnout”, hledané -
parametry. Statisticky termin odhad je lep31, protoZe hodnoty parametrd
vypoftené z nam&fenych dat tvor{i op&t ndhodné prom¥rmné a jejich souvie~
lost se skuteinymi parametf& miZeme vyjddrit pouze pomoci pojmu pravdépo-
dobnosti, : . '

Na z4vEr ukédZeme vy¥sledky dvou typickych méréhi.

P¥{klad m&feni &asového intervalu

K m&Fen{ byl vybrén Zasovy interval znémé délky - totiZ doba, za -
kterou prob&hne vtelinovd rufi¥ka hodin dva vterinové'dilky ciferniku,
P#1i prichodu ruZky vychoz{ znalkou byly "ruln&" spu3dtiny, a po pribihu
dvou dflkd op2t ruZnd zastaveny, digitdlnf hodiny, které politaly inter-
valy délky asi 0.58 ms (milisekundy). PoZet tikd digitélnfch hodin byl

T — T T T
t(s) [ . 7
220 | | . e

- ° % ..o. . . ’

1.88 | " T T "4
- ’ .
1.608 N " " . A 4
g 58 100 158 200

&islo mérent

Obr. 1. Vfsledky opakovaného m&fen{ &asu.
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garegistrovén a m&Fen{ opakovédno celkem 200-krdt., Vynechéme diskusi o moZ-
nych systematickych chybdch, kterd by mohla byt velmi obséhlé i v tomto
jednoduchém p¥ipad¥. Vysledky jednotlivych mE¥enf se ovZem 1131 od sprdv-
né hodnoty to-Ze, pledev3im proto, Ze se mdlokdy podaf{ spustit a zasta-
vit hodiny p¥i prdchodu rulky pfesnd nad znaZkou cifernfku. Soubor visled-
ki je graficky zndzorn&n v obr, 1. Registrovanéd ddeje jsou hodnotami dis-
krétn{ néhodné prom&nné (pouze celodfselnd ndsobky délky tiku digitédlnich
hodin, V § 11 se k tomuto p¥fkladu vrédtime a uvidfme, Ze toto diskrétn{
rozd¥leni miZe bft velmi dobfe aproximovédno Jednim znémym rozd&lenim spo-
jitym; ukéZeme, jak Je tfeba ziskand data zpracovat a jak interpretovat
vyaledky.

Hrubou pledstavu o hustot® pravd&podobnosti pfislusdné néhodné promZnné
poskytuje histogram na obr. 2. Vgskou sloupcd jsou tam zndzorn¥ny polty
nam&fenych hodnot ve dvaceti stejn2 dlouhych intervalech mezi nejvit3im
a nejmendim ddajem. Cetnosti v jednotlivych sloupcich histogramu jsou né-
hodné veliliny, proto dochdz{ k vyraznym odchylkdm od p¥edpoklédaného
plavného prib&hu hustoty pravdé&podobnosti.

V tomto m3Feni se uplatnujf néhodné vlivy prostfednictvim nekontro-
lovatelnych lidskych reakci. ZfeJjm® by nebylo p¥flis obtiZné spousténi
a zastavovéni hodin zautomatizovat a tim m&feni zpiesnit., Pro ndsledujic{
pr{klad bylo zvoleno m&Feni, do jehoZ prib&hu &lovZk nezasahuje.

Prfiklad m&feni propustnosti spektrometrem

Propustnost (podfl intenzit pro3lého a dopadajiciho evdtla) zkouma-
ného vzorku se m&¥{ spektrometrem. Ze svitla vychédzejiciho ze zdroje se
vybird urfité pdemo vlnovych délek. Svitelny paprsek je rozd¥len na dv&
2ésti, z nichZ jedna prochézi vzorkem a druhé jde mimo n&j. ObZ &ésti jeou
registrovdny detektorem, ktery pfevddi intenzity na elektrické nap¥ti,

V elektrickyeh obvodech jsou tyto signély zpracovény tak, Ze ddejem na
vystupu je propustnost vzorku. finnost modernfch spektrometri je Fizena
potitalem a m8Feni, vietn® zdpisu visledkd, miZe probihat zcela automatic-
ky. Presto Jjsou vysledky op&t zatiZeny nédhodnymi chybemi.

Pro nadi ukdzku jsme vybrali date pofizend na kvalitnim infralerve-
ném spektrometru, na kterém bgla pevn® nastavena vlnové délka svitle a po-
81tal registroval v konstaatnich &asovych intervalech vystupni signdl. Ti-
eic zapsanych hodnot je zndzorn¥no v obr. 3 ve form& histogramu. Aby vy-
nikl diskrétn{ charakter vysledkd, zachovali jsme signdl ve tvaru celfch
&{sel - tak, jak vychézi z analogové-digitélhiho pfevodniku v p¥istroji.
Propustnopt dostaneme ndsobenim tohoto udaje konstantou, danou nastavenim
aparatury; nesprdvnd nastaven{ vede k systematickym chybém. Kolf{séni eig-
ndlu, ozna¥ované jako 3um, je zplsobeno pfedevdim rnéhodnymi procesy ve
zdroji svitla a v detektoru. V dobrém pristroji jsou tyto prvky vybrény
tak, aby poméf signél/3um byl co nejv&t3i. Zlep3eni dosaZitelné s piija-
telnou némahou obvykle neni moZné. Névod k optimélnimu zpracovéni dat,
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Obr. 3. Histogrem visledkd 1000x opakovaného m3fenf na infraZerveném
spektrometru.
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kteréd jsou k dispozici, poskytujf statistické metody. Analfzou rozd&len{
néhodné veliliny z tohoto pfikladu se budeme zabyvat v §§ 20 a 21; ukdZe-
me, Ze je stejného typu jeko v hofejsfm prikled¥ ru¥niho mdifeni Zasu,

3. Vliastnosti ndhodnjych prom&nnych

Nédhodné prom&nnd Je uplnZ zadand svojl distribuini funkeif, p#fpadnd
hustotou nebo diskrétnf funkc{ rozdZleni. Velmi uZiteZné jsou nésledujfct
&{selné hodnoty, kteréd vystihuji n&kteréd podstatné vlastnosti rozdéleni
pravd&podobnosti,

Stfedni hodnota

néhodné veliliny p(diskrétnf, rozd&lent P(y;)) e f (spojité, s husto=-
tou f,(x)) je definovéna vztahem

E(y) = ZyiP(yi E(f) = S xf(x)ax , €1)

jestliZe tyto vyrazy existuji. Pro zadané funkce 3(2), h(f) jeou st¥edni

hodnoty ' o0 ‘

ele] = Zalyy)-Ryy), E[a(p)] = Inmroa. (2)
i —00

Je tfeba el uv&domit, Ze stfedni hodnota neni funkci hodnot néhodné pro-
m&nné; symbolem E (f) vyJjadfujeme, Ze Jjde o stfedni hodnotu prom&nné f,
Je to linedrn{ funkciondl, z definice (2) vychézi
Efag, (§) + va,(§)] = aE[a (§)] + bE[dz(f)] (3)

pro libovolnd &fsla a,b, Stfednf hodnota charakterizuje polohu rozdZleni.
0z 1aduje se né&kdy takd jako matematické o¥ekdvdni, expektance, stied roz-
d¥leni, Pro n&kterd rozddleni toto &iaslo neexistuje, napf. pro tzv, Cau-
chyovu hustotu f(x) =E“Tlfx2)]'1 (viz §9) nenf integrél (1) definovén,

Disperze

je stPfedn{ hodnota kvadrétd odchylek od stifedni hodnoty néhodné ve-
liginy:

D(y) = E{[y-E(Z)] } Z [yl-E(iz)]z P(y;),
n(f) = e{[x-E(§)] ?} =~_§°[x-n(ﬂ2 £(x)ax; (4

pokud existuje, charakterizuje 81¥ku rozd&leni, Velmi Zasto se pro ni uZf=
vé symbolu.Gz, hodnotd 6 se pak F{kd stfedn{ kvadratické odchylka,

Medidn a moda
jsou daldimi charakteristikami polohy rozd&leni. Medién X1/2 Je ta-
kovéd hodnota nédhodné prom&nné f s distribu¥n{ funkc{ F(x), pro kterou
F(xl/2) = P(x(xl/z) = 1/2. (5)

Jinymi elofys‘pravdépodobnosti, Ze g nabude hodnot pod a nad medidnem jsou
stejné a rovnajli se jedné polovin&., Pro symetrické rozdéleni je medidn
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roven stfedn{ hodnotd. Moda : S Je hodnotou, pro kterou mé hustota ﬁaximum
f(xm), nebo nastédvéd maximum pravd&podobnosti P(xm) v pripad® diekrétniho
rozd8leni,

Momenty

Momentem Pddu X néhodné veli&iny } vzhledem k &1s8lu ¢ se nazfvd
st¥edni hodnota 'E [(f-c)k]. Momenty vzhledem k poZdtku (c=0) byvajl ozna-
fovény jako algebraické:

Yy = E(§9), (6)
momenty vzhledem ke stiedni hodnot& (¢ = E(i)) jsou centrélni:
& = ={If - =p]*} 7

St¥fedni{ hodnota Jje tedy prvnim algebraickym momentem (vl), disperze dru-
hym centrélnim momentem (/).

Asymetrie a exces ‘e

+ Asymetrie xi Je definovéne jako

i 2

;y1=\/<t§/,g =4 7252 (8)
Pré symetrické rozdZlent je‘M3 e tedy i esymetrie nulové. Pro nesymetric-
ké rozdZleni Je Yi vhodnou mirou odchylky od symetrie. Exces

Je zvolen tek, aby pro normélni rozdsleni (§4) byl nulovy. UmoZnuje rych-
16 posouzeni odliBnosti zadeného rozd&leni od normélnfho (je mirou "&dpi-
Zatosti® ...)> >0 mé rozd¥leni ostrejst, X‘2<0 rozd€leni plo35{ neZ nor-
mélnf ae stejnou dieperzi).

Momenty ndhodného vektoru

Pojmy st¥edn{ hodnoty a momentd, zavedend ve vztazfch (1),(2),(6) a
(7), se dajf enadno zobecnit pro vicerozm&rnou nédhodnou prom&nnou., Kvili
Jednoduchosti zépisu se omezime na p¥fpad néhodného vektoru.g_se dvima
komponentami (fl, ?2), ktery nabfvd hodnot (xl,xz) 8 hustotou f (xl,xz)L

Stf¥edn{ hodnota funkce h (jl,fz) je definovéna formuli analogickou k (2):
00

E[h(h,fz)] = SS h(x),x,)1(x,,x,)dx,dx,. (10)
- 00

Zvolime-1i za funkci h mocniny ?1 L ?2, dosteaneme z posledniho vztahu mo-
menty vektoru §. VypiSeme explicitn¥ nejdile?it8jsf z nich, Dvojice prv-
nich algebraickych momentd
o o0
E(fl) ﬂ;gixl £(xy,x,) dx,dx,, E(§2) = &&xz £(x;,x,) dx,ax, (11)
byvé znalena jako stifed rozd&leni vektoruj{. Déle jsou to druhé centrélni
momenty
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D(f) =63 = B{[f1-2(§,0) %} , D(f,) =63 = r{[g?_-n(h)}z}, (12)

coZ Jesou disperze komponent ?1' §2 (disperze margindlnich rozd&leni ze
vztahd (2.14)). Kone¥nd, smf{3eny druhy centrélni moment

o fo) = Bl [fo-R()]} = m(hif) - EfpEED) (13)

se znali také Jjako kovariace ?1 e §,, nebo korele¥ni moment. V3imneme si,
e z definief (12) a (13) wychdzt G% = D(}l,}l).

Koreladni koeficient

Koeficient korelace ?(§1’§2) mezi il a fz je definovén vztahem

?(§1'§2) = D(gl,fz)/JD(il)D(fz) = D(fi,fz)/(616é); (14)
snadno se ov&ff, Ye miZe nabjvat pouze hodnot z intervalu {-1,1). Jsou-1li
§1+ t, nezévislé (viz §2), Je E(flh) = E(f,)Elf,) a podle (13) vyjde
D(fl,f2) = 0, tedy 1 Q(fl,f2) = 0. Je-11 korelaZnf koeficient nenulovy,
nemohou byt pfisludné ndhodné promé&nné nezdvislé. Obrécenéd tvrzeni viak
neplat{: existuj{ zdvislé néhodné prom&nnd, které maj{ nulovy korelaZni
koeficient, Je-1i q(fl,fz) = 0, Pikéme, Ze fl a jz jsou nekorelovand, coZ
Je 3lab31 vlastnost neZ nezévislost. PFesto Je koreladni koeficient uZi-
tefnou charakteristikou; podrobn&ji prozkouméme jeho vyznam v pffpadd
normélng rozd&€leného néhodného vektoru v § 6.

Matice druhych momentid a korelainich koeficientd

Je-11 polet n komponent néhodného vektoru § v&t3f ne 2, miZeme de-
finovat smiSeny druhy centréln{ moment a korela&ni koeficient pro kaZadou
dvojiel Yi’ ?j z pfisludného dvojrozm&rného margindlniho rozd&leni (roz-
déleni_g_integrované pfes vdechny sloZky krom& i-té a j=té). Ctvercovou
matici s prvky.

Dyy = D‘?i' ?j)’ i,5=1,.0.,n (15)

nezyvédme matici druhych momenty, kovarianinf nebo disperznf maticf, n3kdy
takd matici chyb. V diagondle Jjsou disperze jednotlivych komponent:
Dy; = GE, matice je symetrické (Dy4 = Dji)‘ Gtvercové matice sestavend

z korelanich koeficientd

?ij = ?(§1'§j) = Dij/‘l DiiDjj ’ i,j = 1,.0.,11 (16)

se oznaluje jako korelaZni matice. Je op¥t symetrickd, v diagondle jsou
jedni¥ky (korelaini koeficient ka?dé komponenty se sebou samou je roven
jednd). UZiteZnymi Zfsly jsou tzv. globdlni korelalni koeficienty ¢4 Pro
keZdou komponentu fi‘ Jsou to meximélnf hodnoty koreladniho koeficientu
Q(}i,z), kdyZ ¥ probihé v3echny moZné lineérni kombinece v3ech komponent
Gektoru_i krom& i-té. ey tedy uddvé miru korelace gi se souborem zbylych
komponent. Predpoklédejme, %Ze¢ ke kovaria®ni matici (15) existuje matice

inverzni; jeji i-t¥ diagondlni prvek ozna¥ime (D-l)iie Pro globdln{
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korelaini koeficient vyjde jednoduchd formule
-1
Qi =J1 - [Dii ohy] (a7)
JestliZe je kovarien{ matice singulérni{ (neexistuje matice inverznif), je

alespon jedna ze sloZek f n&jakou lineédrnf kombinac{ ostatnich, tedy u-
plné korelovand s toutc linedrni kombineci (e = 1).

Linedrni{ funkce nédhodnych prom&énnych i ,

Lineérn{ kombinace a,§;+.. e f néhodnyeh prom#nnych froee00fn

(al,...,an jeou &fela) tvo¥{ néhodnou promZnnou, pro mi% snadno najdeme
gtfedni hodnctu a disperzi: :

E(nZaih) = tai E(f;), (18a)
i=1

i=1

)= Fl = aiaaD(fivfj) Zni D(hhz 3.‘*;103D(fi,§j), (18b)

Podobn¥ pro smifeny druhy sentrélni moment dvou linedrmfeh kombinaci vy-
jde vyjédieni

SOIAND mAREI S TREI AL 1ee)
i=1 i=l J=l
Disperze jsou kvadratickou formou koefielentd roskladu a, . Pokud jsou f
vzdjemn® nekorelované (t. :j.? 3-0 pro viechns igj), zﬁstane v (18b) jen
prvni %len na pravé strand:

S ayfy) = t o2 ne§,). | (19)

i=]

Nalezent hustoty linedrnf kombineace & huatoty f (x.l,...,xn) Je
trochu slofit8jadf, Flementérn{ uvehou nabo vyuiitim vatehu (2.5) zjistf-
me, Ze huatota konatantniho ndsobku a} mdhodnd prominnd j Je nédsobkem hus-
toty f’ (x):

g [(ax) -—:'-r?(x) -%—f}(-?- . (20)

o

Cely problém se tedy redukuje v podstatd na urdeni hustoty eoudtu dvou .
promdnngch n=f, +§,. Distribuint funkce y je

Y'xz
F,l(y)= SS ril,rz(xl.xz)dxldxziggdxz S ffl'f!!‘*}.'*z)“l‘ (21)

Jeou-11 §, , §, nezavisld, je fh,?z(xl,x )=f4 (3 )Ly, (%)) ;5 subgtitucl v

(21) dostaneme
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oQ Yy o
F,z(y)-'gdx2 §ff2(12)ff1(t-12)dt- Sdt[ Sff2(!2)fh(t'x2)dxz}' (22)
~00 80 - oo ’ .

Podle vztahu (2.9) je tedy hustota soudtu dvou nezévislych néhodngch pro-
mEnnych déna konvoluct
oo

fz(y) =-§°ff2(u)fh(y-u)du. ! (23)

Podfl nezdvislych néhodngych prom&nnych
PFedpokléde jme, Ze fl' fz jsou nezévislé a majf hustoty f‘h(xl),
fiz(xz), resp. distribudnt funkce Fh(x.l), F§,(x4). Bustotu podflu iz-fl/fz

najdeme pomoci distribuin{ funkce

o yx
(y)= .S;Yz(ytfl(xl)ffz(xa)dxldxz-gdxz Sszl(xl)ffz(xz)dxl+
[} —0D

oo o0 ')

de 51";1&:1)1’}2(Jzz)dx:l Sl“!]_(yxz)1’f2(x:,_.)dl:1:2 K[I-Fjl(yxz)fh(xz)dxz (24)
~- 00 yxz )
Podle vztahu (2,9) dostaneme hledanou hustotu derivovénim:

o °
2(y)=—{?7 F?(y) sz fl(yxa)ffz(xz)clxz §° ffl(yxz)ffz(xz)dxz. (25)

PFibliZné formule pro stfedni hodnotu a disperzi nelinedrni funkce .
Stfedni hodnotu a disperzi funkce h(fl,...,fn) ‘néhodngch pront amfch

miZeme aproximovat jednoduchyni vztahy za pfedpokladu, Ze Je prﬁbéh h
v okoli stfednich hodnot E(jl soeeyE(f,) tém3F lineérni. V Teylorovd
rozvoji

B(fyseeesfnd™ h[E(fl ,...,E(fn)] Z[fi'E(fi]T

zachovéme pouze uvedend dva &leny; eymbol E u denvaci gnamend, Ze Jjde o
hodnoty v bod¥ E(h),...,E(fn). Stiednf hodnota druhého ¥lenu v (26) Je

nulové, proto

E[h(jl,..,,}n)] ~ ‘h[E(fl),...,E(fn)] . (27)

Pro disperzi funkce h dostédvéme

D[h(h,...,fn)]= E{[h-E(h)] Z}zE{iZ’:l é_l[f -E(h)] l E(fa j‘E}a

& dh (28}
3:'3- \ \ D(fl

teoe (26)
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To je samozfejm® vztah (18b), jen na mist® koeficientd a; stoJ{ derivace
ah/afin V rozvolji (26) jeme zachoveli linedrnf kombinaci f a aditivnt
konstenty, které disperzi neovlivni. Upln& stejn¥ odvodime smiSen} druhy}
moment dvou funkci h(jl,...,!nl a g(fl,...,fn).

D(n.g)=E{[h-E(h)][g-E(g)]} ' ngil- ._.\ n(h,fj): € )

i=1 j=1 E 9f4

Kvalite aproximaci (27)-(29) zéle?{ na tom, jak dobré Je linedrnt
pribliZen{ funk&nich pribdhd pomoci dvou tlend Taylorova roﬁvode v takodvé
oblasti argument®, kterd podstatn¥ prispivéd k disperzi. Velikost této
oblasti zéleZ{ na tom, jak 3irokd jeou rozd¥len{ prom&nmych fl""’fn’
tedy hlavn& na jejich disperzich. Aproximace se v zésadd zlepﬁuai p¥i -
zmenSovéni driahych momentd D(f1 f

Jesou-1i §; nekorelovené, dostaneme z (28) a (29) jednodussi vstehy

D(h)= -1(%\ )D( 'y  D(h,g)= Z % |

i=1

D(h). (30)

Bgi

Prvni z relaci (30), prepsand pro stfedni kvadratické odchylky 6'- D(h)
G, =\D(§,), se F{kd také (Gaussiv) zékon pro premos chyb:

6 ~\/ (2 l 2 6 +...+('§%‘;\E)2s§ : (31)

13

Charakteristické funkce

Fourierova transformace hustoty nebo diskrétni funkce rozd&leni se
nazyvéd charakteristickou funkef néhodné promé&nné., Je to komplexni funkee
redlné promZnné t:

00

)?(t)=E exp(itf)] = Sexp(itx)f?(x)dx (32)
. . .

pro spojitou promé&nnou f 8 hustotou'f! (x). Charakteristickd funkce Uplnd
popisuje ndhodné prom&nmé; hustota je déna obrdcenou transformaci
[~ ]

£ (x)= 1 SX (t)exp(-ixt)at. ' ’ (33)
§ o )

Jsou-1i a,b konstanty, plati

xa§+b (t)=E{exp [it(af+b)]} =exp(itb) Xf(at). (34)

Pro nezdvislé ?1, fz dostaneme charakteristickou funkei sou¥tu f,+f, Jako
soulin

7(§1+f2(t)=E{exp[it'(h+ fz’]}_ =E[éxp(ith)]‘ E[exp(itlei} =Xh(t_).Xg2(t).. (35)
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To je jeden z ddvodld velkd uZitednosti charakteristické funkce (namfsto
konvoluce hustot (23) méme jednoduchy sou¥in charakteristickfeh funkef).
Znalost X¢(t) je uZiteZnd i pro nalezeni momentd (6) ze zépisu exponenty
pomoci mocninné Fady:

Jk ()
X;(t) =E [ Z—M—J Z ﬁ E(g ) = Z “:k Yy t¥ (36)
k=0 k=o k=0

Momenty vk jsou, aZ na faktor ik/k!, rovny koeficientim u Zlend t vV roz-

kladu X(t) v mocninnou fadu,

4, Normédlni rozd&len{

SpoJjitd néhodné promZnné, kterd nabyvéd libovolnych reélnfch hodnot x
8 hustotou pravdépodobnosti

— (x-m)2
xp[ (x ,u) ]
(1)

mé tzv., normélni, nebo Gaussovo-Laplaceovo, rozdZlenf. Kvili struZnosti
vyJjadfovéni piestaneme v dallim textu odli3ovat ozneZeni pro néhodnou pro-
m&nnou a jej{ hodnoty, pouZivané disledn® v §§ 2 a 3; budeme nap¥ikled #{-
kat, Ze (1) je hustotou promZnné x.

Rozd&lenf (1) je zaddno dvima redlnymi parametry ; s miZe byt 1i-
bovolné, G'mus:( byt kladné, M Jje ati!'edni hodnota, 6 st¥edn{ kvadratické od-
chylka (G disperze):

E(x)= M, D(x)=6%, (2)

Formélni rozd&len{ je symetrické vzhledem ke st¥edni hodnotd M kterd -j'e
zéroven medidnem i jedinou modou, Charakteristickd funkce:

X(t)=exp(itut - t%62/2), (3)
Centrdln{ momenty (3.7) lichého Fddu jsou nulové, pro sudy réd vychdzi

M2k ©

f(x) =

(2x)! 62k
2% (k) 1
Asymetrie (_3.8) i exces (3.9) jsou nulové: 1= 3'2=0.

, k21. (4)

Pro hustotu (1) se uZ{vé znadeni NQA,EZ); jejf charakteristicky "zvo-
novy" pribdh je pro t#i rizné disperze 6° nakreslen v obr. 4. Distribuini
funkce Je ,4

F(x)@(—é‘) kde @(z)-— .‘/;'_’i exp(-;'—z)dt. (5)

Funkci @(z) se ¥1kd integrél pravd&podobnosti nebo funkce chyb. F(x) pro
t#i rtzné disperze je nakreslena v obr. 5. Pomoci distribuZni funkce (§2)
miZeme vyjéddrit pravd&podobmost, Ze hodnote x padne do zadaného intervalu:



f 6o

8.3

8.2

2.1

Obr. 4. Huatota normélniho ‘rozd%lenf se stfednf hodnotou ttso a

disperzemi 6 '1 4,9.

/

t

Obr. 5. Distribuni funkce normélniho rozdZleni s tuso a 6°=1,4,9.
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P(xe<x,,x,) )=F(x,)-F(x,). Vylislenim integrélu pravdpodotmosti (5)
zjistime, Ze '

P@_nggcu(i)-o.s&, . tb-25'41<6¢+2€)-0.954. (6)

Sttednf kvadratické odchylce 6 ee v pf{pad¥ normélniho rozd&lenf ¥*iké také
etandardni odchvlka, Intervaly @16 e u+26° s pravdipodobnostnim obeahem
(6) se pak oznalujil jako intervaly s jednou a dvima standardnimi.odchylka-
mi. , o . . .

Velmi potfebné funkce chyb (5) byla mnohokrét tabelovéma (v ridzngch
modifikacich)., UZiteZné jsou rdzné aproximace, které umoZnujf vypo¥itat
dostatedn® presnéd hodnoty s miniméln{ némehou, napt. '

$i2r=1 - exp(=2%/2) (o, 3193815-0. 3565638t+1. 781478t 2-1.821256t %+

T

+1.330274t%),  t=1/(2+0.23164192) pro 230, - A7)

@(r)ﬂl- é(lll) pro z£0;

chyba této eproximace je pro libovolné z men3i neZ 10~ 7

Nédhodné prom&nnd (x-pm)/6 mé tzv, stendardnf{ normélni rozd&leni N(0O,1) se
stfedn{-hodnotou O a disperzi 1; jejf distribuini funkci je integrél prav-
d&podobnosti §.

Normélni rozd&leni{ mé p¥i zpracovéni vysledkd m&feni podstatnou ddle-
?itost, Predevdim v mnoha situacich velmi dobfe vystihuje rozloZen{ nami-
renych hodnot. Jeit¥® Alle2it&j5L je fakt, Ze i pro data s viraznd odlis-
nym rozd&lenim maj{ statistické odhady z nich spoZtené rozd&lent zhruba
normdlni; tuto souvislost vystihuje tzv. centrélni limitni vita (§5). Ne-
-vic je normélnf rozd&leni limitnim pf{padem rady ddleZitych diekrétnich 1
spojitych modelovych rozddleni (§9).

Pro nezdvisld normdlnd rozd¥lenéd veliliny x; vychdz{ ndsledujfc{ ad-
leZité vysledky:

a) Libovolnd linedrni{ kombinace alxl+...+enxn.mé opét normdlni rozdileniy
0 tom je moiné se plresvidlit pfimym vypo¥tem konvoluce (3.23) nebo mno-
hem 1lépe pomoci vlestnosti (3.35) charakteristickych funke{, Stiedni

hodnota M a disperze 62 mus{ podle (3.18a) a (3.19) b¥t

[ndalis Tas RARERLS Yo'V 6%=a] 1*"'*‘20'2 : (8)

b) Nésledujfci funkce (ve statistickd terminologii tzv. vybdrové stfedni
hodnota a disperze)

X = _“EE: X500 -='— EE:(x )2

i=l n =

jasou nezévislé tehdy a jen tehdy, kdyZ viechna x4 @aj{ stejné normdlnt
rozd&lenf (s tymiZ CL,G).
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5. Zékon velkych &isel a centrélni limitnf vé&ta

Zékon velkych &isel

Souvislost pravd&podobnosti p nédhodného Jjevu X a Zetnosti M jeho
vyskytu v N-krdt opakovaném pokusu je intuitivnd zfejmd: Zekéme, Ze se
relativn{ &etnost M/N bude s rostoucim N p¥ibliZovat k pravddpodobnosti
p. ProtoZe podfl M/N je néhodnd velilina, je tieba pro ofekévené pFibli-
%ovén{ k hodnotZ p formulovat pravdépodobnostni tvrzeni. Nejzném&j3L Je
Bernoullidv teorém; pro kaZdé €£>0 plati

1im p(|¥ - plce)=1 . ' (1)

B>
VyJjédteno slovy: af zvolime €>0 jaekkoli malé, s pravd&podobnosti libo-
voln& blizkou k jedné jsou pri dostaten& velkém poZtu pokusi odchylky
pom&rnych &etnoat{ M/N od hodnoty p men3{ neZ & . Formuli (1) se ¥{kd
(slaby) zdkon velkych &fsel. Tvrzeni

P (lim X=p) =1 (2)
Now N
je 8iln&jsL (z (2) plyne (1),ale ne naopak); objevil je Borel a ¥{ikd se
mu silny zdkon velkych &isel.

Pro privrience statistické definice pravdZpodobnosti (§1) je zdkon
velkych &1sel tautologif{, protoZe pravddpodobnost uréuji prévé z rela-
tivnich &etnostf pii opakovédni pokusu, Pro zasténce nédzoru, Ze se prav-
d&podobnosti dajf (alespon n¥kdy) vypo¥ist ze struktury jevi, je pFedpo-
v&d Zetnosti dtizkoulogickd vystévby teorie & v&ty o konvergenci posloup~
nosti M/Nggodstatnymi visledky. Slaby a silny zékon vyjad¥ujl dva razné
typy konvergence hodnot pom&rnych Zetnosti: tzv. konvergenci podle prav=-
d&podobnosti, popsanou vztehem (1) a konvergenci tém&r jist& (2)).

Jako zdékon velkych &isel se krom& (1) a (2) oznaelujf také ndsledujici

v&ty o konvergenci posloupnosti aritmetickych prim&rd nédhodnych prom#n-
nych, Jsou-1i xp,X59e-e nezévislé néhodné prom&nné se stejnou stfedni

hodnotou u e disperzemi D(xy),D(x,),... takovymi, Ze

lim — Z D(x;)=0, pak 11m P(l—z tul(f.)-l (3)

N> N2 321

pro libovolnd £>0. To je slaby zdkon velkych &isel - posloupnost prﬁmérﬁ
konverguje podle pravddpodobnosti ke st#ednf hodnot&. Silny zékon tvrdf,
%e pro néhodné prom&nné, jejich% disperze splhujf podminku

. D(x;) (4)
s (2 250 <o)

konverguje prﬁmér ke stifednf hodnot& tém&f Jiets:
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N
P [lim &5 1) -,u]- 1. (5)
Naoo N T

Ob& vEty (3) a (5) se daji zobecnit pro pripad posloupnosti prom&#nnych
s riznymi stfednimi hodnotami E(xl), E(xy),.ss o Jejich aritmeticky pro-
m8r konverguje k 1limit¥ primdru stfednfech hodnot [ZE(xi)] /N,

Centrélnf limitni vita

uddvd, jakd Jje v 1limité& rozd&leni aritmetického primd&ru nezdvislych
ndhodnych prom&nnych Xy 9Xppveny kteréd majf stejnou distribtuZni funkeci se
stfednf hodnotou mu & disperzf 62, .Podle (3.18a) a (3,19) je st¥edn{ hod-
nota prim&ru §N=(xl+...+xN)/N rovna E(i'“)=(u- a jeho disperze D(TN)BS‘Z/N;

hustotu pravd&podobnosti ?N dostaneme z (3.23) komplikovanym zpisobem,
toti% N-1l-krét opakovanou konvoluci. '

r

S pomocf vlaetnosti (3.35) charakteristické funkce viak enadno zjie-
time, Ze charekteristickd funkce X('EN) se pro N»o bl{Z{ k charakteris-
tické funkei (4,3) normélniho rozd¥leni., Hustota primiru je tedy

(%= )2

—~ Nyoo 1 N~ M

£(xy) 27 exp[ ] - - (6)
N V2T 6%/N 28° T '

rozd&lenf s&ftancl X3 miZe byt Jjakékoliv, _stééi kdyZ mé koneZnou Adisper-
zi € 2. To Jje tzv. Lindberg&v-Léiryﬁv teorém, nebo jedna z variant centrdl-
ni limitn{ v&ty., Jind varianta plati pro posloupnost nezdvisljch ndhodngfch
prom&nnych Xy19X5y000 80 stfegnimi hodnaotami MyrMose-. 8 disperzem.i

6’%, 6'3,..,, které nemusf mit stejnou distribu¥ni funkci. Rozd&lenf arit-
metického prim&ru je v 1limit®& N9»90 op&t normélni; velilina

N N N

2

(3Z % - 2_ M) /4f 2 6% (€9
i=]1 i=1l i=1

md asymptoticky rozd3lent N(0,1)., K platnosti tohoto tvrzeni sta¥f, aby

stfedn{ hodnoty My 8 disperze "G"f existovaly a nerostly p#¥{1i3 rychle

s rostoucfm 1. PostaZujiel je napffklaed spln&ni Ljapunovovy podminky:
existuje takové a >0, Ze

. X .
lin [Z E(xi_h)z"“] / (5 63%% =0, (8)

Noy® L1 =1

Priklad: souZet rovnomZrn& rozd&lenych néhodngch Zisel

Konvergenci soultu nezdvislych néhodnfch proméZnnyeh k normélnimu
rozd8leni budeme ilustrovat na pfikladu rovnom&rné rozdélgnjch (§9) ve-
1i&in x; 8 hustotou
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f(x;) =1, x,€40,15. (9)
Hustcta aritmetického primiru i% = 8y/N, kde 8y T Xj+...+Xy, se dé vyjéa-

rit analyticky; je to po &dstech polynom stupné& N-1;
k [

tg) = B PIRE SIS S I B .- (10
(N-1)1  i=0
;Né<-.IkT’-k_;]5>, k=0’.ao.N-1o )

Stfedni hodnotu & disperzi souétﬁ‘sN miZeme vypo¥{st mnohem snéze ne?
hustotu; s pomoci (9.6) dostaneme '

E(sy) = NE(x;) = N/2, D(sy) = ND(x,) = N/12. . | (11)

Srovnéni hustoty souZtu sy @ normélni huefoty se stejnou st¥edn{ hodnotou

e disperzf je v obr, 6. Je viddt, Ze konvergence k normélmimu rozd&lenf
Jje velmi rychld, veli&ina a12-6 méd prakticky standardn{ normélni rozdsle-
ni. ' ' -

1 | L ! 1 1 l_I
F
GO N Ned
B.6 N
p— a -
12

0.4 = ]
0.2 |- 7

Bng -[ 4 1 1 1 l 1

X

Obr. 6. Hustota prav@Zpodobnosti sou¥tu N nezévisljch rovnom&rn& rozddle-
nych néhodnych proménnych (plné Zéra), normélni hustota se stej-
nou stfedni hodnotou a disperzi (podle vztehu (11), &drkované &é-
ra). '
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6., Vicerozmdrné normélni rozdéleni

Zobecn&ni normdlniho rozd&lenf{ (4.1l) na p¥ipad n-rozm&rného ndhodné-
ho vektoru vychdz{ z poZadavku, aby hustote byla UmErné exponencidlnt
funkcl kvadratické formy jednotlivych sloZek:

f(xl,...,xn) = ¢,exp [-—- Zaia(xi t“i)(x f‘j] (1)
i=1 j=1

Kone&ny tvar této hustoty odvodime pqdrobnéji, protoZe se pritom ukéze
fada uZitelnych souvislosti. Kvili pfehlednosti zépisu zavedeme nésledu-
jici konvence: &tvercovou matici budeme znalit velkym pismenem s podloZe-
nou vlnovkou, sloupcové vektory podtrZenim, transpozici libovolné matice
hornim indexem T (napiiklad sloupcovy vektor se sloZkami &4 jeako &y Fad-
kovy vektor& (t“’l""'t‘h))' Argument exponenty v (1) tedy strulng za-
piSeme Jjako

1. T
- (_x_-#) A (x-pm), (2)
kdy#% matice A mé prvky (A)ij 5° Hotejs1 vyraz je skaldr, protofe sou-

¢in matice A se sloupcovym vektorem x—[l_t,l Jje sloupcovy vektor, ze kterého
vyjde nésobenim fddkovym vektorem (x—&) skaldrn{ hodnota dvojndsobné su-
my v (1). Aby funkce typu (1) m&la vlastnosti hustoty, musf byt matice 4
symetrickd a pozitivn& definitnf., Existuje pro ni rozklad A = 'IJ,T. L 8 re-
gulérnf matic{ L (Jjinymi slovy, matici A dostaneme podobnostni transforma-
c{ z Jjednotkové matice I: A = LTIL = LTL). Linedrni transformac{ hodnot
~ ~ Ny N
néhodného vektoru x

¥ =Lz -m (3)°
dostaneme (2) ve tvaru soudtu kvadrétd
1 T _T 1 T _ 1,2 2
- (x-A" L'L(x-m) = ¥y = -> (yy+e.oty,). (4)

(Transpozice. éouéinu matic je souinem transponovanych faktord v opalném
poradf: (_x_-#)T '§T= [3(5—#)]1‘ = y'.) Nyn{ miZeme snadno epodfst hodnotu
konstanty ¢ v (1) z normovaci podminky pro hustotu:

oo oo
S'...Sf(xl,...',xn)dxl...dxn= S'-”S c- exp (= y y)[det(l.] dyl...dy =],
-00 - 00 (5)

V¥ poslednim vztahu vystupu;]e Jjakobidn transfomace (3): dyl...dy =
= det(L)dx,...dx . ProtoZe Sexp(-tz/e)aw [i¥a adle det (A)-det(LT) .
. det(L) =Eiet(L)] ’ dostévéme z (5) pro konstantu ¢ vztah

det ( 1
c ’(W)'“y_" = Vi2h® aet (A71). ° (6)
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Je tifeba si v3imnout faktu, Ze_l ze vztahu (3) Jje ndhodnym vektorem s ne-
zévislymi komponentami, které maji standerdni normélni rozd&leni (nulové
stfedni hodnoty, jednotkové disperze a nulové korelaini koeficienty). Zo-
becnénim postupu z § 2 pro urfeni hustoty funkce nshodné prom&nné na pii-
pad vektord toti% zjisti{me, Ze vztah (2,5) zldstane zachovédn, jen na mie-
18 |ﬁ(x)| se objevi jakobidn transformace. Z hustoty (1) tedy dostaneme
s vyuZziti{m (6) hustotu vektoruy a

()-f(z‘) I exp<£T>-ni— (yg) N
BlY det(L) ~ yomnR 233 1= \2m expi=2

ve tvaru soulinu stendardnich normédlnich hustot Jednotlivych komponent.,
Vektor stfednich hodnot y Je nulovy, coZ zapiSeme symbolicky Jako Egz)ig.
Podle (3) miZeme do tohoto vztahu dosadit y=L(x1£) protoZe podle (3.18a)
Je E linedrni operdtor a [ je reguldrnf, dostaneme odtud E(x1a) =0 a tedy
stfedn{ hodnoty vektoru x:

E(x) = (8)
Matice druhych momentd} vektoru 3y je aednotkové, symbolicky E(yy );;
soudin sloupcového a PFddkového vektoru yy tvof{ &tvercovou matici nmn

a funkciondl E plisobf na ka2dy jeji prvek zvléd3f. Dosazenim z8 y z (3)
a vyuZitim linearity E dostaneme

T,T7 _ T9,T _
2w @ ] - telew e - 3,
neboli pro matici ) druhych momentd vektoru x vztah

D = E[(x-p (x-p) 7]- rraht = ot = A (9)

Matice 4 koef1c1entﬁ kvadratické formy (2) je tedy rovna 1nverzni kova=-
rie&n{ matici D . Kdo nev&f{ maticovym zdpisim, miZe se pokusit vypoist
prvky D(xi,x :) matice aednotllvé Kovariance vyjéd¥ime pomoci korelal-
nich koef1c1entﬁ Q a d1sperzi 62 jako D(xy ’X5 ) = ?136'65 (viz (3.16));
doateneme vyhodny tvar kovaria&ni matice

G w42 - QnGE
y1
S %62 2
b=| : : (10)
2
66 & . G*
L?‘l"" 4T Q?.‘n-cl »~ )

Libovolné n-rozmérné normélni rozddleni miZe byt zedéno n-tici stied-
nich hodnot (e n{n+l)/2 nezdvislymi prvky symetrické matice - bud A ne-
bo D. Vyjédreni hustoty (1) s normal1zaéni konstantou (6) pomoci matice

je



- 30 -

f(x) = 1 exp -%(E-ETB-I(_JE-&)]. (11)
(2m)"get (D)
Velilina
§= @D Ew = (A (12)

se nazyvd kovaria&ni formou ndhodného vektoru X Je to Jednorozmérné né-
hodné promdnné s rozd¥lenim X° s n stupni volnosti (§ 8), nebol se dé na-
peat Jjako soulet kvadrdtid n-tlce nezédvislych prom&nnych se gtendardnim
normdélnim rozdZlenim... g 3y y. Hustota (11) je konstantni na plochéch
f= konst. a pravdépodobnostni obsah t&chto elipsoidl (pravd&podobnost,
e x padne dovnit¥ elipsoidu) je déna distribu¥n{ funkciﬂi.

Z pozoruhodnych vlastnosti rozd&lenf (11) uvedeme ave:

a) Libovolnd projekce na prostor men3{ dimenze (margindlni rozd&lent, §2)
je op3t normdlni{ s matici druhych momentd sestavenou z prvkd matice
(10) odpovidajicich zbylym prom&nnym., Nap¥ikled margindln{ rozdlenf
kaZdé komponenty x; Je ’

£(x,) = N, 62). (13)
b) Libovolny Fez (podmin&né rozd&leni, §5) je op¥t normdlni, Rez rovinou.
xi=ii° y t.Jj. rozddlen{ a konstantni hodnotou x( )sloZky Xy, md mati-
ci druhych moment{ Dn-10 kterou dostaneme inverzi matice A 1 kova-
rian{ formy zbylych promé&nnych.

Dvojrozm&rné normdlni rozdélend

Pro dvojrozm&rné (n=2) rozdZlen{ miZeme snadno vyJjédrit explicitné
prvky matice 2:1; hustota (11), zapsand pomoci st¥ednich hodnot ., foo s
etandardnich odchylek €1,6'2 a korela&niho koefitientugmé tvar

" 1 (x 191)2 (xif&)(xéjyz)(xzjg
X)3Xy) =T ——gff
1 vl 2(1-? 6'16-2 +6§ . :

(14)
MiZeme si ji predstavit ndzorn& jako zvonovitou plochu nad rovinou X1 9%59
nebo pfi pohledu shora znédzornit soustavu vrstevnic - &ar s konstantni
funk®ni hodnotou. Vrstevmicemi Jjsou elipsy

1 [~ )% (=g ) (x - ) (x,-i,)2
2[ ] “2‘1 =2 s B Rl R n l‘z ] A = konst, (15)
1-¢ 31 616, 5'2

2
Proto%e kovariaZni forma na levé strand (15) mé zndmé rozd&leni (X" se
dvEma stupni volnosti), miZeme vypo&fst pravd&podobnost, Ze dvojice X19%,

lez{ uvnit® elipsy (15):
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= Fxg ‘N ;
Fk% Je pFfisludné distribuini funkce. V obrédzku 7 je nekresleno n&kolik

elips s riznymi pravd&podobnostnimi obsahy P=0.99, 0.954, 0.683, 0.5, 0.2,
pro které podle tabulky v dodatku D1l vychézi hodnoty A po rad® 9.21, 6.158,
2,298, 1.386, 0.446; korela&ni koeficient Jje Q= -3/4. )

Z hustoty (14) odvodime podmin¥né rozd&leni x, za piedpokladu, Ze X,
nabjvé pevné hodnoty (viz (2.15)):

1 -1 G :
(xy)=F(x,]| x,) =——exp{;——‘[x- - —4—( - )] . (16
&lx )=tin %, Ve 6, Y1-¢7 (1-?2)G§L4 =85, 2" (16)

Je to normdln{ rozd&leni se stfedni hodnotou a disperzi
= _ -2 2
E(xllx ) élfg——(xz &) D(xllxz)- 6 (1-? ). (17)

V tomto mistZ méme dobrou pfileZitost ilustrovat smysl pojml zdvis-
lost a korelace néhodnych prom&nnych, NormédlnZ rozdélené prom&nné jsou
nezévislé préve tehdy, kdyZ jsou nekorelované; ae vid&t, Ze hustota (14)
je pro Q= 0 soulinem hustot N(('.‘l’ 62) a N(a,, 6 )e Jinymi slovy, rozd&lent

ka%dé promd3nné je nezévisld na tom, jakou hodnotu nabyvé druhd z nich,
Obecn& (pro jind rozd&leni) je ov3em nekorelovanost slab3i neZ nezévis-
lost (§3). Je-1i korela¥nf koeficient rdzny od nuly, zéle%f podle (17)
rozd&len{ x, na tom, jaké hodnoty nabyvé X55 pflle?l se zuZuje kolem
stiedni hodnoty zévislé na Xy V limitnim p¥{pad& dplné korelace (? 1)
nabyvaji nédhodné promé&nné Xy9%5 hodnot, které spolu souvisi vztahem

(xljyl)/Gi = (xz-ﬂz)/ﬁé . (18)

M{ru zdvislosti ¢ obou prom&nnych miZeme zndzornit je3t& jinak. V obrédzku
8 Jjsou nakreglenyrionstantni hustoty, které maj{ stejny pravd&podobnostni
obsan P=0.954 a 1i31 se hodnotou koreladniho koeficientu. S rostouecim g

Obr. 7. Elipsy (15) normélniho rozd&le-
ni e korelanim koeficientem
= -3/4. Pravd&podobnostni ob-
sah je, po fad® od nejvdtdl k
nejmenf, roven 0.99, 0.954,
0.683, 0.5, 0.2.




- 32 -

Obr. 8. Elipsy s pravdZpodobnostnim
obsahem 0,954 a riznymi ko-
relanimi koeficienty =10
(xruh), 0.5, 0.9, 0.95, 0.99
(nejuZsf elipsa). '

se oblast, do kteréd bod Xy, X, padne s velkou pravdZpodobnosti, zuZuje.
Pro = 1 zdegeneruje elipsa v iselku a x, Je linedrni funkci x, podle
vztahu (18).

. Pravd&podobnostn{ obsah eliptickych oblasti poZ{téme jednoduse pomoci
distribu¥ni{ funkce Xz - rozd&lent. UZiteZnym ddajem Je pravd&podobnostni
obsah obdélnikd xle<h-k6‘1,c:,l+k6'1 ) X,€ {Mp~K6,, M,*+k6,) pro zadané ndsob-

ky k standardnich odchylek; k jeho vyifsleni je t¥eba integrovat funkeci

chyb (4.5):
l‘1+k6' 92+k6'

k

2

P R J% g[@k_-eh-@:k_-%)]exﬂ-g-mt. (19)
31-k61 &.kaz ) dl-? d 1-? :

Zédvislost P na korelaZnim koeficientu pro nZkolik hodnot k Jje nakreslena

v obr. 9. '

7. Binomické a Poissonovo rozd&lent

Binomické rozd&lenf, Diskrétni ndhodné proménnd, kterd nabjvé celé nezé-
porné hodnoty r s pravdZpodobnosti :

P(r) = (g)pr(l-p)N'r , r=0,1,,..,N, (1)
kde N Je celé kladné, p redlnd, O<&p <1, mé tzv. binomické rozdZleni.
Pravd&podobnosti (1) jsou Z¥leny binomického rozvoje

N . ..
N1

r N-r (2 )_

(p+q_)N
r=0 r{(N-r)! \

s 9= 1l-p. StPedni hodnota, disperze, asymetris a exces:

E(r)=NB, D(r)=N€(1-p),ﬁ=—Tpv__£_1_L;-_ ' 2 =;—;:;-5L;22. (3)

Prom3nné s binomickym rozdZlenim popisuje vysledky opekovanych poku-
sd s néhodnym jevem, ktery mé jen dva moZné vysledky. Jeden z nich



1.8 | | ' ' '25 | ! ' 7 "]
P 2 ]
2.8 - 15 4
2.6 B . -
B.4 |- -
| -
8.2 k =0.5 / -
e.o ) 1 1 1 ] 1 1 ] 1 1 L
0.0 B.2 B.4 B.6 2.8 0 1.8

Obr, 9. Pravd&podobnostni obsah obdélnfkd éthksi,ﬂzikGé"&vojrozmérného

normdlnfho rozd&lenf{ v zévislostl na koeficientu korelace ?.
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Obr. 10. Binomické (N=20,p=1/2, svislé dselky) a normélni rozd¥leni.
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(ozna¥ime ho Usp&ch) mé pravd&podobnost p, druhy 1-p. Pravd&podobnost,

fe v N pokusech nastane r-krdét usp&ch, je déna formul{ (1). Toto rozdZle=
ni se dé pouZit v mnoha situacich, vyberemeéli z moznfch vysledkd né&jakou
podmnofinu a povaZujeme ji za dsp&ch, Napfiklad polet uddlostf v jedné
bunce histogramu mé binomické rozd&lent.

Pro velkd N se dd diskrétn{ funkce (1) dobfe aproximovat hustotou
pravd¥podobnosti normélnfho rozdileni. V obr. 10 je nakreslena rozd&lova-
c¢i funkce (1) s N=20, p=1/2 a hustota normélniho rozd3leni se stejnou
atfedni hodnotou 10 a disperzi 5.

Poissonovo rozdéleni mé4 néhodnd prom&nnéd, kteréd nabyvéd celé nezdporné
hodnoty r s pravd&podobnosti

r
P(r) =Lﬂ(_-&)-’ r=0,1,..., (4)

ri

kde m70 je redlné &1slo., Stfedni hodnota, disperze, asymetrie a eices:
E(r)=D(r)=p, gi=1A@:, gé=141. (5)

Poissonovo rozd&leni ddvé pravd&podobnost vyskytu r udélostf v da-
ném &asovém intervalu, jsou-li tyto uddlosti nezévisld a vznikaJji e
konstantn{ rychlost{. Nap#iklad, z radiaktivnfho zdroje vylétaji &dstice
tak, Ze pravd&podobnost vyzéfeni jedné &édstice za infinitezimélni &as
8t je vot. Pravd&podobnost vyzéieni r %dstic za konelny interval délky
t je dédna rozd¥lenim (4) se stifedni hodnotou M=Vt., V 1limit& pro N0
a pfi soulasném zmendovéni pravdZpodobnosti p takovém, Ze sou¥in Np
zdstévé konstantni, Np=m, dostaneme totiZ z binomického rozd&lent gl)

P(r) = 1%pig.o[(f;’)(4%)"‘.(1-3—?)“’“‘] (6)

préavd Poissonovo rozd&leni (4).

S rostouct stfedn{ hodnotou AV se daj{ pravd&podobnosti (4) dobfe
aproximovat normélni hustotou ﬁquﬂﬁ - viz, obr, 12.

8. X2, Studentovo a F - rozd&leni

Ve statistice hrajf{ podstatnou roli néhodné prom¥nné, které jsou
funkcemi normdln& rozd&lenych néhodnych velidin; ve statistické terminq-
logii se oznaduji jeko vybZrové rozdéleni z normélnfho souboru. Uvedeme

t#i nejddleZit&js{.

Xz - rozd&lenit

(%ti chi-kvadrédt) m4 ndhodnd prom&nnd nabyvajici pouze kladnych re-
dlnych hodnot s hustotou
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Obr. 12. Poissonovo rozd&leni (svislé useiky) a normélni rozd¥leni N(f"lt‘)‘
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(n=2)/2
(x/2) exp(-x/z)' (1)

£(x) =
2M(n/2)
n je celd kladné ¥fslo, tzv., polet stupnd volnosti, funkce " je Fulertv
integrdl druhého druhu, Stfednf hodnota, disperze, asymetrie a exces:

E(x)=n, D(x)=2n, XiazJZ/n ’ yb-IZ/h. (2)

Charakteristickd funkce:
A(t) = (1-21t)"V2 | (3)
Rozd&lent (1) mé néhodné veliZina x, kfterd je soudtem kvadrétd nezé‘-
vislych prom&nnych XyseesrXyy Z nichf kaZdd mé standardni normélpi rozdé-
lenf N(O,1):

Fx$+...+x$\ . ' - (4).
0 tom se miZeme pFesvidZit s dosti velkou ndmahou vyipo¥tem hustot podle
(2.7) a (3.23), elegantnd pomoci charakteristickych funkct.

Soutet dvou nezdvislych promZnmfch a 7(2 - rozd&lenim s n, an, stup-

ni volnosti mé rozd&lenf (1) s n=n, +n,. Pro velkd n se (1) bliZ{f normél-

nimu rozdé&leni N(n,2n), viz. obr. 14, Je3td rychleji se k normdln{mu roz-
d&lenf bl{i%f{ veli¥ina Yx, pri&emZ pro jejf hustotu plati

g(\[?i)?-'-NN2n—l » 1) pro n230. (5)

Z pfibliZné formule (3.27) a z (2) vyjde stfedni hodnota E(V2x)=2n a dis-
perze D(VZ2x) zD(x)(l/JZ_ﬁ)zﬂ. Se stfednf hodnotou \(2n-1 je aproximace (5)
leps1,

Studentovo t - rozdé&leni

mé néhodnd promé&nnéd nabyvajfecl reélngch hodnot s hustotou

g 2 -ngl

£(t) = =3 1+ &) (6)
Jat [*(n/2) ’

kde n je celé kladné &fslo - polet stupnd volnosti. Préci o t-rozdé&lent

publikoval v r., 1908 anglicky statistik Gosset pod pseudonymem Student.
Stfedni hodnota, disperze, esymetrie a exces:

E(t)=0, D(t)= 2 pro n>2, = o, bfz-'-ni-pro n>4, (7

‘Hustotu (6) mé néhodné veli&ina

tr —O o ™ — (8)
Jx/n V(x‘]?_+...+rn)/n ’

kde x, 8x Jsou nezévislé, x, mé stendardnf normélni rozd¥len{ e x rozd&-
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Obr. 13. Rozd&leni XZ.

!

B. 10

£ 6O
{ 2. 8

B.04

2. 82

Obr. 14. RozdSlent X2 (plnd %dra) a normélni rozd¥leni se stejnou st¥edni
hodnotou a disperzi (¥érkovand Zéra).
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lent Xz s n stupni volnosti (vzteh (4)). Pro rozd&leni s n=1 se pouZivéd
nézvu Cauchyovo (§9). S rostoucim n se hustota (6) pfibliZuje ke standard-
nimu normélnimu rozd&leni. Obvykle se t-rozd&leni nahrazuje norm&lnim
N(0,1) pro n3 30. '

F - rozdéieni

Je zobecndnim pFedchozich dvou. Oznaduje se &asto teké Jjako Fishero-
vo-Snedecorovo nebo Jjen Snedecorovo, nebo jako rozddlent v2. Hustota »rav-
d8podobnosti je nenulové jen pro kladné hodnoty F:

n/ [l(m+m') m-2 _mm’
£(F)=(2) F % .(+4.F) 2, Fyo. (93
la) Ca)

Zde jsou m, m’celd kladné &fsla - podty stupni volnosti. StPedn? hodrota
a disperze:

[ 4 [] '] -
E(F)= pro m'>?, D(F)= 22 tmrt2) pro m'>4. (10)
m-2 n(n'-2)2 (m-4)
Hustotu (9) mé ndhodné veli&ina
i1, 2 2
v =-E(x1+...+xm)
’ (11)

1 ~2 ~2
-ﬂF (xl+c . o+xm, )
kde XypeeesXy xl,...,xh; jsou nezévislé norméln& rozd&lené -promnné se

stfednimi hodnotami nula a stejnymi dlsperzemi GQ(F na 62 ne dvist)., Je
to tedy podfl (x/m)/(x¥m') promZnnych x a x, které maji X - rozd&lenf s
m a m' stupni volnosti. Pro m,m'—;oo se hustota (9) bliZ{ k normdlni, ale
pom&rné pomalu (viz obr, 16). Pro m=1 se F - rozd&leni redukuje na Studen-
tovo (pfesn&ji na t2) 8 m'stupni volnosti. Pro m'$% mé jmenovetel v (11)
normdlni hustotu oo st¥ednf{ hodnotou 1 a disperzf klesajici Jeko 2/m§ ve-
liZ¢ina mF mé tedy rozddlenif, které se bliZ{ k 'Xz s m stupni volnosti,

PomZrn Zasto se pouZivd také ndhodné proménnd z=-%1nF=1nJ-'. Jejl

rozd&len{ se oznaZuje jako Fisherovo a md proti F vyhodu v rychlej3im pii-
blfZent k normélnfimu rozd&leni pri zvit3ovénf m a m’.



N €%

Obr, 15. t - rozd&leni s riiznym poltem etupﬁﬁﬂ;siﬁbsti n ;rlimitni nor-
mdlnf{ rozd&leni.

L 1 ! L 1 T 1

f(x)

1.2 |

2.8 -

L 1 1 1 1 1
[} 1 2 3

X
Obr. 16, F - rozdsleni s riznym poitem stuphid volnosti m=n'(plné Zéra)
a norméln{ rozd&len{ se stejnou stredni hodnotou a disperz{ jako
mé F pri m=m=50, t.j. N(1.04, 0.0925) (&érkovand téra).
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9. Dal3{ modelovéd rozd&lenf, souvislost n&kteryech rozdsleni

Radu z#ékladnfich rozdélenf popsanych v pfedchozich paragrafech doplni-
me ndkolika dal3{mi uZitednymi typy.

Multinomické rozdéléni

mé k-rozm&rnd diskrétni néhodné prom&nnd nabyvajici{ celych nezdépor-
nych hodnot rl',...,rk z rozmezi{ O0,1,...,N s pravd&podobnostmi
ry r

]
N: Py ...pkk . (1)

rl!...rk!

P(rl,...,rk) =

Pfitom jsou parametry PyseccsPy nezépornd redlnd &1sla takovéd, Ze
p1+..+pk=1. Stfedni hodnoty e disperze Jjsou
E(ri) = Np; , D(ry) = Npi(l-pi) ’ {2)

smi3enéd druhé momenty a kereledni koeficienty

Dry,r;) = -Npspgy» Q454 = '\[Pipj/(l-pi)(%?j) pro i # 3. (3)

Je to zobecnini binomického rozdélenf{ na p¥ipad, kdy mé pokus vice neZ

dva moZné vysledky. Vztah (1) udévé pravdépodobnost, Ze dostaneme ry vy-
sledkd typu i v N nezdvislych pokusech, kdyZ P Je pravd&podobnost vysled-
ku typu i v jednom pokusu. Multinomické rozd&leni popisuje napifklad Zet-
nosti v k sloupeich histogramu s celkovym po&tem uddlosti N. Koreladni
koeficienty (3) jsou zdporné, zvEt3eni poltu v jednom sloupku vede k prav-
d&podobnému zmen3eni po¥tu v kterémkoliv Jjiném sloupku histogramu. Prc
velky podet k jsou pravd&€podobnosti malé; pi<(1. Disperze ze vztahu (2)

je pribliZn& D(ri)ﬁszi = E(ri) a ndhradou stfedni hodnoty poltem udédlos-
ti ry dostaneme uZitefnou eproximaci st¥edni kvadratické odchylky

ory) = 652y (4)

Rovnom&rné rozd&leni

mé spojitéd néhodnéd proménnéd, kterd nabyvéd libovolné hodnoty z inter-
valu {a,b) s konstantni hustotou

£x) =2—, x€(@,b)- (5)

Stfednf hodnota, disperze, asymetrie a exces:

B(x) = (a+b)/2 , D(x) = (b-a)?/12 , §3=0, y3=-1.2. (6)
Charakteristickd funkce:

_ sinh[it(b-e)/2] _it(b+a)
A(e) = G R A (7)

Rovnom&rné rozd&leni mife popisovat napffklad chyby, vznikajici zaokrouh-
lovénim &isel.
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Beta - rozdé&leni

mé spojitéd néhodné promdnnd s hodnotami z{0,1) s hustotou

< _N(n+m) 21 (1-x)-1
£(x) _—P(m)f'(n) (1-x ’ XE()’]-)v (8)

kde n,m jeou paremetry (celé kladni ¥{sla). Stfednf hodnota a.disperze:

D(x) = I )
_(m+n)2(m+n+1) ? ¢

E(x) = —2—,

aeymetr'ie a exces:

I 2(n-m) Ven+l oy L 3(m+n+1) [2(men)? +_Jm+n-6)]
1 Vam (m+n+2) 2 mn(men+2) (men+3)

Toto rozd&len{ se uplatiuje v pipadech pmménnjch.ohraniéenjch shore 1.
zdola. Zvlé3tnim p¥f{padem je rovnom&rnd rozddleni (m=n=1). NZkolik hustot
typu (8) je nakresleno v obr. 17. ' '

(10)

Exponencidlni rozdéleni

mé epojitd ndhodné proménné nabjvajfci kladnych hodnot s hustotou

£(x) =-Z'—;exp(-?-1-). x>0, (11)
kde g0 je redlny paremetr. Stfedni hodnota, c_lisperze, asymetrie a exces:

E(x) =, D(x) =42, f1=2,¥,=6. (12)
Distribu¥nf a charakteristickd funkce:

F(x) = 1-exp(-§) , X(t) = (Q-ut)-L, (13)

Typické pouZiti je nédsledujici: predpoklédejme, Ze uddlosti vznikajf né-
hodn& s konatantni rychlosti (po¥tem za jednotku Zasu) V. Pravddpodobnost
vzniku N uddlost{ za &as t je déna Poissonovym rozdZlenim (§7) se stiedni.
hodhotou Vvt. Pravdépodobnost., Ze v intervalu {0,t) pozorujeme alespon _
jednu uddlost podle vztahu (7.4) rovna 1-P(0)=l-exp(-¥t)Cast, b&hem kterého
zaregistrujeme alespon jednu udédlost, Jje tedy néhodnd. prom&nnd s distri-
bu®ni funkef typu (13).

Dvojné exponencidlnf (laplaceovo) rozddleni

mé promEnné nabyvajici libovolnych hodnot s hustotou

f(x) =-‘:—exp(-"hlx-[tl), --(14)
A)O,fl. jsou redlné parametry. Stfednf{ hodnota, disperze, asymetrie a exced:
E(x=, D(x)=2/N , 320 , {3 . (15)

Pro velké |x| ubjvd hustota (14) pomaleji neZ pro normélni, ele rychleji
meZ pro Cauchyovo rozd&leni (19).
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Obr. 17. Hustoty beta-rozddleni s riznymi parametry n,m.
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Obr. 18. Hustoty gema-rozdilenf s rdznymi hodnotemi e=
normélni rozddleni N(1,1/16), Sérkované Zéra.

b, plnéd Zérea;
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Gama ~ rozd2leni

Je z2adéno hustotou

b-1
exp(-ax)

kde a,b jsou reélné kladné parametry. St¥edni hodnota, disperze, asymetrie
a eices:

E(x)=b/a, D(x)=b/a’®, 32405, y,=6/b- (17)
Charakteristickd funkce: X(t)=(1-it/a)~P, (18)

Toto rozd&leni je uZitedné v p¥ipadé prominnych ohranienfch shora nebo .
zdola, Zvld3itnim pf{padem je exponencidlnf (b=l) a Kz - rozdZleni (a=1/2,
b pfirozend). Soufe!l n nezévislych néhodnych promEangch s exponshciélnim'
rozdélenim (11) mé game-rozddleni s b=n, a=l/4. Hodnota parametru a ovliv-
nuje pouze mé¥{tko prom¥nné. S rostoucimi hodnotami &,b se pii a=b rozdid-
leni (16) rychle pfiblifuje normélnfmu N(1,1/a). V obrézku 18 je nakresle-
no nZkolik hustot (16); k¥ivka s a=b=l je hustota exponencidlniho rozds-
lenf (11) se stiedni hodnotou &=1. |

Cauch~va rozd2lent

rd spojitd ndhodnéd proménné, nabyvajic{ libovolnyeh redlnych hodnoi
s hustotou a charakteristickou funkei

£f(x) = %‘,— #, X(t)=exp(-lt[ ).. {19)

Stredn{f hodnotz, disperze, esymetrie ani exces neexistuji. Polohu rozds-
len{ (19) mdZe charekterizovat medidn nebo moda (oboji nulové), rozptyl
kolem nuly t¥eba polodifka v poloviZnf vy3ce (jedniZka). Ve fyzice se
hustota (19), zapsand ve tvaru

£(x) = = X

(20)
W P2+(x-

2_"
;-0)

oznafuje Jjako rozd&€leni Breita-Wignera. Paremetry x, alfuréuji modu & po-
lo31ifku. Srovnéni Cauchyovy a normédlni hustoty Jje v obr. 19.

Modifikace modelovych rozdd3lenf - od#{znuti

Jednim z nejdast&jdich defektd pfi pouZiti modelovych rozd&leni je
skutednost, Ze oblast moZnych vysledkl mZ¥en{ nenf nikdy nekonelnd. Ne-
pr{iklad v § 13 pfedpokldddme moZnost nemé&Fit libovolnou kladnou hodnotu
doby %ivota ¥dstice; odvozujeme ji v3ak z délky stopy, kteréd je omezena
rozméry registradnino zarf{zeni. Tento nedostatek se dd korigovat tak, Ze
zachovéme funk&ni tvar hustoty f(x), ale od¥fzneme intervaly hodnot, kte-
ré nemohou nastat. Pro rozd3leni v intervalu (a,b) musfme ptivodni £(x)
normovat: .

£

Flx) = sy, xela,b), (21)
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kde jsme distribu¥ni funkci p¥isludnou k hustotd f(x) oznadili jako F(x).

Souvieglost né&kterych modelovych rozdZlent

V obrdzku 20 je schematicky vyznaZena souvislost vybranych modelovych
rozd&leni. Pro n&které hodnoty parametrd, vE&t3inou v asymptotické limitg,
pirechdzi rada rozddleni y jiny typ. Centrélni postaveni normélniho rozd&-
lenf v tomto schematu Je Jjednim z ddvodd Jeho extrémni uZitefnosti,

) ~—
£ GO /N

Obr. 19. Cauchyovo (plné &éra) a norndlmi (N(0,l), Zérkovand &éra)

rozdé&lent.
multinomiecké binomické p—>0 Poissonovo
N, k, k=2 N, P Np>M M
——>
Pyrece 1Py .
N— 00 R—>oo éL—acn
normélni
—y00 m,m' —poo n —y o0
7(2' m'—» oo F m=4 Studentovo
-~
n m, m n

Obr. 20. Souvislost modelovych rozdé&leni.
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I1I. Odhad parametrd
—— =

10. ietody statistického odhadu parametrd

Ve velké v&t3in& pf{padl je cilem m&feni ur¥it hodnoty neznémych ve-
1:%in, které budeme oznalovat jako parametry. N&kdy je cfl Jiny, totiZ
posouzeni sprdvnosti jednéd nebo nékolika hypotéz; v takové situaci se po-
uzfiyn;i' statistické metody testd hypotéz, kterymi se budeme stru¥né za-
byvet v Edsti III. V dloze urfeni hodnot parametrf z nam&fenych dat bude-
me rozliSovat dv& moZnosti - pfimé a nepiimé m&feni. V prvnim pifpad® je
matenyr ddajem p¥fimo hodnote hledaného parametru,'v druhém je souvislost
mifenych dat s hledanymi parametry vyjédfena zadanym funkinim vztahem,
tzv. modelem. PPimé mé¥eni miZeme samoziejm® chdpat jako trividinf p¥{ipad
m&Fent! neprimého. OdliZujeme Jje kwili Jednoduchostl, ve které vynikne
podstata statistickych metod.

Vysledky m&Feni jsou hodnotami néhodnych promEnnych, al ui v disled-
ku néhoénych chyb v procesu m&fen{ nebo proto, Ze se samotny studovany
objekt ?#{d{ pouze pravddpodobnostnimi zékony. Hodnota parazetru odhadnu-
téd z méfeni Jje tedy také néhodnéd a nejiplnZj3f moZnd informace o ni jJe
jeji rozddleni, Budeme co nejdisledndji pouZivat statisticky termin ochad
paranetru misto b3Zn&j3iho "urdeni" (nebo "zméPeni"), protoZe vyjadfuje
tuto podstatnou okolnost. Pro oznaleni odhadu parametru C budeme uZivat
symbolu G

2 jednoho souboru namifenych dat je obvykle moZné sestrojit mnoho
riznych odhedd hledaného paremetru., Odhad ge funkci namdfenych hodnot,
Kterd se ve statistické terminologii oznaduje jako "statistika™ (tohcto
terminu uZivat nebudeme). Z rdznych moZnosti Je tifeba vybrat nejvhodndj-
1, solnujfci Fadu p¥irozenych ooéadavkﬁ. Zékladni vlastnostii by m&la byt
tzv., konzistence., Metoda odhadu se oznaduje Jako: konzls«entni, konvergu-~
;Z-1i odhady ke skutené hodnot& parametru pfi zv&tSovéni po¥tu m&feni,
Konzistence odhadu zarutuje, %e s pomoci dostatedn& velikého poltu mEieni
dokdZeme "lokalizovat" neznédmy parametr s libovoln& velkou pFesnosti.
Napfiklad zékon velkych &isel (§5) ¥ikd, Ze aritmeticky primér je konzis-
tentnim odhadem stiedni hodnoty.

a Dal3f pot¥ebnou vlastnosti dobré metody odhadu je nestrannost, OJhad
© parametru 90 je nestranny (nevychyleny), jestliZe Jjeho stfednfi hodnota
v%2dy (rozumi se pPi kaZdém podtu N nam&ienych udaji) rovna 96:

E(§)-8, = E(8-9,) = O. (1)

rizistence a nestrannost jsou schematicky znézorn&ny v obr. 21. Je tieba

s+ uv&domit, 2Ze zuzeni hustoty f(g) pii zvit3eni podtu m&feni neznemens,
2e konkrétni hodrota konzistentniho odhadu S musi byt bliZ ke skutelné
hodnnté Q. zv&t3{ se pouze pravd&podobnost. Ze se to stane.
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konzistentn{ konzistentni nekonzistentni
nevychylepy vych¥leny . vychyleny
A
#9) }
< 8"
- N . e R L
Obr. 21. Hustoty pravd&podobnosti odhadu © pro rizné po¥ty N m3fenjch
ddeji. b

Je-1i e nevychylenym odhadem e ’ neznamené to je3té&, Ze nevychyle-
nym odhadem n&jaké funkce h(8,) je h(e). Napriklad, mé-1li 9 atandardni
normdlnf rozdslentf, tedy stfedni hodnotu nula, mé kvadrét CE rozd&leni
X? se stredni hodnotou 1 (srovnej hustoty v obr. 4 a 10). Pro st¥ednt
hodnotu kvadrétu dostaneme z (3.4)

PN A 72 A '
5®) = [e®)]" + o(dy (2)

odchylka od kvadrétu stPednf hodnoty je rovna disperzi D(g). P¥i zuZové-
n{ rozddlent konzlstentniho odhadu s rostoucim poltem m&feni{ se vychfle-
nost odhadu h(B) zmen¥uje., Uplatnuje ae to®iZ pouze malé. oblast argumen-
td, ve kterd se dé funkce h aproximovat 11neérné (viz (3.27)).

Efektivnost odhadu

Vyhodné Jjsou takové odhady, jejichZ rozdéleni xolem hledané hodnoty -
je co nejui3f, Vhodnou mirou 31¥ky rozdéleni 9 je disperze D(O) k hod-
noceni efektivnosti pouZivéme podfl Dmin/D(e) kde D nin je nejmens{ moZ-

né disperze mezi v3emi odhady. Obvykle se daiff celkem snadno najit asymp-

totickou efektivnost v %imité N300 (N -je- podet zm&fenych vdajl). Je-li
D(§)=Dmin, oznaluje se & krétce. jako efektivni odhad.

Odhad intervalem a oblasti hodnot

Ustélenou formou udévéni vyeledkd m&feni jsou intervalové odhady.
Nam{sto jedné hodnoty 8 (to je tzv. bodov§ odhad) je odhad parametru vy-
jéddren intervalem (eé,eb), ktery se zadanou.pravdépodobnosti P obsahuje
hledanou hodnotu @,. To znemend, %e pr¥i opakovédni celéhc m&fenf sice bu-
dou vychézet rdzné intervaly, ale zhruba v nP piipadech z celkového podtu
r bude hledané hodnota uvnit# intervalu. Prc zedené P lze najit vice in-
tervald s toutc vlastnosti 2 je treba vybrat optimélni - to je nejlastdji
interval nejmensi délxy(pro "nejpresndjdi iokelizeci" nezndmé hodnoty),
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Takto vybranému intervalu se ve statistice ?ikd kxonfiden®ni interval s

pravdépodobnostnim obsahem P, nebo interval spolehlivoati.

zd&lent
Intervalovy odhad Jje zpravidla zaloZen na znalostlvbodového odhadu

6. Velmi Zasty je prfipad, kdy md 9 normélni rozdéleni se znémou disperzi
G% zdpisem

8te
rozumime interval (6-6} 6+5), ktery mé podle (4,6) pravd&podobnostni ob-
sah P=0.683, Je to tzv. interval s jednou stendardni odchylkou. Pravd&po-
dobnostni obsah 0.683 uddvanych intervald by m&l byt dodriovén a v p¥ipa-
a8, Ze je jiny, m&l by byt uveden spolu & intervalem. Hodnota P=0,683 ne-
mé jiné oprdvnéni neZ tradici a souviulo t se standardni odchylkou normdl-
ntho rozd&leni. Podobnd interval 0-26 podle (4.6) s P=0.954, se Zasto u-
vaddi Jako vysledek méfenf - v p¥ipad&, kdy chceme standardni pravd&podob-
nost 0.683 zv&t3it., Mezi délkou intervalu a jeho pravdZpodobnostnim obsa-
hem je tfeba vybrat rozumny kompromis.

Odhadujeme-1i nékolik parametrd soulasné, udévéme oblast hocdnot, kte-
réd se zadanou pravdépodobnosti obsahuje hleddny bod prostoru parametrd.
V nédsledujicich odstaveich se budeme hledénim takovych intervald a oblas-
t{ n&kolikrdt zebyvat.

Z bi%nych metod odhadu vybereme dv& nejdileZitZj¥f, které zpravidla
dévaJi vysledky s poZadovanymi vlastnostmi (konzistence, efektivnost).
ProtoZe v tomto mist& chceme vysvdtlit podstatné myélenky metod, budeme
hovofit o jednom parametru; technické detaily postupu s vit3im poltem pa=-
rametrd jsou v ndsledujicfch odstavcich (zejména §§ 15-17).

Metode maximdlnf v&rohodnosti

Pfedpbklédéjme, Ze nezévisléd nam&¥end hodnoty Yyreoesdy jsou ndhodné

&1sla popsand hustotami f(yile), z2éviglymi na hledaném parametru @, Odhad
je moZné zamloZit na prinecipu maximélni v&rohodnoti - najit ho tak, aby s

hodnotou 6 byla nam&¥end deta pravd&podobnZj3f{ neZ s Jinymi hodnotami &.

Hustota pravd&podobnosti N-tice nezdvislych néhodmych prom&nnych je rovna
sou¥inu jednotlivych hu§tot:

L(yyyee-yyl®) = [ L2z 10 (3)

PFi dosazeni nam&fenyth hodnot y; je L funkef ©, pro kterou zavedl Fisher
oznaenf funkce virohodnosti a pouZil ji X formulaci metody maximélni v&-
rohodnosti: pro hodnotu 3 md L(6) meximum. Je nutné si uv&domit, Ze pro-
mEnné © nenf néhodnd; zachézime s ni tak, Ze zkoudime, jak velkou. véro-
hodnost L majf jejf moZné hodnoty a pro odhad vybiréme bod maxima. 8 uz
oviem je néhodnou prom&nnou, protoZe p¥i opakovéni mé&fent vyjde Jjind
N-tice y; a tedy i jind funkce L(8).

Podmfnku maxime L miZeme zapsat jaxo pocainku maxiea logaritmu L
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(L & 1nL maj{ extrémy ve stejnych bodech):

N
1nL = )" 1n £(y;]@). (4)
i=1
V&rohodnoast miZe mit n¥kolik maxim, Déd se ukézat, Ze prévd Jjedno z nich
dévéd konzistentni odhad a v asymptotické 1limitd Noo je to meximum abso~-
lutnf{. Pro konedné N je v3ak vybidr sprévného maxima v "patologickyech" p¥i-
padech (maxim je vic neZ jedno) problematicky; obvykle je tfeba hledat
dal3{ informace o m&Ffeném objektu.

V3echny ddaje potiebné k uréeni'rozdéleni odhadu & Jsou obseZeny v
huatotéch f(yile), zdiraznime Jje3td& aednou, Ze funkce vérohodnostl L(e)
neni hustotou pravd&podobnosti odhadu 8. Prakticky se hustota 8 a4 najit
v n&kterych jednoduchych a pfitom ddleZitych pfipadech. V nédsledujicich
odstavcich uvidime, Ze odhady majl typicky rozdé&€lern{ normélni nebo blizké
k normélnimu. Obecn& je hledéni hustot odhadl znalné& obtiZné, funkini zd-
vislost 9 na méfenych datech ¥ je déna pouze implicitn¥ - podminkou ma-
xima virohodnosti. Potééitelné Jje zjednoduleni pro N->o ; za velmi obec-
nych podminek maj{ odhady, diky platnosti centrdlni limitni v&ty, normdl-
ni rozdfleni, Pro disperzi o vychdzi v 1imit& jednoduché formule

-1
(&) = ( -Zink (5)

262 =0
je to zdroven minimélnf moZnéd hodnota disperze. Odhad metodoﬁ maximdlni

vErohodnosti je asymptoticky efektivnf.

Metoda nejmen3ich &tvercd

Abychom mohli pouZit metodu maximélnf v&rohodnosti, musime zndt roz-
ddleni mdFenych hodnot v zdvislosti na odhadovaném parametru. V metodé&
nejmensich &tvercd stadi znalost zév1sloati st¥ednich hodnot E(y. \9) a
disperzi D(yjl 19) na parametru @, Odhad 8 hleddme, 2za pfedookladu nezévis-
losti naméfenjch Yi» 2 podminky minima sou¥tu Etverecd odchylek

(6)

2“: [y -vuie)]”
1 blyle)

Vybiréme tédy takovou hodnotu, pro kterou jsou o&ekdvané (modelové) stied-
n{ hodnoty co nejbliZe nemdfenym ¥ie Pritom poZitédme s tim, Ze pro hleda-
nou hodnotu 8, budou odchylky yi-E(inO ) zpravidla tf{m v&t3{, E¥{m v&t3{

Je disperze ¥;. Proto jeou v sum& (6) kvedréty odchylek nésobeny tzv., va-
hou l/D(ylle). Cim vEt3{ je disperze i-tého bodu, tim men3i je jeho véha
a relativn{ prfisp&wek do sou¥tu; podminka minima S povoluje v tomto bodd&
v&t31 odchylku. Neopak, modelovéd a nam¥fené hodnota s malou disperzi musl
byt blizké; velkd véha v soudtu Etvercd ovlivauje vybér odhadu v tomto
smEru,
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Odhad 6 ae nezmdni, ndaobime-li v3echny &leny v soudtu (6) stejnou kon-
stantou. To znamend, Ze nen{ tifeba zndt v3echny disperze D(y. \e), stalf
jejieh relativni velikosti. Jeou-li v3echny D(y [ ®) stejné a nezévislé
na @, neuplatni se v odhadu e z nejmen3ich étvercﬁ vibec; potom hledéme
minimum sumy

N 2
= Z[yi-g(yil e>]2 =2 pifi@) . . (D
i=1" i=1

Zde jsme zavedli nové oznaZeni f,(8) pro funkini zévislost iité hodnoty
modelu m&fenych hodnot na parametru. Takovy zdpis. je bdinf v situaci, kdy
méfené hodnoty ¥y Jsou soudtem

¥y = £.(8)+g (8)
hodnot modelu 2 néhodné chyby €; s nulovou stfedn{ hodnotou. Cgsto.jsou

métené ddaje ziskédny pifi rdznych (zndmfch) hodnotdch n&jakého parametru
x, coZ zapi¥eme symbolicky Jako

y; = £(x,,8) + &, 9)

Pozoruhodné vlastnosti mé odhad metodou nejmen3ich &tvercld v piipa-
d% linedrniho modelu, kdy E(yileyplineérni funkei @ a D(y;|©) na © nezé~
visi. P¥edev3im jsou odhady z minima S linedrnfmi funkcemi ¥so jsou ne-
vychylené pri libovolném N a maji minimdlni disperzi ze v3ech moZnych ne-
vychylenych linedrnich odhadd (Geussova-Markova v&ta). Tyto vlastnosti
nezévisel na rozdéleni dat, jsou ddny pouze linearitou modelu,

Rozd&leni dat

Maji~1i m&¥ené hodnoty y; normélni rozd¥lenf (4.1) se stfednimi hod-
notami 3 (©) a disperzemi 62 nezévislymi na @,

y.-f.(e)]
f(y.l8) = —_ 1 {_[ 1 1 } (10)
y;! ﬁei exp =z 2 .

vyjde velmi jednoduché souvislost logaritmu v&rohodnosti (4) a souitu
Etvercd (6):

N -t (8) 2
1nL=Z{ [y ERCICI P~ 6’1}= -—':--z'_ln(J‘ 6). Qb
i= | :

ProtoZe druhy &len na prﬁvé strand (11) na @ nezédvisi{, meximum v&rohod-
nosti L nastévéd pro tutéZ hodnotu 6 jeko minimum souZtu &tverch S, Ob&
metody odhedu Jjsou v tomto pfipadé ekvivalentni.

Data, kterd maji pfibliZn® norméln{ rozd#leni, se prakticky vyskytu-
31 velmi Zesto; jejich zpracovéni budeme vZnovat nejv&t31 pozornost. Je=1i
rozddleni jiné a pritom znémé, je obvykle vyhodné vyuZ{t metodu maximdlnt
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wdrohodnosti, S odhadem parametrd z dat 8 rozddlenim jinym neZ normélntim
ae setkédme v §§ 13-15. V pFfi{pad® neznémého rozd&leni dat Jje zpravidla
preferovéna metoda nejmen3ich &tvercd, diky Jjejim optimélnim vlastnostem
pro linedrni modely (nezévisle na rozd3lent). Formulace odhadu je jedno-
duchd a ndzornd, co% Jjistd pPrispivd k popularit® této metody; pouZivd se
velmi &asto pro nelinedrni metody, kdy uZ diskutovanéd optimdlni vlastnos-
ti nemd.

Volba metody odhadu by mZla byt adekvédtni ddleZitosti Fe3eného pro-
blému a nédrofnosti experimentdlnf préce. Bylo by nesmyslné znehodnotit
v¥sledky obtiZnych m&¥eni na dréhych aparaturich Jednoduchou neefektivnf me-.
todou. Na druhé stran¥ je v mnoha situacich hledénf optimélnt metody ne-
pfim&fend ndrofné, mnohem vyhodnZj3{ miZe byt pou%iti mdlo efektivn{ me~
tody s tim, Ze potfebnou piesnost zajist{me tieba opakovénim mZfent,

Pozndmka o inverzni pravd&podobnosti

V predchozich dvahéch jsme hledany parametr 8, povaZovali za pevnou,
i kdyZ neznémou, charakteristiku m&feného objektu, kterd se projevi v roz-
d&leni odhadu 6. Pomoci symbolu podminZné pravddpodobnosti (§1l) oznalime
hustotu odhadu f(aleo). Fekt, Ze ridzné hodnoty @, vedou k riznym rozdile-

lenim odhadu umoZnuje formulaci pravd&podobnostnich zévErd o souvislosti
A
hodnoty © ziskané z konkrétniho m&ifeni s hledanym 90.

O problému hleddni 9 se déd hovofit uplné& jinym zpisobem: pozoro-
vané hodnota © speclflkuae, kterd z moinych hodnot 6 jsou vice a které
méng pravdépodobné. Tento pohled na. problém odhadu ae vyJjéditen zavedenim
rozd&leni p(8, \9) ve kterém je 6, proménnou e 8 podminkou (obrécen¥, neZ
v hofej31 hustoté f(e]e )). Pravdépodobnostl p se oznadujl jako inverzni.
PouZit{ pojmu inverzn{ pravd¥podobnosti miZe byt velmi pritaZlivé; otdzka
" jakd je pravd&podobnost toho, Ze skutednéd hodnota Jje eo, kdyZ z m&fent

vychéz{ 87 se zad byt poloZena sprévn¥. Manipulace s p(Oolg) je zaloZena
na Bayesov& teorému (1,10), piesn&ji refeno na jistém zpisobu jeho intepr-
pretace. Nebudeme se. timto prdblémem zabyvat, odkdZeme pouze na podrobnou
e zajimavou diskusi v knize [14]. P¥idrZfme se b&Zného chépédni odhadované
veliZiny Jjeko neznémé konstanty a inverzni{ pravddpodobnost p(9 [6) pouzi-
vat nebudeme,

11, Pf{klad mé&feni &asového intervalu

UkdZeme, jak se dajf prostiedky teorie pravd&podobnosti a matematic-
ké statistiky pouZft v konkrétnim p¥ipadd - p¥i zpracovéni dat ziskanych
ruénim m&fenim znémého &asového intervalu t°=23 z pfikledu v § 2, Cely po-
stup zaloZfme na piedpokladu, Ze se rozd&leni nam&fenych hodnot d4 dobie
aproximovat normélnf hustotou; k posouzeni vhodnosti této aproximace se
vrétime na konci tohoto paragrafu. V3e co se déd Fici o Zetnostech moZnfch
vysledkd m¥&Feni je tedy obsaZeno ve dvou parametrech normélnfiho rozd&lent
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(t,-t )2
1l i "o
£(t S——exp| - ———— . 1
Voepew [ 262 ] o

St¥edni hodnota Jje rovna hledanéd velilind t a disperze 6 (nebo standard-
n{ odchylka®) charakterizuje chyby m&Fent.

Zapomenme na chvili, %e stifedni hodnotu t, znéme; nasim dkolem je
odhadnout t  a 62 2 nam&¥enych hodnot t,,i=1,...,200, Ptéme se: kterd

Eisla to a 62 v normélnim rozdsleni nejlépe souhlas{ s tim, co jasme ve
dvou stech m&reni zaregistrovali? Nejlep3i{ dosud znémé odpovdd na tuto
otdzku je ta, Ze je tlfeba parametry najit tek, aby s nimi byla prévé ta-
to naméi‘end data nejvErohodn&jsf{ (§ 10). ProtoZe predpokléddme nezévis-
lost jednotlivych ty) je hustota pravd&podobnosti N-tice vysledkd rovna
soufinu hustot (1)

2
N (t;-t)
L= [—[ 1 exp [- _L_o__]. (2)
is1 V2T 26°
Maximum vE&rohodnosti L najdeme neglépe Jako maximum funkce
N -
nL(ty, 62) = - 57 imto) N (3562 100 | (3)

Z podminek maxima ¥(1nL)/dt, =0, ?(1nL)/96%=0 dostaneme odhady

N ~ N _
t, =% 2t & =% 3 (1,002 (4)
1= i=1

Podminka maxima L vzhledem k ty Jje totoZnd e podminkbu minima soudtu
Ztvered odchylek ti-to. .
. . A
Z kompletnich dat (N=200) vychdz{ v naSem p¥iklad& t°=1.992818,

VGZ =0,13358. To jsou ov3em hodnoty néhodnjch promérmjch ~ pfi opekové-
n{ celého experimentu budou vychézet riznd, Rozdéleni t je podle (4.8)
a (1) norméln{ se stfednf hodnotou t, e dieperz{ D(t )= G'%IN Rozd&leni

4]

néhodné prom&nné N6 /62 Je X2 8 N-1 stupndm volnosti (§ 8); gz ze vztahu
(4) se totiZ? dé4 napsat jako souZet N-1 kvadrdtd nezévislych linedérnich
kombinact{ velidin t;, 2z nichZ kaZdé4 méd stfedni hodnotu nula a disperzi

. . “ A
62, Instruktivni je ovdfeni tohoto faktu pro N=2, Odhed 62 Jje vychjleny,
proto%e st¥edni hodnota rozd&leni XIZ‘I-I je N=1 (viz(8.2)), odkud vyJjde

o2

st¥edni hodnota E(gz) = 6'2(N-1)/N#62. Podminka konzistence odhadu 62 ov-
Sem splnZna je (pro N3o© je E(?)-—?Gz). Je ztejmé, Ze nevychylenym od-
haedem disperze 62 je velidina
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r~oa A ;
2’ N 2 1 N2
6" =§.76 =~ N-1 E {ty=t )" (4a)

pro v8t&1 N je ov8em rozdil mezi.odhady (4) a (48) nepodstatny.

Znalost rozdélent t a 6° umoZiuje zformulovat vysledek m&¥eni, to-
i% pravd&podobnostni zévéry 0 souvislosti t 8 hledanou hodnotou to. Né-
hodné proménnd

" A
(to—tglAﬁ /R - to—to
A
‘\lNG"/[(N—l)Gz] J?/(N-l)
md podle (8.8) Studentovo rozd&leni s N-1 stupndm volnosti. Ozna&fme-li

(5)

! 2
N(N-1 {—; (t -t°> , (6)

miZeme vypolist pravdépodobnost fe t, leZi v intervalu (t -k5 y +k5)

tt-tl

<k)= Fy_y (K)-Fy - (-K)=2F_,(k)-1,

A N
P[ioe(to-ks,to+k8) = P(l s

pomoc! distribulni funkce FN-l Studentove rozd&leni s N-l'etupném volnos-
ti. ProtoZe pFi N-1=199 Je Studentovo rozdZlen{ prakticky totoZné s nor-
mélnim, je pravd&podobmoat (7) rowvna 0,683 pro k=1 a 0.954 ﬁ
ore k=2 (srovnej e (4.6)). M&li bychom zachovat konvenci e udat jako v§-
sledek m&ren{ intervalovy odhad s pravddpodobnostnim obsahem 0,683, kte-

fa)

rym je t §, !

{1.9928 ¥ 0.0095)s. (8)

Shrneme smysl tohoto vysledku. S pravddpodobnosti 68.3% obsahujf tekto
z{skend intervaly t - 5 sprdvnou hodnotu t, (p¥i mnohonésobném opakovéni

bude v 68,3% pripadd t, v mezich intervalového odhadu, ve zbylych 31,7%
mimc n&), Pritom vime, Jjakym zplsobem musime zmEnit délku intervalu, aby
se jeho pravdépodobnostni obsah zmé&nil, Chceme-1li "mit v&t31 ;jist,ot.u;i Ze
Jjsme sprévnou hodnotu v intervalu zachytili, musime ho zv&t3it. Vyhovuje-
-1i pravd&podobnost 95.4%, vezmeme interval t - 28', obecny ndvod je pod-
le (7) obaaZen v distribu&ni funkei t-rozdéleni.

Odhad podle (8) sprdvnou hodnotu t, =28 obsahuje; hru ndhody bychom
pozorovali opakxovénim m&Fenf. Méme véak dobrou moZnost ilustrovet statis-
tické zédkonitosti tak, Ze budeme naméfeny soubor dat povaZovat za opakova-
né méfeni (¥ekn&me Ztyricetkrdt) menStho poZtu hodnot (p&ti), Vysledné
intervalové odhady s N=5 jsou graficky znézornény v obr. 22 svielymi usel-~
xami, jejichZ stfed je v t a krajni body v t -5' £ +8

2 prvnich ¥tyr p¥tic t, napfiklad vy#ly odhady
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t(s)
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1.85 | I ‘ 4
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islo méreni
Obr. 22.- Intervalové odhady t, 2 pitic nam&fenych hodnot Zasu.

T T = T T Y
1.0 -

2F (k) -1

p.8 -
.

0.954

T
1

2.8 I 1 1 1 ] 1

2 2 4 6
k
Obr. 23. Distribu&nf funkce F(k) Studentova rozdsleni. Nakresleny hodno-

ty F,(k)-F (-k)=2F (k)-1 pro pofty stupnd volnosti n=1,...,10

{plnd &éra) a limitni normélni distributni{ funkce (Zdrkovand ¥éra)
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(2.030%0.032)s, (2.058%0.059)s, (1.963%0.057)s, (1.862%0.025 )s. (9)

V obrdzku 22 vidime nézorn& souvislost odhadu & sprévné hodnoty. Shodu
pravdépodobnostnich tvrzeni o intervalovych odhadech a pozorovanou skutel-
nosti posoudime kvantitativné,

Ze TtyFiceti intervald v obr. 22 jen dvacet obsahuje eprévnou hodno-
tu t,. S pomoci tabulek v dodatku D2 zjistime, Ze pro N-1=4 stupn& volnos-
ti ae pravdépodobnoat (7) zhruba P=0.62 (a ne 0.683 jako v pr{ipadé velké-
ho Ni) pro interval Y -59 t.j. k=1, PoSet n piiznivych pfipadd (interval
ohsahuje t ) Jje néhodna velidina s binomickym rozd&lenim. Jejf st¥edni
nodnota je 40x0.62=24,8 = odmocmine z disperze V(40x0.62x(1-0.62))= 3.1
(viz § 7)., Krom& velmi pravd&podobnych hodnot (25,24,26 atd.) se tedy p¥i
opakovéni celého pokusu obZams objevi pondkud mendi nebo v&tE{ polet priz-
nivych pfipadd., PouZijeme-~li aproximace binomického rozd&leni normélnfim,
dostaneme pomoci distribuéni funkee (4.5) pravdépodobnost, Ye po¥et piiz-
nivyech prfipadd bude mens3i neZ stfednf hodnota alespon o tolik co v nadem
piipadé&:

P(n 20.5)= §(20:5-24:8) 20, qg3
3.1
Neni tedy celkem Zédny divod k podezteni, Ze na3e intervalové odhady ne-
maji poZadovany vyznam. Pokud jde o pofet p¥{znivych pfipadd v obr. 22,
pozorovali jsme orost® vysledek, kterf se objevi zhruba jedenkrét v kaZ-
dych dvandceti opakovénich. .

HoreJ3{ dvaha je jednoduchym pfikiadem statistického testu hypotézy.
Testovanou hypotézou je pravd&podobnostni obsah P=0,62 intervalového 0d-
hadu, pfedpovidajic{ prostfednictvim binomického rozd&leni pravdZpodobnos-
t1i v3ech moZnych vysledkd. Je=1li pravd&podobnost pozorovanédho vysledku
pi{1i3 mald, méme pochybnosti o sprévnosti hypotézy. Zrejm¥ neni moZné
urit presnou hranici pravdZpodobnosti pro zamftnut{ hypotézy, protoZe
i mélo pravd&podobné jevy mohou nastat. Musime se smifit s omezenymi moZ-
nostmi, které méme p¥i studiu ndhodnyfch jevi. To samoziejm& neznamend, 2e
vysledky statistickych testd jsou bezcenné. Kdyby polet piizmivych piipe-
dd v obr. 22 byl nepfiklad jen 15, m&li bychom pédny divod k domndnce, Ze
je testované hypotéze nesprdvné (tekovy pripad, pokud je hypotéza sprévnd,
nenastdvé &estdji neZ asi jednou v tisfci pokusech).

Chceme-1i udat intervalové odhady & N=5 ve standardnim tvaru, t.j. s
pravd&podobnosti (7} rovnou 0.683,,musime zvolit k=1.142 (viz tabulku v
dodatku D2). Pro P=0.954 je tfeba & ndsobit faktorem k=2,.858; z takto zvét-
Ssenych interveld v obr. 22 pak uZ jer t¥i (4.,12. a 33.) neobsahujf hodno-
tu T —25, co? je v dobré shod® se stredni hodnotou poltu pfiznivych pifi-
padd 40x0 95423 38,2. Stoji zatc v3imnout si odhadu ze &tvrté pEtice (po-
sledni v (9)): i toto se “nédhodou” miZe stédt (s pomoci tabulek v D2 zjisti-
me, %e o n&co méné jak v jednom ze sta pokusd). DileZitym faktem je nutnost
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zv&tSit interval {\otg faktorem k pro dosaZeni poZadoveného pravd&podob-
nostniho obsahu P, a to tim vice, &im men31 je pofet stupnt volnosti N-1
a &fm vEt81 Jje P, To je viddt pFfehledn® na distribudnich funkcich Studen-~
tova rozdélen{ v obr. 23,

Rozd&leni nam&fenych hodnot

Odhady €4) jeou zaloZeny na pfedpokladu, %e nemi¥ené hodnoty mag{
normélnf rozd&len{ (1). To vdak mi%e byt nanejvyd aproximace: pifedeviim
vime, Ze ty miZe nabjvat pouze diskrétnich hodnot, i kdyZ dosti jemn& od-
stupnovamych., Dédle je zFejmé, Ze vyeledkem mE¥eni nebude nikdy zéporné
¥{mlo, existuje JjistZ i1 horni hranice. Pfesto je norméln{ rozd&leni{ v tom-
to pripad® velmi dobrou eproximacf, Cdstein® je to vidit v histogramu v
obr. 2. Je tfeba si ov3em uv¥domit, Z%e Zetnosti v jednotlivych sloupcfch
jsou nédhodnéd veliliny (s multinomickym rozdZlenim, § 9). Mohou, podle
(9.4), #iln& kolisat kolem stfednich hodnot a tim zt¥Zowvat srovnénf s pri=-
bSdhem hustoty pravd¥podobnosti. Lep3f{ je pouZit tzv. empirické distribui-
ni funkce

0 pro t<i(1),
Syx(t) ={i/ﬂ pro t€ {t(i), t(i+l)), i=1,,..,N-1, (10)
1 pro t2t(N),

kde t(1),...,t(N) je N-tice vysledkd m&fent t1ye¢..,ty uspofédand podle ve-

likosti 0d nejmen3{ k nejvdt3{ hodnotZ, Funkce (10) mé skok velikosti 1/N ﬂ
v ka?dé nem&Fenéd hodnotd., V limit& N-»00 se bliZ{ k distribulni funkci nd-
hodné proménné, kterd m&feni popisuje. Srovnéni normélnf distribu¥ni funkce
se st¥edni hodnotou a disperzi\odhadnutou pomoci (4) s empirickou distri-
budni funkci (10) je v obr. 24, Mexima odchylky obou zévislosti se dé vy-
ufit k presnZj3imu posouzeni shody (Kolmogoroviv test, § 21), zde se spo-
Xojime s kvalitativnim konstaetovénim souhlasu empirického a hypotetického
rozds&lent,

Aritmetické priméry 42 nam&fenych hodnot Jjsou také rozd&leny zhruba
normélnd, I kdyby namZfend data mé&la jind rozd&lenf, podle centrdln{ li-
mitni vity (§ 5) je primir asymptoticky normélni, V obrdzku 25 je empirie-
ké distribuini funkce Etyriceti prim&rd z p&tic po sobZ nédsledujicich ne-
m&fenych ddajd @& normdlni distribu¥ni funkce se stfedn{ hodnotou jako v
obr. 24, disperze Jje zmen3ena pEtkrat, Je tfeba si viimnout rdznyech m¥¥f{-
tek Zasové stupnice v obou obrdzcich. "

Pro rychlé kvantitativni posouzeni shod& nem&Fenych dat 8 normélnim
rozd&lenim je moZné pou%it hodnot empirickych koeficientd asymetrie a
excesu

N N
)2 3 - (t.-t )4
1-1("'1."‘0) /N _i=1(t‘i to) /N

FN & TR 2
[;L_—l(ti-to)/n]yz [Lz_:l(‘i"'o) /N

(11)-

81= 2"3v
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Obr. 24. Empiricke distribudni funkce z dvou set naméfenych &asd (plnéd Sé-
ra) a nypotetickdé normédlni distribulni funkce (¥drkované ¥éra),

T L =T T T T T

1.0
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Obr. 25. Fmpirické distribu¥ni funkce prumérd z 5-ti hodnot Zasu (plné
géra) 8 hypotetickéd normélni distribudni funkce (&érkované ¥éra).
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coZ jesou odhady asymetrie §7 (3.8) a excesu 35(3.9). Pro normélni rozd&le-

ni{ olekédvédme malé hodnoty gl_é 859 protoZe ¥i=83=0.31,32 Jsou ale hodnota-
mi néhodnych prom&nnych se stfedy nula a disperzemi

D(g, )~> <, Dg,)» 2t pro Nyw, 12)

a8 asymptoticky‘normélnim rozd&lenim. Z nadich 200 hodnot ti vychéz{
gl=-0.218, 32=-O.108. 0dlisnost od nuly je mélo vyznammnd, protoZe st¥ed-

ni kvadratické odchylky Jjsou podle (12) zhruba ‘/D(gl)%0.17,_ D(gz)%o.35;
s pravddpodobnosti 68,3% Zekdme 8 v intervalu ¥ 0.17, g v intervalu

*o035.

Divody k pouZiti normélni hustoty (1) v na3em pF¥{klad® jsou tedy né-
sledujfci. Shoda s nam&Ffenymi daty je natolik dobrd, Ze ani pro skute¥né
neznémé (diskrétn{!) rozd&€leni{ nemiZeme Zekat vyrazné zlep3eni. Pfitom
dostaneme jednoduchym zpisobem optimdlnf odhad m&fend veliliny a jeho
pravd&podobnostni charakteristiku. Vysledek mdfeni (8) nemdZeme podstatnd
zlep3it hledénim a zpracovénim jiného rozd&€leni, které by snad lépe vy-
stihovalo situaci (diekrétni, zhora i zdola ohraniZené). Jednou vitou:
normélni rozd&leni je zde aproximac{, kteréd poskytuje vie co k dosaZént
cile pot¥ebujeme.

12, Odhad piimo mé&Fenych hodnot

Podstata statistického odhedu pi{imo m&¥enych hodnot rozdélenych nor-
mélnZ je popséna a ilustrovéna ne p¥fkladu konkrétniho m&¥eni v piPedcho-
z{im parsgrafu. V tomto odstaveci postup zobecnime pro pi#ipad riznych vah
nam&fenych hodnot @ shrneme do pfehledu Jjednotlivych krokd zpracovéni dat.

Predpoklddejme, Ze méme soubor nezévislych nam&Fenych hodnot
Yyreees¥p, © normélnim rozd&lenim koliem hledané st¥edni hodnoty 8, a s dis-

perzemi 6%,..363 : )
(y;-€ )2}
1 i Yo
f(y.) = ———exp| - —— |. (1)
R F1 4 [ 262
i

Rozd¥lenf{ néhodného vektoru s komponentami FyreeerYy je tedy normélni s
diagonéln{ koveria®n{ matic{ D, i-t¥ prvek v diegondle je_Gg (§ 6); za-

pideme ji ve tvaru -1 1
Wy VA 0
W, 0 A/ W,
p = 6w = 62 . - 62 - (2)
0o 0 Afw
WN - M)

x Je matice vah; Jjejimi prvky Jsou kladndé &i{sla wi=62/6§ oznafovand jako
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véhy Jjednotlivych nam&fenych hodnot. Hodnot# 62 se Fiké disperze pro jed-
- £2y=1 .

notkovou véhu..Prepis‘g = G'E neni jednoznalny, v3echny véhy miZeme ng-
sobit stejnou konstantou a tou pak vyndsobit i 6, Smysl veh je ziejmy:
jejich podfl wi/wj Je roven podilu disperzt Gg/&%; mé&feni s men3{ disper-
z{ mé v&t31 véhu, musf se vice uplatnit v odhadu st¥edni hodnoty. Predpo-
klédejme, Ze jsme n¥kterému mé¥eni priradili pevnou véhu, nejlépe jednot-
kovou, a tim jame definovali rozklad (2) jednozna&n&. Pr¥ipad m&¥eni se
stejnymi vahami dostaneme volbou ¥=I, kde I je jednotkovéd matice.

Odhad stfednf hodnoty 8,

Logaritmus vé&rohodnosti (10.4)N—tice ¥y Je

N 2
1nL = =) v (35-850° . %-1n5—2w— + %—111 . (3)

A .
Meximum funkce w&rohodnosti L nastane pro takové €=8, pro které je-lnL
(neboli suma &tvercd odchylek) minimdln{; z podminky 91nL/58=0 vychazf

A =1 WiVY4
erail—l__ ° (4)

i=1

Odhadem 90 metodou maximdlni v&rohodnosti nebo nejmen3ich &tvercld je vé-
A

Zend st¥ednf hodnota v3ech dfl&ich vysledkd, Rozd&leni 6 je podle (4,8)

normdlni{ se stifedni hodnotou a disperzi

2 2 2
A ;;‘;wi 6 /Wy ©
D(a) =

N B N
(2w, )2 2 .

j=1 1 i=1 1

A
E® =0 (5)

O,

Odhed ©_ intervalem p¥i znémém 6

Znéme-1i hodnotu 6, mdZeme vyuZit vztehu (5) k urienf intervalu, kte-
r} obsahuje 8, se zadanou pravdé&podobnosti. Nejkrat31{ z tekovych intervald
A
mé stied v €, Oznalime standardni odchylku rozd&leni ﬁjsymbolem 5} tedy
podle (5)

N
5= \D(8) =j6}' ‘?:'1 vi . (6)

S pouzitim distribuinf funkece (4.5) normflniho rozd&leni miZeme vyjédrit
pravdépodobnost, Ze eo leZ{ v intervalu Q:kgz

A
A A e-0 .
P{OOG(Q—kS, Q+k3)] = P( '—g—o-‘< k) =@(k)-§(-x)= 2@(1&)-1. (7
K poZadované pravdd3podobnosti P tedy najdeme potPfebny ndsobek k standard-
n{ odchylky & . Pokud k intervalovému odhadu nepoddme Jjiné vysv&tleni, mé&l
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by mit pravd&podobnostni obsah P=0. 683 a tedy k=1 (interval 9.3') interval
0-25' mé P=0.954, viz (4,6).

0dhad neznémé hodnoty 62

Pokud disperzi pro aednotkovou véhu neznéme, miZeme Jji odhadnout op¥t
z podminky maxime v&rohodnosti L, &ili 31nL/8(6 ) = 0. Ze¢ vztahu (3) vyjde

°

= -%,‘-Z—: Wi(yi'go)e . (8)
é} je ovSem néhodné velidina, Dé se dokézat, Ze Ng;"/G2 mé Xz rozddlent s
N-1 stupn&m volnosti; lze Jji vyjddrit Jjako soulet N-1 kvadrétd nezévislych
linedrnich kombinaci Jednotlivych y s 2 nichZ kaZdé mé stfedni. hodnotu nu-
la a disperzi 1. Dvojice yl-e, Y5 9 nezévislé nejsou, kazdé yl,...,yN vy-

stupuje ve vztahu (4) pro Q. Odhad (8) je vychfleny, protoZe jeho st¥ednt
hodnote nen{ rovna odhadovanému 6°:

> 2 2y g2 2
E(6°) = (& /H)E(l\x?/e')= 6°(N-1)/N<6“. Nevychfleny odhad tedy miZe byt

N
A ~

2! __N_g2 __1_
6 N-1 6° = N=1
i=1

A2
wl (yi-e) Py (8&)

31
neni to uZ ale odhed nejv&rohodn¥js{, (N-1)62/62 mé rozd¥leni ‘X 1+ Pro
v&t31 N je rozdi{l mezi odhady (8) a (8a) nepodstatny. Znalost rozdélen:[
prom&nnych 6~ resp. & umoZnuje formulaci intervalovych odhadd hodnoty 62
s predepsanym pravdipodobnostnim obsahen (odhadnout ? chybu 6160 chwbw's")
K tomu stal{ vyuZit distribu¥n{ funkce rozd&leni X

Odhad eo intervalem hodnot p¥i neznémém ©

Je-1i hodnota © neznémé a odhadujeme 3ji z namd¥enych dat, Jje konstruk-
ce intervalového odhadu pro e, 0 néco sloZit&Js1 neZ v piredchozim p¥{padd
(7). VyuZijeme faktu, Ze podfl

(8-0 )/4/ D(8) -8
~ 0 = : (9)
JNG /[62(1\1-1)] NE/ [(N-l) "1]
i=1 .

mé Studentovo rozdZlenfi s N=-1 atupném volnosti (§ 8). S oznalenim

: 1 . {{ 3%

N = - wi(yi-Q)
(N-1)>_ w3y (N-I??Wi 1=1

i=1 i=1 :

dostaneme pravd&podobnost

(10) .

A
A A A A -0
P[eoe‘ef"sven*kg)] = P( |—°§—9]<k) = oy (OB (R)=2Fy (-1 (1)
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vyjéd¥enou pomoc{ distribuni funkce Fy-y Studentova rozd&lenf s N-1 stup-
ném volnosti. P¥ehled o eouvislosti k a P poskytuje obr. 23. V 1imitZ Nyoo
je t-rozd¥leni norméln{, § ze vztahu (10) je standardnf odchylkou odhadu
9 a interval aF-S(t.a. pro k=1) mé pravdZpodobnostni obsah P=0.683. P#i

zmenéovéni N Jje ti¥eba pro zachovéni P zv&tdovat k, a to vyrazn&ji pro v&t=
§1 pravd&podobnosti (obr. 23 nebo tabulke v D2),.

Kontrola rozdéleni dat

Sprévnost predpokladu o nmormdlnim rozdé&lenf (1) m&Fenych hodnot se a4
W¢innd posoudit pomoci statistickjch testd dobré shody (kapitola III), Zde
se omezime na orienteini posouzeni normality souboru dat pomoci empirie-
ky¥ch koeficientl asymetrie a excesu

3 -9 L
-J—- 3/27 ’ 82 1=1 2 "3- (12)
[gw (y. -9)2] Z A -3) :\
i=]l

Jsou to odhady asymetrie (3.8) a excesu (3.9), které jsou pro norméln{ rog-
d&leni nulové.
Disperze ndhodnych prom&nnych 8185 jsou

2
D( ) = 6N(N-1) D( ) = 24N(N-1) , (1 )
7 TTORYRDTSY 27 T (v 3) (ne2) (N 3) (45) ’

rozdé&leni 8 @ &, jsou esymptoticky normélni. Vyjdeu-1i hodnoty (12) dele-

ko od nuly, méme podezfeni, Ze rozd&leni dat normélni neni. Vysledek

|g1|2, 2 D(gl) nebo|g1P2JD(gZ) v&tdinou povaZujeme za vyznamny nesouhlas s
pfedpokladem, protoZe tekovy piipad nastévé p¥i norméln¥ rozdélenych datech
zi{dka (mén® jak v 5% piipadd). )

Népadn& vybo#ujici hodnoty

Velmi Zasto se stane, Ze odchylku od ofekévaného rozd&leni dat zplsobu-
jen jedna nebo n&kolik mélo népadn¥ velkych nebo malych hodnot. Jejich pii-
tomnost byvéd zpisobena neZddoucimi vliivy pri m&feni, jako je chybny zépis
‘daje nebo ndhodnd krétkodobéd porucha m&fic{ aparatury. Je moZné népadnd
vybo¥ujici data vynechat a tim m&fenf "zachrénit", Pfitom je t¥eba postu-
povat velmi opetrn& a s uvédfenim moZnych pf{&in vyboleni, protoZe vyneché-
n{ dat, které do souboru pat¥{, je rovndZ neZddouci. Rozhodujici je zna-
lost konkrétnfho procesu m&feni, stetistike mi%e poekytnout pomocné kri-
teria pro vylouZeni neZekan& velkych nebo malych hodnot.

Pro ddaje Yyseeor¥y ® normélnim rozdZlenim (1) se dd enadno‘najit
rozd&len{ meximélni hodnoty y . . Pro jednoduchost zépisu dvou néeleduji-
cich formull poloZime €0 a 6%:1; pro kazdé y platf
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Obr. 26. Hustota nejv&ts1 z N-tice nezédvielych hodnot ‘se standardnim
normélnim rozd&lenim,

T T T T ' T

2.6 -
1
10 100

1
1000
N
Obr. 27. Befeni m rovnice (12,16) v zévislosti na po¥tu N normélnd roz-
d&lenych hednot; p je pravd&podobnost, 2e Y . .2 9°+m6'.
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P(ymax<y) P(y1<y 8 ... & yN<y) - P(y1<y)..o P(y <y) -l:@(y)]N . (14)'
To je distribuéni funkce FN(ymax) maximdini hodnoty; vyjde tedy rovne N-té
mocning integrélu pravddpodobnosti (4.5). Odtud dostaneme, & pomoeci (2,9),
hustotu

2

~Fn(Ypax) = Né“’l(ymx)mexp (- > =X, (15)

fN(ymax) d Ymax

Hustoty (15) jsou nekresleny v obr. 26, S rostoucim N se rozdslen{ Ynex
posouvé k vétS3{m hodnotdm a zuZuje se. Napffklad pro N=1000C je s velkou
pravdépodobnosti y € (2.,5,4,5), pravd&podobnost Ipay >4 Je malé. Vrdil-
me-11 se ke stfednf hodnot® 6, a disperzi 6? v prozddleni (1), dostaneme
ze (14) pravd&podobnost
y;-© '
p =F[( i o) >m] =1 -éN(m) (16)
6

i max

toho, Ze odchylke y, od @, prekro¥f m-ndeobek standardni odchylky 6‘1., Pro

t¥1i malé hodnoty p je v obr. 27 nakreslena zédvielost m ne N. Je vid¥t, Ze
v oddvodnénych p¥ipadech miZeme vynechat takové hodnoty D) kterd jsou

A
0 3-a% 4- nédsobek G vEt5{ neZ odhad LA (poditeny oviem bez vynechévanych
hodnot); pravd&podobnost, %e do souboru patfi je velmi mald, Stejné se da-

j{ posuzovat népadn& melé hodnoty - mens3i o m- ndsobek 61 neZ ebo

13. Priklad mérfeni doby Zivota Edstice

Neatabilni &Zdstice maj{ omezenou dobu Zivota - rozpadaj{ ae., Rozpad
je néhodnym jevem, ktery se dé dobie popsat exponencidlnim rozd¥lenim (§9):
f(t) "_ -—‘) . (1

T exp ( T )
f(t) je hustota pravd&podobnosti, %e doba které uplyne mezi vznikem @ ros-
padem ¥dstice je t. Cely proces je popsén jedinou konstantou Log které
Pixéme doba Zivota. Je to stiednf hodnota rozdslen{ (1), kterd zdroven
urduje i disperzi (viz(9.12)):

E(t) =T, D(t) = fc§ . (2)

o'
Zivot Zdstic mdZeme pozorovat pomoci stopy v registrainim zafizeni, stopa
za¥iné v miet® vzniku e kon¥{ v mist¥ rozpadu. DokéZeme-1i urfit rychlost
pohybu kaZdé &dstice, miZeme z délky stopy vypolist dobu mezi vzn}ggg‘aono

Pfedpoklédejme, %e jome sledoveli N &dstic a ziskali N-tici nezdvis
lych hodnot tl,...tN. I kdy? ee ném pode¥ilo potla¥it néhodné chyby v
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procesu m&feni{ na zanedbatelnou uroven, jsou t, néhodnd &isla s roédélenim
(1). Studujeme néhodny jev; cilem m&Ffenf je urdeni konstenty T _, Jjejiz
hodnota umoZnuje pfedpovidat pravdépodobnosti prostfednictvim huetoty (1).

Optiméini odhad t% dostaneme z mexime v&rohodnosti (10.3) nam&fenych
nezdvislych ty1

: N _ - t
= L -4
L) r T g ) (3)

neboll z mexima funkce
1l
1nL =-= t, + Nln :
%i% i To (4)
A
Maximum nastévé pro hodnotu T=T , pro kterou 9(1nL)/3T= O:
N
A - 1 L]

Nejvérohode?jﬁim odhadem je aritmeticky prim&r nem¥fenych &asd. Néhodnd
proménnd N, mé gema - rozdZlenf (9.16) s paremetry b=N, a=1/T . StFednf

hodnota e disperze odhadu jsou

E(T) =T, (T) =) _ =DHi)=y —% =-2. 6
Odhad (5) jé konzistentni a nevychyleny; jeho rozd&leni je asymptoticky
normédlni,

Skute¥nd mEfenf dob Zivote féstic vyZaduje mohutné experimentéln{ za-
t{zen{. My se spokojime se simulaci pomoc{i po&itele. Vhodnym programem ge-
nerujeme N-tice pseudonéhodnych %1isel x; ® rovnomdrnym rozd¥lenim g(x9=1

pro x; € (0,1). Transformaci

dostaneme pseudondhodnd Zisla s hustotou (1), coZ enadno ov&iime:pomoci
(2.5). ProtoZe na volbZ jednotek %asu v naZem simulowaném experimentu ne-
zéle2{, pouZijeme T%=1.

Budeme sledovat vysledky odhadu (5) pro rizné pofty "namZfenych" hod-
not N=8,16,32,...,2048, Vysled jsou graficky zndzorndny v obr. 28 ve
tvaru intervalovych odhadﬁ‘C , kde st¥edn{ kvadratickd odchylka podle

(6) Je 8,,{:/1N. Vidime, jek se s rostoucim N zkracujf intervaly (velmi
pomelu, jako 1/YN). Pravd¥podobnost, %e obsahuj{ hledanou hodnotu T, Jje
blizkd standardnim 0.683. Alkoliv maji data ty rozd&leni (1) Podetatné od-
1i3né od normélniho, rozd&leni prim&ru (5) se podle centrélni limitn{ v&-
ty normélnimu bli%{, a to tim vice, ¥fm v&t3{ je N. I pro dosti melé N je
aproximece normélnim rozddlenim dobré. Ukazuje to obr. 29, kde Je empi-
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Obr. 29, Empirickd distribu¥ni funkce odhadd doby Zivota &dstice pro N=16,
plné %ére; normélnf distribulni funkce N(1,1/16), ¥érkovené Zdre,
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rickd dietribuini funkce (viz(11.10)) primird) e Nal6, zfskand 128-nésob-
nym opakovénim pokusu. Hustoty gama - rozd¥leni primé&ru (5) a aproximativ-
niho normélniho rozdé&leni miZeme pro N=16 porowvnat v obr. 18,

14. 0dhad polohy symetrického rozd&leni

Nejb&Zn&j5im odhadem polohy rozd&leni néhodnéd prom&nné x je aritme-
ticky primér

x =_llv.(xl+"'+xN) (1)

namdFenych dat (polohu nejiast&ji charakterizujeme st¥edni hodnotou, mi-
Zeme v3ak pouZit tfeba medién nebo modu (§ 3)). Jsou k tomu dve podstetnd
advody. Predevdim je primér optimélni v pFfipad® normdln¥ rozd&lenych dat
(méd miniméln{ disperzi). Za druhé, zdkon velkych &isel (5.5) zaruduje
asymptotické (N$o0) pFibliZeni k hledané hodnot¥ pro libovolné rozd¥lent,
které md koneZnou disperzi D(x). Pokud E(x) a D(x) neexistujf (t¥reba pro
ddleZité Cauchyovo rozd¥lent), nelze prdim¥r X vibec pouZit; nenf-1i roz-
d&lenf x normdlni, existujf{ ¥¥inn&j31 odhady.

Zemd¥{me se na n&kolik jednoduchych symetrickych modelovyech rozd&le-
ni z § 9. Optimdlnf odhedy (s nejmen3f disperzi) dostaneme metodou maxi-
mélni v&rohodnosti:

rozdélent optiméln{ odhad polohy
(a) normélni aritmeticky primér X
(b) rovnom&rné polovi¥ni suma krajnfich hodnot %

(¢) dvojné exponencidlni medién ¥
(d) Cauchyovo z podminky maxima vE&rohodnosti (feSeni ne-|:
linedrn{ rovnice)

V ptipad& Cauchyova rozd&leni (odhadujeme x, ze vztahu (9.20)) je treba
tedit nelinedrni rovniei a vysledek nemiZeme zapsat tak obecnd, Jjako pro
zbyld rozdileni., Medisn v (c) znamund takovou hodnotu, pro kterou je mi-
niméln{ suma ’

~ ~

8, =lx1-xl +...+|xN—x . (2)
Kvantitativnf srovnénf efektivnosti jednotlivych odhadd je moZné provéet
v 1limit¥ N9oo tak, Ze spolteme jejich disperze (za predpokladu D(x)=1):

rozdé&lent . medién | primér {polosuma krejnich hodnot’r;
(a) norméln{ W/2N) |18 |1P/(12 10W) |
(b) rovnom&rné 1/(4N) |1/7(128)| 1/(2N?)

(e) dvojné exponencidlni | 1/(2N) | 2/N wen2 !
(d) Cauchyovo 'n'2/(4N) co co !

PodtrZenim jsou oznaleny nejmen3{ moZné disperze, viz prvni tabulku v
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tomto odetavci. Poloviini soufet krajnich hodnot pro rovnom&rné rozd&lent
Je asymptoticky velmi W¥inny (kvedraticky pokles diaperze-vn’z, v ostat-
nich p¥ipadech nejvyée:wn'l). Pro libovolné ohrani¥endé rozd¥lenf budou v
odhadech hrdt ddleZitou roli krajni hodnoty.

Pokud rozdéleni dat neznéme, snaZime se najit odhad polohy, kterf} bu-
de co nejefektivn&js{ pro vice druhd rozddleni. Jednou 2z moZnosti je tzv.
vyrovanany prim&r. Z N-tice Xy yee-sXy Vynechéme m hodnot, zpravidla m/2

ne jvEtdich a m/2 nejmendich a polohu odhadujeme aritmetickym prim&rem zby-
lych N-m ddaji: !

1 N-m/?2
*N-n > T-m x(1), (3)
i=m/2+1

kde jsme jako x(1),...,x(N) ozna¥ili nam3ifend data usporédand podle veli-
kosti. Volba m=0 znemend prim&r X; p¥i m=N-1 pro N liché, resp. m=N-2 pro
N sudé, je vyrovnany primdr (3) roven medidnu X, Volbou m v daném rozmez{
dostdvéme odhady, které jsou jistym kompromisem mezi vlastnostmi ¥ a'X.
Pozoruhodny je fakt, Ze pro mas0.54N Je v asymptotické limitd disperze
vyrovnaného prim&ru pro kafdé rozddlenf 2z trojice - normdlnf, dvojné ex=
ponencidlni, Cauchyovo - pouze o necelou ¥tertinu v3t31 neZ je disperze
piisludného optimdlniho odhadu.

PF{klad odhadu stfedni{ hodnoty rovnom&rného rozdsleni

Srovnéme podrobn&ji odhad polohy rovnomé&rného rozd&leni

(x) = 1, =x6e(-1/2, 1/2) (4)
prim3rem X @& poloviénim sou¥tem krajnich hodnot X namé¥enych nezdvielych
vdajd Xypeors Xy, Prim&r mé rozd&leni blizké k normélnfmu (§ 5, obr. 6)
se stredem O @ disperzi 1/(12N), Rozd&lenf T se dé nejenéze najit z dis-
tribuinich funkei F(xy,) = (1/2+xu)N, F(xn) = 1-(1/2-xm)N maxima x, & mi-
nima x_ Vv N negdvislych pokusech, Vysledkem je symetrickd hustota, tvole-
nd polynomy stupn& 2N-1 v intervalech (-1,0) a (0,1), V obrédzku 30 je na-
kreslena pro Advd hodnoty.N. Pro stfedni hodnotu & disperzi tohoto rozddle-
nt vyjde

i .
E® = 0, 0@ = i/[2n1)2(me2)]. (5)

Rozd¥leni polosumy krajnich hodnot je pro v&t3{ N uZ3{ neZ rozd&lent
prim&rd (obr. 30). Jest3 ndzorndji je viddt podsetatnd v&tsf efektivnost
odhadu .ponoci '? v obr. 31. Tam jsou nekresleny intervalové odhady pro riz-
ny po¥et bodd v souboru dat, generovaném v poéitaéi. S pomoc{ distribul~
nich funke! ¥ e X byly intervaly zkonstruovédny tuk, aby m&ly standardni .
pravddpodobnostni obsah 68, 3%.
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Obr. 30. Hustoty pravd¥podobnosti poloviZniho sou¥tu (plné Zéra) e primé-
ru (%drkovend &dra) z N hodnot s rovnomirnym rozd&lenim (14.4).
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Obr. 31. Intervalové odhady polohy rovnom&rného rozd&lenf (soubor N hod-
rot generovédn v polftali)
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15, Pr¥iklad odhadu dvou parametrd lineérniho modelu

Metody odhadu vice pareametrd budeme ilustrovat na dvbjrozmérném pli-
pad¥, ktery je dostatelnd obecny & pritom velmi médzorny. PFedpoklédejme,
Ze pro rizné hodnoty nezévisle proménné x m¥F*ime hodnoty zdvisle prom¥nné

2
y = 8 +b x° . ] (1)

2dévislost y(x) je urfena dvojici parametmd 8,5 bo, kterd vystupuji v mo-

delu (1) linedrn&; jejich hodnoty hledémé nepfime z namZ¥enych dvojic
X, ¥. O linearit® modelu rozhoduje zévislost na parametrech, nikoliv ra
nezdvisle prom&nné.

Predpoklédejme ddle, Ze nezévisle proménnou miZeme urlit pfesn¥ (ne-
bo se zanedbatelnou chybou) a vysledkem m&Feni{ je N hodnot prom&nné y:
¥y = 8+ xitg, 1=1,...,N, - (2)

pro N-tici pevnjch hodnot x,. Néhodné ehyba i-té hodnoty (oznalili jsme
I ei) mé symetrické rozdéleni se et¥fedn{ hodnotou nula. Vysledky m&¥eni,
t.j. N-tice hodnot (xi,yi), byly simulovény na poditaZi za pomoci generd-
toru pseudondhodnych &{sel. Zvolill Jeme

a, =1, b, =2, (3)

ekvidistentnf sff x; z intervelu {0,1):

x; = (i-1)/(N-1), i=1,...,N, - (4)

a ndkolik moZnostf rozd&lenf{ chyb. Pffklad takto generovanych "experimen-
tdlnfich" dat ukazuji k¥{Zky v obr. 32. Diky rychlosti po¥itafe miZeme ge-
nerovéni a zpracovéni dat mnohokrdt opakovat a sledovat souvislost visled-

X se sprédvaymi hodnotami (3).
Normdlni rozd¥leni chyb
UkéZeme podrobnd vysledky vipoltd pro chyby €; rozddlené normélnd

se stejnou disperzi 62 pro viechns A ﬁustota pravdépodohgosti Jednotli-
¥fch hodnot yy je tedy normélni se stfedni hodnotou a°+b°x; a disperzi 62)

) 1 (yi.'ao"""ox:;:..)2
f(yi ‘ﬁ' exp | - .
) VA 2682

Predpoklédéme samozt¥ejm® nezévislost nam&tenych hodnot y;; nejvérohodnéj;

(5)

81 odhad parametrd a_,b  dostaneme z podminky maxima logaritmu funkce V3~

rohodnosti
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2.0 B.2 B.4 2.0 2.8
X

Obr. 32. Zdvislost (15.2) generovand pro N=100 s normdlnd rozd&lenou chy-
bou pe stiedni kvadratickou odchylkou 6=0,1 (kff{Zky) @ prolofe-
néd zévislost e odhadem parametrd (13a) (plnd &éra).
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N
(y -a-bx )
1nL = lnl lf(yi) = -Z__i. - _g_(1n62+1n21;'), (6)
i=1 262

Maximum (6) vzhledem k a,b nastane i:révé tehdy, je-1li minimdlni soudet
tvercd odchylek hodnot nem&ienych (yi) a predpovizenych modelem (a+bx§):

N
S =3 (y;-a-bxf)?, 7

Z podminky 9S/Pa =3S/9b = O vyjde soustava dvou lineérnich rovniec (#fké
se jim normélni rovnice) pro hledané odhady Q, B

. N N N N N

A N 2 A 2 A 2

aN + b E Xy = Z yi» 8 E x; + b z x‘; =) ¥i%y. (8)
i=1 i=1 =1

i=1 i=1 i

Je-1i determinant soustavy
N N N N :
b, SRR DA M vl (9)
=1 =1 i1 j=i+l

nenulovy (podle (9) k tomu sta¥f, eby v N-tici argumentd x; byly eleepon
dva rizné), existuje prévd jedno Pedeni. MiZeme je napsat exphcitné

(1 3-1.231[2::3(1 -xi] , ® =A-Zyi[z:xi-x§)]. (10)
=1 =1 351

Odhédy jsou linedrnimi kombinacemi norméln& rozd&lenych nam&fenyfch hodnot
¥y - maji tedy také normélni rozd&leni. Pi":[my_m vypo&tem miZeme najit stied-

ni{ hodnoty a druhé momenty; s pomoc{ (3.18) dostévéme

e@) =a, EB) =1,

pd) = 6%d) =—‘Zx1, b = 62 = 24 pd®) =& in (11)

1
N ,
neckerovo delta (aedméka pro i=j, jinek nula). Odhady 3, b jsou vidy kore-
lované, protoZe D(a %)#0. Korela&ni koeficient

YyuZili Jsme nezdviselosti rdznych Yy cee D(yi,yz‘) = 6'25: ., kde gia' Je Kro-\

(12).

=.2(_RLS)_ E - 2 /18 x'?
$ s@me® z[;.lxi % 1

zévisl pouze na hodnotéch Xypee s Xye Stoai zato si v3imnout, Ze matice
druhych momentd (11) je a% ma faktor 6° rovna inverznf matici soustavy
normélnich rovnxc (8), Je-1i dieperze jednotlivych hodnot y, znémé, vime
o odhadech a B prostfednictvim (11) v3e, co v&dét miZeme,
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Vypolet & daty z obr. 32 vedl k nédsledujfcim hodnotém:
A A

& = 1,022, b = 1,971, (13e)

€(a) = 0.0150, 6(B) = 0.0332, ¢= - 0.743. (13b)

ProloZené zdévislost 2+Dx2 Jje nakreslena v obr, 32.

0dhad eliptickou oblaest! p¥i znémém €

P¥i opakovaném pokusu budou body (a,b) vychdzet nédhodn& kolem stfedu
(ao,b ) = (1,2) 3 normdln{ hustotou s parametry (13b). Analogi{ interva-
lovdho odhadu jednoho parametru je zde odhad pomoci oblasti, kterd obsahu=
je hledané hodnoty s pfedepsanou pravd&podobnost{. Nejvihodndjii oblasti
je vnitPek elipsy s konstantnf hustotou (mé p#i zadeném pravdipodobnostnim
obsahu minimélni plochu, ¥imZ nejlépe lokalizuje hledany bod v rovind pa=~
rametrd). Z § 6 vime, Ze konstrukce takové elipsy vyplyvé ze znalosti
rozd&len{ kovariaini formy norméln{ hustoty. KovariaZn{ forme pro pronén.
né a,Q se 44 napsat ve tvaru

f [(a-a )2N + 2(a-a )(b—b )sz-'- (3-1 )ZZ ]-

i=1
1 [(3-a°)2 (8-a )(b-bo) (%-b ) ] a0
4
92 62(3) 28 6(8)6(%) e"’(b)

mé rozddleni 7(2 se dvéme stupni volnosti. Vnitrek eli.psyf== konst, =N
mé pravd&podobnostni obsah dany prisludnou distribuéni funkci: '

P(§<N) = E 5, (N (15)

%

Elipsu f A mﬁéeme interpretovat dvojim zpisobem: bud mé stled v
(a,sb, ) nebo v (a ) (obr. 33). V obou pripadech dévd mista se stejnou
hustot.ou pravd¥podobnosti vzéjemné polohy bodd (a,,b, ) a (8 %). Prvni moZ-
nost bychom pouZili pro predpov&d vyskytu odhadd pf‘l znémém (a b, ), dru-
hé se hodf pro Pedeni nasi dlohy - elipsami kolem (a b) se snaiime zaeéh-
nout hledany bod (a b ). Volbou konstanty A urfujeme velikost elipsy a
tim 1 jejt pravdépodobnostni obsah, Na'oriklad A=l znamend podle (14) elip~
su, kteréd je vepsand do obdélnika a-G(a) G'(A) - viz obr. 33. Jejl prav-
d&podobnostni obsah je asi 0.4 (hodnota distribuini funkce (15) v bod#

1 ... tabulke v dodatku D2). PFi 392-ndsobném opekovéni celého pokusu v
podita¥i obsahovela elipsa §=1 bod (1,2) ve 164 piipadech, coZ je ve vel-
mi dobré shodd s ofekévanym podtem 392x0.4s3157.

_0dhed disperze 6°
- Neznédme-1i 6’2, miZeme ji odhadnout z namdfenych dat. Z podminky
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'maxima v&rohodnosti vzhledem k 62 (nea-

‘1épe & pomoct (6)...dInL/d6 )=0) doste-
neme odhad

N

n

6= 21 (7,887 = s M. e
1=

&(b)

Symbolem S Jsme ozne¥ili tzv. rezid-
o ;

uélnf sumu &tvercl, t.j. hodnotu S ze
vztahu (7) v bodd munma. N /62 je né-!
hodnd velilina s 7( rozd&lenim s poétem,
stupnd volnosti rovnym N-2 (dd se vy-
jédrit jako soulet N-2 kvadrétd nezé-
vislych prom&nnych s rozd&lenim N(0,1);
jednotlivé s¥ftance v soudtu (16) ne~ |
zévielé nejsoul). Odhad (16) je vychy-

le protoZe jeho st¥edni hodnota je
formou § podle (14), > 5
@ =-0.74; obaélnik ) = 6°(N- 2)/N¢G . Nevychylenym od-

a ), dted). hadem 62 je 62= S /(N=2)., V nadem pi"i-'
padd (N=100) Jje rozdil mezi 62 a6

,‘2‘ zanedbatelny; v pokusu, p¥i kterém wvy-

250.0098 v dobré shodd se skutelnou disperzi dat

Obr, 33. Elipsy §=1 s kovaria¥nf

8ly odhady (13a) bylo @
62 = o0.01.

0dhad parametrd eliptickou oblast{ pFi neznémé disperzi 62
Podil

1
e S L an
t %3"-3— S,/ (N-2)
¢ 6

na neznémé disperzi 6'2 nezéviei a mé podle (8.11) F-rozd&len{ s m=2,
n' =N-2 stupni volnosti., Vnit¥fek elipsy 2 A nd tedy pravd&podobnostni ob-
eah roven hodnot& prf{slu3né distribuini funkce v A:

P(R4N) = F, y o). (18)

Oznalime

5 .
Aa S ] - A S N.
8(a) 'J_Nf?l%fi% x‘i‘ R g(b) ’ﬁf}’-&— (19)

odhady standardnich odchylek 3,’1‘;, Které dostaneme ze vztahd (11) a (17).
Rovnici elipsy rl=). pak prepifeme do tvaru

2
(a- )2 (a-a ) (B-b ) (b—b ) Yy (20)
<'ﬂ) % 3@ )8(‘6) [S(‘e)]

2 1-?
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~ ~
Pro A=1l/2 je to elipsa vepsend do obdélnika At §(a), b* &'(B) a jejf prav-
d¥podobnostni obseh je Fp 9g(0.5)20.4 (tabulka F-rozdilent je v D3; vySla

stejnéd hodnota jako nahofe pro elipsu §=1, podle § 8 je rozd3leni veliZi-
ny 2F, gq blizké k X3).
’ [

A Elipsy (20) majf nejen mfhodny stired (3,%), ale i velikost (3(3),
g(b) jeou néhodné veliliny). Sledovali jsme je p*i zmf{n&ném 392-nésobném
opakovéni pokusu., P¥i prvnim z nich vySly odhady odchylek (19)

A
(&) = 0.0148, 5(3) = 0.0328, (21)

‘a v dalZfeh podle oZekdvédnf kolisaly kolem svych stfednfch hodnot 6'(3),
6'(%) ze vztahu (13b). Prvnich &tyFicet elips 9=1/2 je nakresleno v obr,
'34, Celkem 169-krét obsahovala elipsa bod (1,2), opét v dobrém souhlasu

s predpovézenou pravd&épodobnost{ ~0.4, V obrédzku 34 bychom si mZli v3im-
nout toho, jak zdporny koeficient korelace rozd&luje odhedy (3,%) kolem -
dhlop¥{&ky z levého horniho do pravého dolniho rohu. PravdZpodobnostni obe
'sah obdélnfka 3:3(3),%1' g(ﬁ) Je samozrejm¥ o nico wiEt531{. Z obr. 9 v § 6
odelteme pro ?= 0.74 pravd&podobnost asi 0.55; pozorovand relativnf Zet-
nost prfiznivych pfipadd 225/392420.57 je s ni ve vyborné shodi,

Intervalové odhady jednotlivych parametrd

Zatim jsme se soustifedili na odhad obou parametri soulasnd. MiZeme
majft také pravd&podobnostni tvrzeni o kaZdém parametru zv1d3t, Predeviim
\je zPejmé, Ze intervalovy odhad BX6(8) (chépany tek, Ze sledujeme pouze
,souviglosat 8, a 2. bez ohledu na to, jak vychézd D) né pravdépodobnostni
obsah 0,683; mergindln{ rozd#leni 2 je N(ao, 6'2(3)). Stejné tvrzen{ platf
o odhadu DE 6(9)_.

Pokud disperzi 62 neznéme & nemiZeme spodist 6(%), 6B) ze vztahu (11),
miZeme pouZit Studentova rozd¥leni pro sestrojeni intervald pomoci 5’(3),

ig(g) ze vztehu (19). Postup je pfesnd stejny jako v pfipad¥ prfimo mifené
hodnoty (§12).

Je-=1li hodnota jednotio z parametrd znémd, mé odhad druhého op¥t normél-
m{ rozdZleni, s disperzi zmendenou faktorem 1-?2 (viz podminZné rozdslent
(6.16), (6.17)). Napffklad fixovéni hodnoty parametru b=b  vede ke zmen3e~
disperze 4 podle vztaht (11) a (12) na
D(a[b=b,) = D) (1-¢*) = E%/N. (22)

o je ofekdévany vysledek, nebof jde vlestn& jen o odhad p¥imo m¥fené veli-
!Ein;y z N-tice 'ai=y1-b°xi normélnd rozd&lenych hodnot se stejnou disperzi 6'2.‘

Jiné rozd&leni dat

Posoudfme vliv rdznjch rozd&leni chyb &; ze vztahu (2) na odhad para-
metri. Jde o velmi sloZity problém, protoZe v zdsadd ka%dy typ rozd¥leni
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2. 08

1. 96

1.92
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B. 96 P. 98 1. 80 1.02 1.84

Obr. 34. Odhady parametrd (ao,bo) eliptickou oblastf (15.20) sA= 1/2.

Obr. 35. Distribu¥n{ funkce F - rozdélen{ s m=2 a rdznymi hodnotami o',
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ddvé jiné formule pro nejvErohodnéjsf odhad a potfebné vypolty mohou byt
zna®nd komplikované. Stanovime si relativn¥® skromny cfl: zjistit, jak se
osvdddujl vztahy odvozené v piredchozi ¢dsti tohoto odstavce pro normélni
rozd&len{ v pfipedech, kdy rozd&lenf{ chyb normélni neni. Navic budeme po=-
stupovat Zist® empiricky - vyzkou3ime konkrétni rozdZleni v mnohokrdt opa-
xovanych pokusech v politaii.

]
0d mormélniho se Jjist¥® hodn& 1i3f rovnom&rné rozdZleni (§ 9) s kon-
stantn{ hustotou

_ 1 2 2
f(yi) -.7;Eﬂ;’ yie(ao+b°xi-6J~, aofboxi+€ug), (23)

'kterd méd podle (9,6) stiednf hodnotu a°+b°x§ a diasperzi 52. Je3t& mén¥ ae
normélni hustotd podobd funkce

r-—ﬂ
f(yi) = L » ¥i €(a +b°xf-.ii2, a +b o¥i +€!§§ . (24)
J6J§6(yi-a o-boxgiﬂﬁ?/G) e 3

Je to nesymetrickéd hustote, kterd md st¥fedni hodnotu a disperzi stejnou
jako (23). Pfitom méd v levém krajnim bod& povoleného intervalu singulari-
tu. (Pseudo) néhodnd Z1fsla s rozdZlenim (23) a (24) se dajl v politali
Eenadno generovat,

Aby byl vypolet rpchlej3i, zvolime men3{ pofet bodl v zévislosti (2):
N=7. Budeme v ka?dém pokusu konstruovet elipsy (20) s oblibenym pravd&po- '
dobnostnim obsahem 0,683 a 0.954 a sledovat polet p¥ipadd, kdy v nich hle-
idany bod (1,2) lezi, P¥i melém poétu stuphd volnosti m'= N-2 = 5 se F - roﬂ-
d8lenf{ zna&n& 1li3{ od limitntiho K , Jak ukazujf dlstrlbuéni funkce v obr,
135. Odtud (nebo z tabulky D3) zjistime, Ze pro dv& uvedené pravd¥podobnos-
ti muefme zvolit konstantu A ve (20) po #ad¥ 1.46 a 6.06. V ndsledujifct ta4
‘bulce jsou shrnuty vysledky simulovanychiexperimentﬁ. |

men31i elipsa (68,3;;r;§téi elipsa (95,4%)
pozorovany pozorovany
polet polet olekdvany| polet oZekédvany
rozd&leni dat pokusd | usp&chid interval [\dsp&chd interval
normé1lni (5) 500 353 341.5%21 476 ATT= 9.4
rovnom&rnéd (23) 6510 4449 4446 ZI78 6170 6211234
se singularitou (24)] 10000 6794 6830 I96 9327 9540242

Jp%et Yspichd je néhodné veli¥ina s binomickym rozd&lenim, které se dé pro
velky polet pokusd dobie aproximovat normélni hustotou. Odtud jsme teké
uréili intervaly, do kterych by m&ly pozorované polty padnout s pravd&po~
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dobnost{ 95.4% (¥ dv& standardnf odchylky). Pro normélnZ rozdslend data v
prvnim Péddku je vZe v pofddku. Pozoruhodné je ov3em dobré shoda pro obé&
dalsf{ rozd&leni. Jedin& uddej pro vit3f elipsu v poslednim Pédku signalizu~
Je zévaZny nesoublas mezi pozorovanym & ofekdvenym uddajem (1i3f se zhruba
b 5 standardnich odchylek). Na druhé stran® je v3ek vEt3inou nepodstatnd,
fe misto 0.954 je pravd&podobnostn{ obsah odhadu pouze 0,93, Celkové mi-
Zeme zhodnotit funkci postupu odvozeného pro normélnf rozdZleni jako pie-
kvapiv& dobrou.

Pfedpovéd vlastnost{ odhadd podle vztahd (10), (19) a (20) s testova=-
cim rozdélenim dat (23) a (24) Yy se dala provést presnZ, byla by ale
znatn® naméhavd., PouZitelnost postupu miZeme vysvEtlit v hrubych rysech
pomoci centrdlni limitn{ v&ty - rozd&lenf odhadd (10) se bliZi normélnimu
i pro jiné rozd&leni dat. Dobré funkce studovaného postupu zpracovéni pro
rdzné rozddleni je velmi vitand. Neznamend to ale, %e by nem&lo cenu. hle-
dat jindé postupy respektujici zvld3tnosti rozd&€leni dat; zpracovéni pak
miZe byt efektivnEj3{ (viz p¥{klad odhadu polohy rovnomérpého rozdé&lent
v § 14).

16. Odhad perametrd linedrniho modelu

Postup odheadu parametrd lineérnfho modelu, odvozeny 2 ilustroveny na
prikledu v § 15, zobecnime pro pfipad ridznych vah namé&fenych hodnot a li-
bovolného po&tu parametri. Budeme pouZfvat maticové zdpisy podle konvenci
pouZitych v § 6,

Predpoklédejme, Ze hleddme hodnoty K parametrd €;,...,8¢ (uspotddéme
Je do sloupcového vektoru 8 nebo po transpozici do Fédkového vektoru
‘§F=(ei"°"9K))‘ ME¥Ime hodnoty Yyree s ¥y kterd Jjsou linedrnimi funkcemi

;9:
[
A8 (1)

y=AS8,

—

kde y je vektor s N slozkami,_z? = (yl,...,yN),‘A je matice koeficientd

s N rédky e K sloupci (stru¥nZ NxK). Abychom mohli odhadnout vdechny pe-
rametry, musi byt N>K;: o maticilg,pfedpoklédéme, Ze mé hodnost K. Obvykle
dostévéme hodnoty y; m&Fenim pfi rdznych (znémych) hodnotéch x; jiné pro-

ménné x, na kteréd y také zdvisi:
yix) = elfl(x)+.u,+erK(¥), (2)
kde fl(x),...,fK(x) jsou zadané linedérn& nezévislé funkce. Model (2) je
linedrni vzhledem k parametrim 8, matice 5 mé prvky
fl(xl) fK(;l)
A = cee i (3)
~

£1(xy) Ty (xy)
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Predpoklddejme déle, Ze y mé N-rozmérné normélnf rozd&len{ se stiednimi
hodnotemi E(y) = A, a diagondlnf matici druhych momentd D= 5'2’!,"1 (sloZ-
ky y jsou nezévislé). Zde Je, stejné jeko v § 12, ¥ matice vah, 62 aisper-
ge pro jednotku véhy.

0dhad paremetri Oo

z principuAmaximélni v&rohodnosti (zobecn&nim postupu z § 15) dosta-
neme pro odhad €@ hledanych parametrd 8, soustavu linedrnich rovnic

T A_ LT

(ANA)e= A" My . (4)

Rix4 se j{ soustava normélnich rovnic. Podle pfedpokladu je matice
T

LA | (5)
regulérni{ - jej{ hodnost je K. Soustava (4) mé tedy prévE jedno PFeSent

N -1, 7T

8=H 4Ny . (6) .

Odhad § je lineérni funkc{ norméln& rozdZleného vektoru y, mé tedy také
normélni rozd&leni. Stifedni hodnoty a matice druhych momentd jsou

B =6, , D& = E[(é-go)(é-go)T]= 6°mL. (7

o]

A . 2
Odhed & elipsoidem p#i znémém 6

Z § 6 vime, Ze kovariadni forme

f= B9 0 (B-0,) =25(8-6)"R(8-6,) (8)

Je néhodné promEnné s rozd&lénim % 8K stupni volnosti., Pro kladnou kon-
stentu A znamené spln&ni nerovnosti §<% Takt, Ze 8, leZ{ uvnitf elipsoidu
¢ =2, opsaného kolem stfedu.@. Pravddpodobnost této udédlosti Je

P(¢<A) = Fuo (A) (9)
£ xg A
kde F ., je prieludné distribuini funkce, nakreslené pro ndkolik hodnot K

v obr. 36,

Odhad neznémé disperze 62

0Odhad neznémé hodnoty 62 dosteaneme op&t z principu maximélnf{ vé&ro-
hodnosti. Oznalime-1li 2=§§ predpovdd mdfenych hodnot z modelu (1) pro pa-

N

~ s

2 o1l (. )HT Ay =L ty2 -0

6% = ¥ XY ¥G3-Y) = Z ;’i(yi'yi) =¥ (10)
i=

Jakoe S0 jsme ozna¥ili tzv. rezidudlni soufet &tvercid odchylek.
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Dé se dokézat, Ze velidina Ng?/62 mé rozdéleni‘Xﬁ_K; odtud miZeme najft

intervalové odhady pro 62. Odhad (10) Jje vychfleny, protoZe jeho st¥edni
hodnota Jje

N
E(62) = (GZ/H)E(Kﬁ_K) = 62(N-K)/N. Nevychylenym odhadem disperze je nap¥f-
cled M N 72 h1 Y
6" =3xS = w2 "i(¥;vy)T . (108)

Odhad go elipsoidem p#i odhadované disperzi

N
Znémého rozd&leni kovariadni formy (8) a odhadu 62 (10) vyuZijeme
k odhadu 8, elipsoidem v prostoru paremetri; podil

§ _(8-8 )T H(B- g /K
l N?/[Gz(N-K)] (_;_'-Q)T,vg(z-i)/(n-x)

(11)

ma meznémé hodnot® 62 nezdvisi & mé F- rozd&leni (§ 8) s n=K, m=N-K stup-
ni volnosti. Podminku wA, kde A je kladné konstanta, miZeme interpretovat
tak, Ze bod §, leZf uvnit? elipsoidu.Q=A se stfedem v é. Pravdépodobnost
této uddlosti je déna distribu¥ni funke{ F - rozd&leni:

P(n<h) = By g(A). (12)
Volbou A mdZeme zajistit p¥edepsany pravd&podobnostni obsah elipsoidu
(tabulke F - rozdZleni je v D3).

Intervalové odhaedy jednotlivych sloéek‘§°

A .
Znalost rozdé&leni{ vektoru 8, p¥ipadn& odhadu disperze gé, umo Znuje
konstrukci odhadd kaZdé sloZky eoj vektorulgo samostatnd, t.j. bez ohledu

na ostatnf, Margindlni rozdZlent gj je podle (6.13) norméln{ se st¥ednf

hodnotou ooj a disperzf denou j-tym diagondlnim prvkem matice D:

2 = = ¢2(g~} i= W
Gj (B)jj 6 (E )53’ J=1,...,%. (13)

Zndme-11 62, najdeme intervalové odhedy 3jik65 pomoci normdlni distribud-
ni funkce ze vztahu (12,7).
Odhadujeme-1i 62 2 nam&Penych dat, vyjdeme z podilu

A A
(0.-80_.)/ 6. " Q9.-8 .
j 03" 73 J_oJ . (14)

1[ Ne/[(N-K)82] =\f(k,1:,1)jj 5,/ (N=K)

ten na 62 nezdvisf a md Studentovo rozd&lenf{ s N-K stupni volnosti., Oznal{-

"_[—1 S
85 =] ()55 —Tiﬁf (15)

A
. A 4 . {budni
a najdeme pravd&podobnostni obsah intervalu ej- kSﬁ pomoci distribuln




- 179 -
funkce Fy_, Studentova rozd¥leni (viz (12,11)). Pro dostatenZ velky pofet
CA LA
stupnd volnoati N-k (230) mé interval 93.'1'45':j pravd&podobnostni obsah 0.683,
stejny, jako méd iunterval éjts'a..

Souvislost se sumou &tvercl odchylek

Podminke mexima v&rohodnosti je pifi norméln& rozdZlenych datech ekvi-
valentn{ s podminkou minima sou¥tu ¥tvered - viz (10.11). V nadem pripadd
K- rozm&rného vektoru parametrd € a diagondlni matice vah ¥ ¥ Je suma Ztver-
cll rovna

s = (y-48) w(y-Ae) Zwi(y Za ae )2, (16)
Snadnc se miiZeme pFesvEd®it, Ze podminka minima S vzhledem k 8, t.J.
aS/ael=...='as/aox=o. vede skuteéné""soustavu normélnich rovnic (4).

Pro soufet &tvercd (16) v minimu, t.j. v bodd _'é, -dosteneme jednoduchw.vztah

5,=5(8) = yTwy-28Ta Wy+0THQ = yTwy-6TATwy. (17)

N o= == - A = ww (D PP -
Rezidudélni sumu Ztvercd tedy miZeme vypolfst tak, Ze od v”Zfeného soultu
Etvercl nam3¥enych hodnot (lTNW_):) odelteme skaldrni sou¥in vektoru feSeni a
pravé atrany normélnichArovnic (4). UZiteZné je také vyjédfeni S jako funk
ce posunutf{ A z minima 8:

S(8+8) = S_+4&'HA. (18)

Matice H kovarialni formy (8) popisuje také funkei S v prostoru parametrd
8.

1 1 L L
1=B = —
£ | -
2.8 | <
" i
@.6 -
0.4 | 4
" i
0.2 + -
8.8 |- .

i 1 i
15 20
] 5 108 2

Obr., 36. Distribu&ni funkce X2 - rozdélen{ s K stupni volnosti.
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17. Odhad parametrd nelinedrniho modelu

M&rend hodnoty Y1seeeyYy mohou zédviset na hledanych parametrech
91""’QK nelinedrné&;
yi = hi(el.o-o'ex)’i=1,o-o'Na (1)

Predpoklddejme, Ze ¥y Jsou nezdévislé norméln& rozd&lené promZnné se stied-
nimi hodnotami E(y;) = hi (8 y,00.98,) a8 diagonélni Yovaria¥nf maticf

D= G?E'l (W je diegondéln{ matice vah, 62 disperze pro jednotkovou véhu).
Funkce vérohodnosti pozorované N-tice y pFi hodnotéch parametrd @ je

N -h(e s ae 9)2
= 1 [y5-hs (8, ’K]
L=1. “P{' . (2)

z
=1/ 206 wg 26" /w3

Maximur L vzhledem k € nastane tehdy, je-1i maximdlni

N 2

y -h (e .oo’e )

Inl = - 2 {[ l' ] 1n(2ﬂ'62/w )} (3)
i=1 26 /wg

tedy

k tomu stad{ naji{t minimum véZeného soudtu &tvercl odchylek pozorovanych
a modelovych hodnot v prostoru parametri 8:

S = Zw [y =h (91,...,9 )] [Z'E(Q)]T,!’[Z'E(Q)] . ()

Nalezeni odhadu § hledaného vektoru 8, Jje diky nelinearit& modelovych
funkel h; podstatn¥ obt1{#n&33{ neZ v lineérnim pF¥fpad¥ (§§ 15,16), kde
stal{ sestavit a wyfedit soustavu linedrnich rovnie. Podle (16.6) Jjsme
mohli dokonce vyjédfit odhad jeko explicitni linedrn{ funkci nam&#enych
dat. Zde je zédvislost 9 na y vyjéd¥ena pouze 1mp11citné - podminkou maxima
L nebo minime S, Tim je déna druhd komplikace: rozd&leni 6 neni norméln{ a
je zpravidle obtiZné ho najit.

Hledéni odhadu é svéfime vhodnému numerickému algoritmu nelinedrni
minimalizace a samo¥innému po&itadi. I v linedrnimr p¥ipadé FesSime normdalnt
rovnice (16.4); tam je v3ak vipo¥et rychly a vidy jednoznalny. Nelineérni
model vede obvykle k mnohem néroZndj3im (del3im) strojovym vypoltim a k
moZnosti nalezeni "fale3ného" minima. PF¥i interpretaci vysledkid je tifeba
s touto eventualitou poZitat.

Druhou komplikaci, t.j. neznalost rozdé&leni odhadu §, obchézime zpra-
vidla aproximaci nelinedrniho modelu lineérnfm. Jde v 2zdsad¥ o pouZit{
pfibliZnyech formull (3.28) a (3.29) pro druhé momenty funkci néhodnych
proménnych, neboli o pribliZné vyaédfeni “prenosu chyb m&¥enych y do chyb
hledanych parametrd®. V okoli odhadu Q aproximujeme funkce (1) lineérnimi
&leny Taylorova rozvoje; v maticovém zépisu Je
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h(8+8) 2 h(8)+A B = F+an, (5)

— Ay -

kde prvky matice NxK koeficien'® rozvoje jsou derivace h v bod& é:

(8); 5 = @n; /20|y _ 4 (6)

A
Symbolem y jsme ozna¥ili hodnoty modelovych funkef (1) v bod §. V této
aproximaei je suma &tvercd (6) pFibliZn& rovna

Ay m
SR(-P)Wy-y) +a8uAA = sv A, (1)

kde jeme zevedli oznalen{

T ' - 2 Bh,
H = A"WA, neboli (,li)jm = Zwi 5o . (8)
i

€.
'DJ

@>

§=

Pri odvozen{ vztahu (7) jsme vyu2ili faktu, Ze vekior (y—§)?ﬂé,je dma rny
gradientu

h.
8 =;g_gj --ZZW [yih(e)].ag sy J51l,6..,K (9)
i=1

sumy &tvercd (4) a je tedy v minimu S nulovy.

Pokud je lineérni aproximace (5) dobrd, mﬁieme pouZit v3ech vysled-
XY z pfedchoziho paragrafu Rozd&leni odhadu 9 bude p*ivliZné normélni s
xovariednf maticf 6° H (viz (16.7)), ke prvky matice H pofitéme z (8).
PouZitelnost 11neérn1 aproximace 2zdleZi na prib&hu funkci h v tak velké
oblast1 proatoru parametrd &, ve které je hustota pravdépodobnostl vysled-
ku g vyrazné o0dli3né od nuly. ZdleZ{ tedy i na disperzi G nam&¥enych hod-
not y (viz diskusi o pFibliZnych formulich v § 3). Predstavu o moZnostech
linedrni aproximace poskytuje pfiklad v nésledujicim odstavei.

18, Piiklad odhadu parametri nelinedérniho modelu

UkdZeme pouZit{ metod pfedchoziho paragrafu na p¥fklad® odhadu tii
'parametrﬁg?o, (%, ® o, modelu

1
yix; R, M, ol) = + . (1)
TRt et el (xe@)2e 2 e
MEf{me N-tici hodnot yi=y(xi)+ £; Pro zndmé X,,...,Xy, €4 je nédhcdné chy-

ba. Funkce (1) popisuje napffkled tzv. Lorentzoveky spektrélni profil (zé-
vialost intenzity ne frekvenci) &dry s centrélni frekvencifz a poloSitkou
((p: priZteny ke konstantnimu pozadi‘f . Vzhledem kf? P je model (1)

nelinedrnf, o je linedrni parametr.

Nemé&iend data byla simulovéna v pofftali, Zvolili jsme
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S =o, C =1, « = 0.5, (2)

(o}

ekvidistantnt sf¥ s N=50 hodnotemi X; 2z intervalu-4,4) a norméln& rozd&-
lené pseudondhodné chyby £ se stfedni hodnotou O a standardni odchylkou

6(e) = 0.1 (3)

stejnou pro viechny body X5 . V obrézku 37 jsou takto generovend data zné-

zorn&na k¥{Zky.
A A I
Odhady 2, " a ol jsme nadli numerickou minimalizacf soultu &tvercd

(17.4) s jednotkavymi vahami (disperze jednotlivych y; Jsou stejné):

N '
SR, M) =Z:[yi-y(xi;f2,r',o()]2 : (4)
i=1

Linearity modelu vzhledem k parametru o jsme nevyuZili, PouZity minimeli-
za¥n{ algoritmus hledd miminum funkce pomoci gradientu a matice druhych
derivaci (tzv. hessidnu). Oznatfme 6, ©,, &, po rad¥ parametry S,0,4;

sloZky gradientu a hessidnu jsou

N
?y(x )
3572 L Peveolae
/ i=

(5)
22 N ‘By(xi) 3y(xi) [ Y Pty (xi)) -
=9 - |y.=y(x, y)=——L=17) j,m=1,...,3.
%6336, gl 985  9f 1 lj 2026, :

V¥ hessidénu zanedbédvéme &leny s druhymi derivacemi (to Je tzv. linearizace)
a pouZivéme vlastn¥ (aZ na faktor 2) matici H ze vztehu (17.8):

3£§____ (6)

Vedlej3im produktem mlnlmallzace je tody uZitelné matice, kters podle § 17
popisuje rozd&leni odhadu 9 parametzi v 11neérnim pribliZeni (6 (E)H
je kovariadnf matici normélniho rozd&leni O)

Suma Etvercld (4) Je m1n1mé1ni pro

_Q_- 0.0470, O 0.999, &= 0.522; (7)

modelové funkce (1) s t&mito parametry je nekreslena plnou Zarou v obr.
37. Soulfet &tvercd v minimu je S°=0.456. Dal3{ postup zéleZ{ na tom, Je-li
hodnota ©(£) znémé nebo je tieba ji odhadnout (§ 16); ukéZeme vysledky
pro druhy pfipad. Pofet stupnd volnosti je N-3=47, proto

6(e) ’1/30/47 ~ 0.0985,
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v dobré shod& s hodnotou (3) pouZitou p#i generaci dat. Odhady stendard-
nich odchylek (16.15) jsou

A A A

5 = 0.045, &,= 0.024, &, = 0.017. (8)
Pofet stupnd volnostl je dostatedn¥ velky k tomu, ebychom namisto Studen~
tova rozddlenf{ v (16.14) mohli pouZi{t limitng normélni rozd&leni, Jako
vysledek m&feni miZeme udat intervaly _ﬁ-gg_, +5r. ,o(- pro kaZdy £ pa-,
rametrd zvlééi; Jejich pravd&podobnostni obsah je asi 68%. Vyhodn&js{ mi-
Ze byt odhad celé trojice elipsoidem (16.12) s pravd3podobnostnim obsahem
danym F - rozdslenim., K tomu je tZeba doplnit ddaje o kovaria®ni matiei, ,
nejlépe uddnim korelanich koeficientd dvojic parametri. V nadem prfklads
je |

QQn = 0.001, Rgy= 0.001, Qny= 0.551. (9)

P¥edchoz{ dvaha o intervalovych odhadech je zaloZena na linedrni
aproximaci modelu (1) podle § 17. Posoudfme Jeji pouZitelnost. Nézorné
Je srovnéni zdvislosti souftu &tvercd odchylek (4) na parametrech pro mo="
delovou funkci a jejf linedrni eproximaci. Pro urlitoet budeme sledovat
zévielost na ", Numericky vypodteme funkci S(I’) pro pevnd zedané " a pa-
rametry §¢,d nalezené tek, aby sume (4) byla minimélnf; s pomoci vztahu
(17.7) najdeme parabolickou zévislost S(I) z linedrnt aproximace:

- ¥y = 2.2 4=1 A )
' . (10)
Pfi posunuti z minima o +»qnvzroste hodnota paraboly S o 62(8).

Ob8 funkce S, S Jjaou nakresleny v obr. 38; Je vidét Ze se v inter-
valu 6-8,- 1181 velmi mdlo. PrestoZe zdvislost modelové funkce (1) na "
je nelineérni, odhady F jsou koncentrovény do dostate¥nZ malého intervalu,
v n&m%¥ Jje 11neérai pfibliZeni vyhovujici. Je tfeba 8i uvddomit, Ze veli-
kost intervalu 2. je pfimo Um&rnd st¥ednf kvadratické odchylce 6(E) na-
méFfenfch hodnot. Budou~li chyby dat v&t51 neZ v obr. 37, vliv nelinearity
vzroate; neopak, pro men3fi chyby se bude ddle zmendovat, °

Zapoiteni nelinearity modelu pfi konstrukci intervalového odhadu pro
libovolny parametr © je moZnéd a vysledek platny v asymptotickd limitd
N>® je jednoduchy ([14], § 9.3). Krajn{ body intervalu s pravd&podobnost-
nim obsahem 68.3% jsou takové, we kterych je hodnota S (a nikoli parabo-
lické aproximace S) o 6°(€) v&t{ ne? v mimimu:

A .
s(8-§7Y) = s(8: 8%y = s+ (5. : (11)
/\
Podobnd vzrist S o k° 62(€) definuje interval s pravdépodobnostnim obsahem
stejnym, jako méd v linedrn{ aproximeci interval e-kb (napf{klad 95.4% s
k=2 a tedy s posunutim z minima o 46°(£)). Vysledkem je zpravidla interval,

2
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Obr. 37. Experimentdlnf data (k¥f{3ky) a prolbiené gédvislost s paremetry
(1R.8) (plné ¥ére),

L 3 .
2. 90 2. 95 1.00 1.85 i. 1@
r!l

Obr. 38. Z&vielost sou¥tu Ztvercd (18,10) a (18.12) na [, plné Zére;
parabolickd eproximace, Zérkované Zéra,
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A
ktery nemé stfed v ©. V nadem pffklad® jsou podle obrézku 38 kladné odchyl-
Xy pon&kud v&t31 neZ zdpornd.

Zévmloetl s(r), (p) podle vztahu (10) souvis{ s margindlnim rozas-

lenim I'" které je v linedrnim pFiblfZeni normélni a disperzi 62(8)(§_, )22.

Za povdimnut{ stojf Jje3t& zdvislosti sumy Etvercld na I", odpovidajici pod-
min&nému rozd&leni pfi pevnych hodnotéch R R a = c( zbylych parametri:

s'(0) = s@ M), S'(M = s°+(g>22(r-r") . (12)

A
Jaxo [ jsme ozna%ili odnhad I" z podminky nejmen3fch Etvercd S', Sc'> Je p¥{-
sludnd minimdlnf{ hodnota, Z dat v obr. 37 vychdz{

l\, Al
M= 0.983, 8,= 0.020 , s = 0.484, (13)

Funkce S'a S’ jsou rovn&Z v obr. 38 a v oblasti 't &. Jeou velmi blizké.
DileZity Je fakt, Ze fixovédni SLad zpresnuje odhad zbylého parametrmf'.
V¥ lineérn{ aproximaci je pom&r standaerdnich odchylek pro podmin&né e mar-
ginéln{ rozd&leni " roven

6f) __ @A), -1, T 3
=== [B)0p(B oy =4/1=¢Qr , (14)
sy SE©Y(,

kde ¢ ;}elglobélni korela®n{ koeficient parametru I ze vztehu (3.17). Mati-
ce H, Bf , 8 tedy 1 veliliny z nich odvozené, sice nejsou v prostoru pera-
metr&ﬂ M,d konstantnf{, ale jejich zm&na v blizkém okolf odhaedu je malé.
V nadem pMpadé vychézl Qn=0.552 v bod& odhadu (7); podle (9) je ™ kore-
lovéno predevsim s o, korelace s §2 je nepatrnd. Podle (14) mus{ tedy fi-
xovéni § a of zkrdtit intervelovy odhad " faktorem zhruba 0.83, co% v od-
hadech chyby I" podle (8) a (13) skute¥n® pozorujeme. Nédzorn¥ je tento fakt
vidét i v obr. 38 - suma ¥tvercd S's fixovanjmi paremetry mé ostiejs{ mi-
n}mum neZ S, V tomto mist®& uZ snad nikoho repi"ekvapi, %Ye presndjd1i odhad
M vySel a4l od sprévné hodnoty neZ odhad ['; Jje to v&c néhody, pri opako-
véni pokusu by byl vysledek v&t3inou opa¥ny. Korelafni koeficlient ~0.55

v na8{ dloze je pom&rnd maly, &asto se miZeme setkat s korelacemi ~0.99
nebo i bliZiZfmi k jedni¥ce. Potom mdZe fixovéni n¥kterych paremetrd (ze-
dénim hodnot z jinych m&¥eni) podstatn® zlepsit presnost zbylych odhadd,
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I1T. Testy hypotéz

19, Statistické testy hypotéz

Podstatnou dlohou statistiky Jje odhad hledanych pareametrd z remdfe-~
nych hodnot. Nam&fend date mohou byt wyuZita je3t& jinym zplisobem - k tes-
tu, ktery mé rozhodnout o platnosti dené teorie nebo hypotézy, p¥{padn¥
vybrat jednu z moZnych alternativ, Testovanéd hypotéze velmi Easto odpovi-
dé urlité hodnota n&kterého parametru. Metody testu a odhadu mohou byt v
takovém pfipad& podobnd, formulace dlohy i vysledku Jsou Xéak podstatnd
0dli3né. Pokud odhadujeme nezndmy parametr 90 intervalem Gitsn je vysled-
kem tvrzeni o pravd&podobnostn{ souvislosti intervalu a neznémé hodnoty.
Testujeme-1li naopak hypotézu o zadané hodnoté eo, zformulujeme pravdépo-
dobnostni tvrzeni o moZnostech sprédvného nebo chybndho p¥ijet{ &¢i odmit-
nuti hypotézy na zdkled® pozorovanych udaji.

Statistickd hypotéza je soubor predpokladd, ze kterych plynou piled-
pov&di rozd&leni ndhodnych veliZin. Pokud je predpovEd rozd¥&leni jednoznal-
né, oznaluje se hypotéza jako jednoduché (naptiklad hypotéza, Ze rozd&leni
ndhodné prom&nné je normédlni se zadanou st¥edni hodnotou a disperzti), V
opainém pFfipad® jde o hypotézu sloZenou (mormélni rozd&€leni prom&nné se
stfedni hodnotou z ndjakého intervalu),

Statisticky test je zaloZen na srovnéni pfedpovi2di plynouci z hypo-~
tézy s pozorovanymi daty. Je-li pozoroveny vysledek v rémci dané hypoté-
zy mdlo pravd&podobny, soudime ne jej{ neplatnost. Pfi testu hypotézy Ho
mohou nastat &tyFi pFipady:

(a) H, plati, na zdklad® testu Ji p#ijimdme;
(b) H, neplati, na zédkledd testu ji zamitdme;
(¢) H, plati, ale pomoecf testu ji zamitdme; to Je tzv. chyba prvniho

druhu;
(d) H, neplati, ele pomoci testu ji prijimédme; to je chyba druhého

druhu.
Shode predpov&d! plynoucich z hypotézy H, ® pozorovanymi fakty se testuje

pomoc{ vhodné funkce t namZfenych hodnot, které se ve statistické termino-
logii F1kéd testovaci statistika, Obor v3ech moZmych hodnot této néhodné
prom¥nné rozdZlfme na tzv, oblast piijetd H e kritickou oblast. Kritie-

kou oblast K vybiréme tak, %e hodnoty t do n{ padnou s malou pravd&podob-
nost{ '
o = P(teKlHo) ; (1)

nastane-1li tento p¥ipad, hypotézu Hj zamitneme, Rikdme, Ze pomoci testu
zem{téme H, ne hladin# vyznemnosti & (nebo s rizikemel)., PFitom se miZe-
me podle (c) naho¥e dopustit s pravd&podobnosti o chyby prvniho druhus
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Existuje-11i k Hy Jjedind alternativni hypotéza Hy (plati préveé jedna z

nich), miZfeme najft pravddpodobnost chyby druhého druhu (d), &ili neoprév-
ndndho pfijetdt HO:

B = P(YK|H)). (2)

Mirou moZnosti odd&lit H, & Hy Je tzv. sfla (mohutnost) testu l -@, kte-

rd ovBem zdvisf na o« , Tuto souvislost objasnime v ndsledujfcim p¥{kladu.

PFiklad testu zv&t3Seni stfednf hodnoty normélniho rozdéleni

UvaZujme o nédsledujfci{ situaci, M&Fenim intenzity zdroje zéfent
(elektromagnetického nebo svazku Zdstic) dostédvéme méhodnéd vysledky x nor-
mdlnd rozddlend se stiedni hodnotou"u.o a disperzi 52. Pfedpoklddejme, Ze

Jome znali(u.o a potfebujeme rozhodnout, zda tato hodnota zistala (hypoté=-

za Ho) nebo se zv&tiila na Ay (hypotéza Hl) po n&jaké uprav® zdroje. Bude=~
me postupovat tak, Ze zm8f{me N-tici intenzit XyjeeeyXy 8 spoiteme prim&r
(testovacl statistiku)

1 N :
t = K2 X (3
i=1

coZ je podle pfedpokladu o rozdileni x médhodnd prom&nnd s rozd&lenim
Nbe,GZ/N) pokud plat{ H,, respektive NQul,Gz/N) pokud plati alternativa

Hl' V obrdzku 39 jsou tyto dvE& hustoty schematicky nekresleny spolu s plo-
chemi, reprezentujfcimi chyby o a (3 pfi zadané hranici t, kritické oblae-
ti. S pouZitim distribu¥ni funkce (4.5) dostaneme

of = P(t>t, |H) = 1 -qxt;ﬁ;éﬁs'—), B= P(tet |H)) =¢}<%‘-). (4) -

S uvéZeni{m disledkl, kteréd mé prijet{ Jjedné z hypotéz, je tfeba roz-
hodnout o volb& kritické hodnoty t, (tou jsou dény pravd¥podobnosti chyb
prvého 1 druhdho druhu). S rostoucim poltem nem®fenych hodnot se rozd&le-
ni f(tlHo) i f(tlﬂl) gu?ujf a v 1limit2 N»o0 rozhodneme o platnosti jedné

Zz hypotéz e libovoln& malym rizikem chyby.

Dé se ukdzat, Ze volba prim&ru (3) jako testovaci statistiky je v
tomto prfipad® optiméln{ - p¥i zadaném £ je sfla 1 -} tohoto testu maxi-
méln{, (V pripad¥ dvou jednoduchych hypotéz existuje nejsilnejsi test;
obecny pfedpis pro jehd vyhleddnd udévé tzv. Neymanova-Pearsonova v&ta),
MiZeme pouZit mnoho jinych testd, ale Zédny} z nich nebude lep3f neZ ho-
Fej51. Napriklad lze testovat poZet hodnot x;, které jsou vétéi.neZJﬁ);

bude-1i mnohem w2t3{ neZ N/2, plati pravd&podobné& Hl' Z pfesnédho rozboru
tohoto testu zjistime, Ze pro dand o{ ddvé v&t3{ p neZ test primZru
(vztah (4)).

PrestoZe Bychom mohli v dené situmci testowacf velilinu v chépat
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vac{ statistiky
t pro dv& hypo-

tézy H_a H,.
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~ oblast prijeti Ho __kriticka oblast

Jeko odhed stfedni hodnoty prom&nné x, je jeji pouZit{ v tomto pEfkladu
prdstatn& jiné. Vime predem, Ze jsou pouze dvd moZnosti (znédmé hodnot.y(.q,°
nebo[Ll) 28 v¥sledkem m&Ffeni je rozhodnuti, kterou z nmich vylereme,

Testy dobré shody

Teorie testd hypotéz Jje velmi obsdhlou a propracovenou &dst{ matema-
tické statistiky. Ddle se budeme zabyvat pouze jednim druhem testd: pro-
vérkou dané hypotézy H, vzhledem ke v3em jimym moZnym hypotézém (ne Ho).

Takové srovnédni Ho a alternativy, jaké jsme pouZili vy3e, pak nemd smysl;
proti Hy stojf mnoZina hypotéz, v mfZ jsou i tekovéd, které vystihujf data

8 libovolmou pfesnosti. Chyba druhého druhu je v této situaci nezndmd,
Pljde tedy pouze o srovnédni predpov&di plynoucich z Ho s nam&fenymi daty

- tzv. kriteria dobré shody. Ve dvou nédsledujicich odstaveich jsou popsé-
ny dva z mnoha zndmych testi.

20, Pearsoniv test dobré shody

Pfedpoklddejme, Ze z N-tice nam&fenych hodnot XygeeesXy byl sestaven

histogram s k sloupky (bunkami), V i-tém sloupku jsou hodnoty z intervalu
<Pi’ Mi)’ jejich pofet ozne¥fme n;; zfejm& plat{

k

ZZ: n, = N. (1)

i=1
Polty "uddlosti" n; v bunkdch jsou néhodné veliZiny s binomickym rozd¥le-
lentm (§ 7). Jsou urfeny pravd&podobnostmi p; toho, 2e nam&*end hodnota
padne do i-té bunky, neboli rozd¥lenim m&rené veliliny x:

py = P [ xeCag M= FOH)-F(m), i=1,... k. (2)
Zde je F(x) distribuini funkce médhodné promdnné x. Z hypotézy Ho' Ze se

x ¥1df danym rozd&lenim, plyne krom& jiného i p¥edpov&d pravdpodobnosti
riznych podtd v bunkéch histogramu. Vhodmou testovaci veliZinou pro srov-
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nén{ shody predpov&di a pozorovéni je
2
k (ni-Npi)

Np, (3)
i=1 1

T =

Hodnota T bude tim v&t3{, &im vice se budou pozorovené polty n, 11~
Bit od olfekdvamych stfednich hodnot Npi’ T Je ovSem ndhodné veliZina

(n, jsou néhodné proménné). Plati-1i hypotéze H_, mé n; binomické rozasle-
ni se stFfedni hodnotou Np,, kterd se dé pro wits{ Npi doble aproximovat

normdln{ hustotou (§ 7). Jednotlivé sZftance v (3) nejsou nezévislé, ng

splhuji podminku (1). Dé se mle ukézat, Ze veliZina T je soultem k-1 kvad-
rdtd nezévislych nédhodnych prom&nmych, z nichZ ka2dd mé pFfibliZn& stan-
dardni normélni rozd&lend N(O,1). Rozd¥leni T je tedy p#ibliZnd %2 s k-1
stupném volnosti. Aproximace'je tim lepdf, &im vEt3{ jesou o&ekdvané polty
Np,. Jako podminka pouZitelnosti se obvykle uvédi'Npiy'Sf mebo alespon
maly poldet (ne vice neZ 20%) intervall s Npi v rozmezi 1 a% 5.

Znalosti rozd&leni T wyuZijeme k testu hypotézy Ho pomoci nédsledujfc{
yvahy. Je-1li pozorovend hodnota T velkd, mohly nestat dve piipady:

H, plat{, velkd hodnota wy3la ndéhodou;
H, neplati, velkd hodnota vysla proto, Ze rozd&€leni dat je jind.

Rozhodneme se tedy, Ze Ho zamitneme, je-1li hodnota T dostateln& mélo prav-
d&podobné. Ve statistice se uZivd ustéleného zplsobu vyJjadiovéni této sou-
vislosti. Hypotézu H, zem{tdme ne hladin® vyznamnosti &\ (nebo s rizikem

), jestlize vySla hodnota T2 T, pri¥em? pravddpodobnost tohoto vyeled-
ku je of:

P(T2T,) = L-P(TCT,) = 1-F , (Ty) = df. (4)
k-1 _
Distribugni funkce F , umoZfuje najit k zadané pravddpodobnosti ol kritic-
k-1

kou hodnotu To{ . Podle rozd&lenf, kterym se #1df T, se tomuto testu r{ké
Pearsonovo X° - kriterium dobré shody.

Presné hodnota o hladiny vyznamnosti ve statistickém testu qeni zlej-
m& dfileZitd., Zachézime sp ndhodnymi Jevy a pozorujeme obZas i velmi mélo
pravd&podobné vysledky. Zkudenost v¥ak ukazuje, Ze pravddpodobnosti o pod
~5% znemenaji silny podnZt k dvahém o tom, nemé-1li byt testovand hypoté-
za nahrazena n&jakou vhodn&jsi. .

Test p*i odhadovanych parametrech rozdélent

Zatim jeme pfedpokléddali, Ze testovené rozdé&leni nezdvisi ma 2d4dmém
parametru urlovaném z nam&fenych dat, Pokud ze souboru X,,...,Xy nam&fe-

nych hodnot nejprve odhedujeme pareametry © distribu¥ni funkce F(x), neméd
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uZ prom&nné (3) rozdZlent Xﬁ_l. Dé se ukdzat, Ze odhad r-tice parametry z

dat sdruZenych do histogramu vede ke zmenSen{ po&tu stupnd volnosti v Xz-
- rozd&lenf prom&nné T na k-r-1 (ztrécf se r stupnd volnosti). Je-1i odhad
zaloZen na vychozich datech bez sdru!eni do Bunék histogramu, je rozd&le-
n{ proménné T n&kde mezi.X} 1 8 Xk -p-1°® Pokud je k dostatefn® velké proti

r, je rozdil mezi obZma krajnimi distribucemi maly a presn&j3{ znalost roz-
d8leni{ T neni nutné4.

Prfklad pouZitf X°- testu

UkéZeme pouZit{ Pearsonova testu ne prikled® dat z obr. 3 - vysledkd
N=1000~krét opakovaného m&feni propustnosti infraZervenym spektrometrem.
Budeme testovat hypotézu Hy tvrdici Ze date Jsou rozdé&lend normélnd se

stfedni hodnmotou @.a disperzi 6 » odhadnutymi metodou maximédlnf vErohod-
noati, Vychédzi{

A A2 I
M= 274, 6 = 4624 (6=68),

pravd&podobnosti (2) dostaneme s pomoci distribu¥ni funkce (4.5) normélni-
ho rozdéleni s t&mito parametry. Pozorovany @ odekévany polet udélostf v
histogramu z obr. 3 je spolu s pF{spivkem kaZdého sloupku do sumy (3) za-
paén do ndsledujici tabulky.

i | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ny 3 1 2 2 6 11 24 20 43 44
Npy 1.45 2.37 3.77 5.78 8.58 12.3  17.1 23.0 29.8 37.5
1.G 1.67 0.79 0.83 2,47 0.78 0.14 2.77 0.39 5.81 1.14
i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
n; 22 55 55 72 72 13 69 75 63 50
Np; 45.5 53.5 60.7 66.7 70.9 T2.8  T2.4 69.6 64.7 58.1
X2 0.27 0.04 0,54 0.42 0,02 0.00 0.16 0.43 0,04 1.13
i 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
ng 46 31 27 36 18 23 14 10 3 10
Np; 50.5 42.5 34.5 27.2 20,7 15.2  10.8 T7.43 4,94 3,18
X2 0.41 3,10 1,65 2,88 0.34 4.02 0,95 0.89 0.76 14,6

Hodnote T podle (3) je 49.4, ProtoZe jsme dve parametry odhadovali, je roz-
d%leni néhodné prom&nné T podle predchoziho vykledu ohranifeno distribuce-

2 2
mi A3g @ X5qe
S pomoci tabulek v dodatku D1 miZeme formulovet vysledek testu - hypotézu
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H, zem{téme s wrlym rizikem o#0.01 (kritické hodnote T, o1 Je @si 49.6 pro
29 stupnd volnosti),

Podivéme-1li se pozorn& do hofejdi tebulky, v3imneme si nédpadn& velkd-
ho pri{epévku posledni bunky do T. Kdyby v n{ bylo jen o n&kolik udélost{
méné&, tfeba misto deseti jen p&t, vy3la by hodmota T zhruba 36; pak by hy-
potéza o normédlnim rozd&leni byla zemitnuta Xz- testem na hladin® v&t3{
neZ 0.1 (viz Dl1). Pri takovém wfsledku bjvéme obvykle s hypotézou spokoje-
ni. Pravd®podobn® nejlep3{ vysw&tleni t&chto fektd Jje takové, %Ze normédlni
rozd&leni skuteZn& dob¥e wystihuje registroveméd date. V prib&hu 1000-krét
opakovaného m&feni dodlo asi k rudivému zdsahu, pfi kterém bylo namZfeno
n&kolik pr{1i3 wvelkych hodnot (typické Jsou néhodné impulzy v elektrické
siti). V § 21 budeme testovat normalitu jedné men3f Zdsti det z obr. 3
(150 bodd) jinym testem; vysledek - dobrd shoda s hypotézou - horejsf zd-
véry podporuje.

Volba bun®k histogramu

Pi sdruZovédni nam&¥fenych dat do histogramu se ztréci &ést informace
(0 rozd&leni hodnot uvnitP jednotlivych Bund&k), To je neZdédouci Jev, kte-
ry ovliviuje i kvalitu Pearsonova testu. P¥{1li3 jemné dZleni intervalu ve-
de zase k malému po&tu uddlost{ v bunkéch a X2 - test nmelze pouZit, Zdklad-
ni pravidlo pro optimdlnf volbu bun&k ¥{kd, Ze pravd&podobnosti (2) majt
byt etejnd. Interval (O,l) funk&nich hodnot distribu¥ni funkce F(x) je tedy
treba rozd&lit na k stejn® velkych di-
1 13 a odelist odpovidajici argumenty
Fix) jako hranice sousednich bun&k (obr. 40)
X Optimdlni volbe podtu bun&k k vychdzi
z poZadavku maximédlni mohutnosti kri-
teria a je pom&rn® komplikovand {14] .
pi{ Spokojime se s konstetovénim, Ze opti-
mélni k roste s podtem dat N jako Nz/5
a pro N=200 je doporudend hodnota
k =30, pro N=500 zhrube kx43. Histo-
gram z obr. 3, ktery jsme pouzZili v
hotej3{m pfikladu, nebyl z hlediska
testu vybrén sprédvn&. Cht3li jsme v3ak
zachovat podobnost s hustotou pravds-
Obr. 40. Volba bun&k histogramu se podobnosti a proto byly zvoleny stejné
stejnou pravd&podobnosti. velikosti bunék,

0
i M

-+
o=

x v
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21, Kolmogoroviv test dobré shody

Pfi vytvofeni histogramu z namé&femych Wdajl se &dst informace ztréct,
proto je lep3i testovat hypotézu o rozd2leni dat bez sdruZovéni do bundk
("t¥fdnfch intervald" ve statistické terminologii). Usp&3nd kriteria jsou
zaloZena na sledovén{ odchylek empirické a hypotetické distribu®ni funkce.

Empirickd distribulni funkce Sp(x) souboru x,...,x Je po Z¥dstech kon-

N
stantni se skokem velikosti 1/N v ka?d4 nam&fend hodnotd. Oznadime-1li
x(1),...,x(N) nam&¥ené ddaje usporddand podle velikosti od nejmen3fiho k
nejvé&tsimu, je

0 pro x<£x(1),
SN(x) ={ i/N pro xe < x(i), x(i+l)), i=1,...,N-1, (1)
1 pro x x(N).

Tuto empirickou distribu&ni funkei jsme uZ pouZili v § 11 pro kvalitativ-
ni srovndni s hypotetickou distribu®ni funkci F(x).

Vhodnou mirou odli3nosti Sy(x) a F(x) je maximum odchylky

Dy = mix SN(x)-F(x) . (2)

Hodnota Dy se celkem snadno spolte, protofe maximum rozdilu SN(x)-F(x)
nastdvd v nEZkterém z nam&ifemych bodd x(1),...,x(N). Dy Je néhodné prom&nnd,
kterd md za predpokladu platnosti hypotézy o rozd&leni F(x) asymptotickou
distribuni funkeci

FK(z) = 1lim P[Jﬁ'DN>z] =2 :E:(-l)r'l exp(-2r 22). (3)
N-00 o

Pribsh funkce FK(z) je v obr, 41; obvykle se piedpoklddd, Ze proménnd
JITD mé asymptotické rozd¥&leni (3) s dostatefnou presnost{ uZ p¥i N2 80.

V Kolmogorovové testu posuzujeme pozorovanou hodnotu J—-D . Vyade-li

pfilié velkd, zamitneme hypotézu o rozd&leni dat podle F(x): pro

VN Dy >z, , kde Fe(z,) =1 - ok, (4)
zamitdme hypotézu na drovni o{ (s rizikemol), Kritické hodnoty jsou napi.
20.01= 1063, zo.'05= 1.36' zo.1= 1.22 . (5)

Test normality rozd&leni dat z § 11 - m8feni Casu

UkdZeme funkci testu v pf{pad® dat z obr. 24(§ 11). Maximélnf odchyl-
ke mezi empirickou distribunf fumkei a &drkovan& nakreslenou hypotetickou
normélni distribu¥nf funkel je D,q,~ 0.0513; testovanéd hodnota V200 Ds00=

= 0,725 pedé podle obrdzku 41 do oblasti hodnot velmi pravdé&podobnych,
Hladina vyznemnosti pro zy = 0.725 je o= 1-F(zy) = 0.67, riziko pFi
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Obr. 41, Distribu¥ni funkce (21.3) Kolmogorovowa kriteri;;

2.3

1 ‘ A 1 1 i
150 200 250 308 350

X

Obr, 42, Empirické distribulni funkce prvaich 150-ti hodnot ze souboru
det 1z infraferveného spektrometru (§ 2, obr. 3), plnd &4dra,
Normélni distribu®ni funkce, &drkovand Zéra.
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zamitnut{ hypotézy daného normédlniho rozd&leni je pf1{1i3 velké. Pripomene-~
me je3t&, Ze neni moZné uvaZovat tak, Ze shoda s hypotézou je tim lep3f,
&¢{m men3{ je testovanéd hodmota Jﬁ-DN. Jde o hodnotu néhodné prom&nné, kte-
ré podle obr. 41 padd s velkou pravd&€podobnostf do intervelu mezi 0.5 a
1.5; pravd&podobnost wfsledku Jﬁ'DN<LO.25 Jje prakticky nulovéd 0v3xlo'8),

Test normality dat ze spektrometru

Z tistice hodnot pouZityeh v pfikladu X? - testu v § 20 jsme vybrali
prviich 150 a vypoletli maximélni odchylku empirické a hypotetickd distri~
budni funkce (obr. 42): D150 = 0,0538, Riziko pfi zamitnuti{ hypotézy o

normélnim rozd&leni je pro zyu = V150 D150= 6.659 zhruba = 0,78, tedy ne-

pFipustng velkd, Shodu v obr. 42 posuzujeme jakoc velmi dobrou, pozornost
mife vzbudit odchylke v intervalu hodmot 300-:-350. Kolmogoroviv test Pikd,
%e odchylky takovd velikosti nastdvaji &Zasto.



Dodatkz
lDl. X?- rozddlent

V tabulce Jjsou hodnoty Xp, pro které je pravd&podobnost
P(x< xp)= sz(xP)= P, v zdvislosti na poZtu stupnd volnosti n
n

a pravd&podobnosti P,

nF% 0.050 0.100 0.200 0.500 0,683 0.900 0,954 0.980 0.990
1y 0.004 0.016 0.064 0.455 1.001 2,705 3.981 5.411 6.632
2 0.103 0.211 0.446 1.386 2,298 4,605 6,158 7.824 9,210
31 0.352 0.584 1.005 2,366 3.529 6.251 "8.000 9.837 11.34
4 0.711 1.064 1.649 3.357 4,722 7.779 9.689 11.67 13,28
51 r.145 1.610 2.343 4,351 5,891 9,236 11,29 13,39 15.09
6] 1.635 2,204 3,070 5.348 7,042 10.64 12,82 15,03 16.81
7{ 2.167 2,833 3.822 6,346 8.180 12.02 14.31 16,62 18,48
81 2.733 3,490 4.594 7.344 9.308 13.36 15.76 18.17 20,09
9] 3.325 4.168 5.380 8.343 10.43 14.68 17.18 19,68 21,67

10| 3.940 4.865 6.179 9.342 11.54 15.99 18,58 21,16 23,21

11| 4.575 5.578 6.989 10.34 12,65 17.28 19.95 22.62 24.72
121 5.226 6.304 7.807 11.34 13,75 18.55 21.31 24.05 26.22
13} 5,892 7,042 8.634 12,34 14.85 19.81 22,66 25.47 27.69
14 6.571 7.790 9.467 13.34 15.94 21,06 23.99 26,87 29,14
15| 7.261 8,547 10.31 14.34 17,03 22,31 25,30 28,26 30,58
16| 7.962 9.312 11.15 15.34 18,12 23,54 26,61 29.63 32,00
17| 8.672 10.09 12.00 16.34 19,20 24,77 27.91 31.00 33.41
18] 9,390 10.86 12,86 17.34 20,29 25,99 29.20 32,35 34,81
19| 10,12 11.65 13,72 18.34 21,36 27.20 30,48 33.69 36.19
20/ 10.85 12.44 14.58 19,34 22.44 28.41 31,75 35,02 37.57

21| 11.59 13,24 15.44 20.34 23,52 29.62 33,02 36.34 38,93
22| 12.34 14.04 16.31 21,34 24.59 30.81 34.28 37.66 40,29
23| 13.09 14.85 17.19 22,34 25.66 32.01 35,53 38,97 41.64
24| 13.85 15.66 18,06 23.34 26.73 33.20 36,78 40.27 42,98
25| 14.61 16.47 18.94 24,34 27.80 34,38 38.03 41.57 44,31
26] 15.38 17,29 19.82 25,34 28,87 35.56 39.26 42.86 45.64
271 16,15 18.11 20.70 26.34 29,94 36,74 40,50 44.14 46,96
28| 16.93 18,94 21.59 27.34 31,00 37.92 41.73 45.42 48,28
29| 17.71 19.77 22,48 28.34 32,07 39,09 42,95 46,69 49.59
30( 18.49 20.60 23,36 29,34 33,13 40,26 44.17 47.96 50,89

31 19.28 21.43 24,26 30.34 34,19 41,42 45.39 49.23 52,19
32} 20.07 22.27 25.15 31.34 35,25 42,58 46.60 50.49 53.49
33| 20.87 23.11 26.04 32,34 36,31 43.75 47.81 51.74 54,78
34| 21.66 23,95 26,94 33,34 37.37 44,90 49.02 53.00 56,06
35| 22,47 24.80 27.84 34.34 38,43 46,06 50.23 54,24 57.34
36| 23,27 25.64 28.73 35,34 39,48 47.21 51.43 55.49 58,62
37| 24.07 26.49 29.64 36.34 40,54 48,36 52.63 56.73 59.89
38| 24.88 27.34 30.54 37.34 41.60 49,51 53,82 57,97 61.16
39| 25.70 28,20 31.44 38.34 42,65 50.66 55.02 59.20 62.43
40| 26.51 29,05 32.34 39.34 43,70 51,81 56.21 60,44 63.69

41{ 27.33 29.91 33.25 40.34 44,76 52,95 57.39 61.67 64.95
42| 28.14 30.77 34.16 41,34 45.81 54,09 58,58 62.89 66,21
43| 28.96 31.63 35.07 42.34 46.86 55.23 59,76 64.12 67.46
44| 29.79 32.49 35.97 43.34 47.91 56.37 60,95 65.34 68.71
45| 30.61 33.35 36.88 44,34 48.96 57.51 62,13 66.56 69,96
46| 31.44 34.22 37.80 45.34 50.02 58,64 63,30 67.77 71,20
47| 32.27 35.08 38,71 46.34 51.06 59,77 64.48 68,99 72.44
48| 33.10 35.95 39.62 47.34 52,11 60,91 65.65 70,20 73. 68
49| 33,93 36.82 40.53 48.33 53.16 62,04 66.82 71.41 74.92
50| 34.76 37.69 41.45 49.33 54,21 63.17 67.99 72.61 76.15




D2. Studentovo rozd&leni

N £. 0,050 0.100 0.200 0.500 0.683 0.900 0,954 0.980 0,990
[
L 0,079 0,158 0,325 1,000 1.839 6,314 13,82 31.82 63.66
210,071 0.142 0,289 0.816 1,322 2,920 4,500 6,965 9,925
30,068 0,137 0,277 0.765 1,198 2,353 3,292 4,541 5,841
410,067 0.134 0.271 0.741 1,142 2,132 2.858 3.747 4.604
510.066 0,132 0.267 0,727 1,111 2,015 2.640 3,365 4,032
6:0.065 0,131 0.265 0.718 1.091 1,943 2,508 3,143 3,707
710,065 0.130 0,263 0,711 1,077 1.895 2,421 2.998 3,499
8 10,065 0.130 0.262 0.706 1.067 1.860 2,359 2,896 3.355
9 10.064 0,129 0.261 0,703 1,059 1.533 2,313 2.821 3,250
1010,064 0,129 0.260 0,700 1,053 1,8i2 2,277 2.764 3,169
11 10.064 0,129 0.260 0,697 1.048 1.796 2,249 2.718 3.106
12 10.064 0,128 0.259 0.695 1,044 1.782 2,225 2,681 3.055
13 (0,064 0.128 0.259 0.694 1.041 1,771 2,206 2,650 3,012
14 10.064 0.128 0.258 0.692 1,038 1.761 2.189 2,624 2,977
15 :0.064 0,128 0,258 0,691 1,035 1,753 2,175 2.602 2.347
16 10.064 0.128 0.258 0,690 1,033 1,746 2,163 2,583 2.921
17 10,064 0.128 0,257 0,689 1,031 1,740 2,153 2,567 2,898
18 10,064 0,127 0,257 0,688 1,029 1,734 2,143 2,552 2.878
t¢:0.064 0.127 0,257 0.688 1,028 1,729 2,135 2,539 2.861
¢0 0,063 0.127 0.257 0.687 1.026 1.725 2,128 2,528 2,845
t2:10.063 0,127 0,257 0,686 1,025 1,721 2,121 2,518 2.831
210,063 0,127 0,256 0.686 1,024 1,717 2,115 2,508 2.819
2310.063 0.127 0.256 0.685 1,023 1.714 2.109 2,500 2,807
24 ;0.063 0,127 0,25 0,685 1,022 1,711 2,104 2,492 2,797
25 10,063 0,127 0.256 O0.684 1.021 1.708 2.100 2.485 2,787
26 10.063 0.127 0,256 0,684 1.020 1,706 2,096 2.479 2,779
27 10,063 0,127 0.256 0,684 1,020 1,703 2,092 2.473 2,771
23 | 0.063 0.127 0,256 0,683 1.019 1,701 2.088 2.467 2,763
29 {0,063 0.127 0.256 0.683 1,018 1,699 2,085 2,462 2,756
3¢ 0,063 0,127 0,256 0,683 1,018 1.697 2.082 2,457 2,750
31 |0.063 0,127 0.256 0,682 1,017 1,696 2.079 2.453 2,744
32 1 0.063 0,127 0,255 0.682 1,017 11.694 2.076 2,449 2,738
33 0.063 0,127 0,255 0.682 1,016 1,692 2.074 2,445 2,733
34 (0,063 0,127 0,255 0.682 1,016 1.691 2.071 2,441 2,728
35 | 0,063 0,127 0.255 0.682 1,015 1.690 2.069 2,438 2,724
36 (0.063 0.127 0,255 0,681 1,015 1.688 2,067 2.434 2,719
l 37 {0,063 0,127 0,255 0.681 1,014 1.687 2,065 2,431 2,715
' 38 { 0.063 0,127 0.255 0.681 1,014 1,686 2,063 2.429 2,712
39 | 0.063 0.126 0,255 0,681 1,014 1.685 2.061 2.426 2,708
40 | 0,063 0,126 0,255 0,681 1,013 1,684 2.059 2.423 2,704
41 [0,063 0.126 0.255 0.681 1.013 1,683 2.058 2.421 2,701
42 | 0.063 0,126 0.255 0.680 1,013 1,682 2.056 2,418 2,698
43 /0,063 0,126 0.255 0.680 1,012 1.681 2.055 2.416 2,695
44 {0,063 0,126 0,255 0.680 1,012 1,680 2.053 2.414 2,692
45 [0.063 0.126 0.255 0,680 1,012 1,679 2.052 2.412 2.690
46 {0,063 0.126 0,255 0.680 1,012 1.679 2.051 2,410 2.687
47 |0.063 0,126 0,255 0.680 1,011 1.678 2.050 2,408 2.685
48 | 0,063 0,126 0,255 0.680 1,01} 1.677 2.049 2,407 2.682
49 | 0,063 0.126 0,255 0.680 1,011 1,677 2.047 2,405 2.680
LSO 0,063 0,126 0,255 0.679 1,011 1,676 2.046 2.403 2.678

t

V tabulce jsou hodnoty
Pltl <tp)= Fpltp)-F (~ty)=
a pravd&podobnosti P,
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tp, pro které je pravd&podobnost
P, v zdvisloati ne po&tu stupnld volnosti'n

4685ﬁ 1,1c0ays +

048840 .
W

Y

0,5305413

LN

wo

_ 0,1146LL5 + Oﬂlo}ﬁ;}
o
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V tabulce jsou hodnoty Xpy Pro kterd je pravd&podobnost
P(x<xp)= Fp,o' (Xp)= P, v zévislosti na poltech stupid volnosti m, m’
a pravdé&podobnosti P,

m= 2
l P 0.050 0.100 0.200 0.500 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
5 ]0.052 0,108 0.233 0.799 1,458 3,780 6.067 9.454 13.27
10 [0.052 0.106 0.228 0.743 1,292 2.924 4.256 5.934 7.559
15 [0.051 0.106 0.226 0.726 1,242 2.695 3.807 5.135 6.359
20 [0.051 0.106 0.226 0.718 1.217 2.589 3.606 4,788 5.849
25 [0.051 0.106 0.225 0,713 1.,203° 2.528 3,492 4.593 5.568
30 [0.051 0.106 0.225 0,709 1,194 2.489 3.418 4.470 5.390
35 [0.051 0.106 0.225 0.707 1,187 2.461 3.367 4.384 5.268
40 |0,051 0,106 0.224 0,705 1,182 2,440 3,329 4,321 5.179
50 [0.051 0,106 0.224 0.703 1.176 2.412 3.277 4.235 5.057
60 {0,051 0.106 0.224 0,701 1,171 2.393 3.243 4.179 4.977
70 |0.051 0.106 0.224 0,700 1.168 2.380 3,219 4.139 4,922
80 |0.051 0.105 0.224 0.699 1,166 2.370 3.201 4.110 4.881
90 |0.051 0.105 0.224 0,699 1.164 2.363 3,187 4.087 4.849
100 |0.051 0.105 0.224 0.698 1,162 2.356 3.176 4.069 4.824
n= 3
o Ro.0os0 0,100 0.200 0,500 0.683 0.900 0.954 0.980 0,990
5 {0,111 0,188 0,337 0,907 1.523 3.619 5,659 8,669 12.06
10 (0.114 0.191 0.336 0.845 1.337 2.728 3.835 5,218 6.551
15 (0,115 0.192 0.335 0.826 1.281 2,490 3.388 4.447 5.416
20 (0,115 0.193 0.335 0,816 1.254 2,380 3.187 4.113 4.937
25 (0,116 0,193 0.335 0.81)1 1.238 2.317 3.074 3.927 4.675
30 |0.116 0.193 0,335 0.807 1.227 2,276 3.001 3,809 4.509
35 (0,116 0.194 0.335 0.804 1,220 2.247 2,950 3,727 4.395
40 |0,116 0,194 0,335 0.802 1,214 2,226 2,913 3,667 4,312
so [0.117 0.194 0.335 0.800 1.207 2,197 2.862 3.585 4.199
60 |0.117 0.194 0.335 0.798 1.201 2,177 2.828 3,532 4,125
70 |0.117 0,194 0.335 0.796 1,198 2.164 2.804 3,494 4,074
80 [0.117 0.194 0.335 0.795 1.195 2,153 2.787 3.466 4,036
90 |0.117 0.194 0.335 0.795 1,193 2,146 2,773 3.445 4.006
100 {0.117 0.194 0.335 0,794 1.191 2.139 2.762 3.428 3,983
m= 4
~J0.050 0,100 0.200 0,500 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
m
5 |0.160 0.247 0.404 0.965 1.552 3.520 5.426 8,233 11.39
10 |0.168 0.255 0.407 0.899 1,353 2,605 3.591 4.816 5.994
15 [0.171 ©0.258 o0.408 0.878 1.293 2,361 3.143 4,058 4,893
20 |0.172 0.260 0.409 0.868 1.264 2.249 2,942 3,731 4,431
25 10,173 0.261 0.410 0.862 1.247 2,184 2.829 3,549 4.177
30 [0.174 0.262 0.410 0.858 1,235 2.142 2.756 3.434 4.018
35 |0.175 0.262 0.410 0.856 1.227 2.113 2,706 3.354 3.908
40 |0.175 0.263 0.410 0,854 1,221 2,091 2,668 3,295 3.828
50 (0,175 0.263 0.411 0.851 1.213 2.061 2.617 3.215 3.720
60 l0.176 0.264 0.411 0.849 1,208 2,041 2.583 3.163 3,649
70 |0.176 0.264 0.411 0.847 1,204 2.027 2,560 3.127 3,600
8o |0.176 0.264 0.411 0.846 1,201 2.016 2.542 3.100 3,563
90 | 0.176 0.265 0.411 0.846 1.199 2.008 2.328 3.079 3.535
100 |0.177 0.265 0.411 0.845 1,197 2.002 2,517 3.062 3,513
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0.305

n= 5
m P 0.050 0.100 0.200 0,500 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
51{0,198 0.290 0.449 1,000 1,567 3.453 5,273 7.953 10.97
10 ;0,211 0.303 0.456 0.932 1,359 2.522 3.429 4.555 5.636
15 10,217 0.309 0.460 0.911 1.296 2,273 2.980 3.805 4.556
20 | 0,219 0.312 0.462 0.900 1.266 2,158 2,779 3.482 4.103
25 |0.221 0.314 0.463 0.894 1,248 2,092 2,665 3.302 3.855
30 | 0.222 0,315 0.464 0,890 1.236 2,049 2,592 3.188 3.699
35 |0.223 0,316 0.464 0.887 1,228 2,019 2,541 3,109 3,592
40 | 0.224 0.317 0,465 0.885 1.221 1.997 2.504 3.051 3.514
50 [0.225 0,318 0.466 0.882 1,213 1,966 2.452 2,972 3.408
60 | 0,226 0.318 0.466 0.880 1,207 1.946 2,419 2,921 3.339
70 | 0.226 0.319 O0.466 0,879 1,203 1.931 2,395 2,885 3,291
80 | 0,227 0.319 0.467 0.878 1,200 1.921 2.377 2.858 3,255
90 | 0.227 0.320 0.467 0,877 1,197 1,912 2,364 2,837 3,228
100 | 0.227 0.320 0.467 0,876 1,195 1,906 2.353 2.821 3,206

m= 6
5 P. 0,050 0,100 0.200 0.500 0.683 0.900 0.954 0.980 0,990

m

510.228 0,322 0.482 1,024 1.576 3,405 5.166 7.758 10.67
10 |0.246 0.340 0,493 0,954 1.362 2.461 3.314 4.371 5,386
15 |0.254 0.348 0,498 0.933 1.297 2.208 2.863 3.626 4,318
20 | 0,258 0,353 0.%01 ©.922 1,265 2.091 2,661 3,304 3.871
250,261 0,355 0.503 0.916 1,246 2.024 2,547 3,126 3.627
30 {0,263 0,357 0,504 0,912 1.234 1,980 2.474 3.012 3.473
35 |0.264 0,359 0,505 0,909 1,225 1,950 2.423 2,934 3,368
40 | 0.265 0.360 0,506 0.907 1,219 1.927 2,385 2,877 3,291
50 {0,266 0.361 0.507 0.903 1,210 1.895 2.333 2,798 3.186
60 | 0.267 0.362 0.508 0.901 1,204 1.875 2.299 2.747 3.119
70 | 0.268 0.363 0,508 0,900 1,199 1,860 2.275 2,711 3.071
80 [ 0,269 0.363 0.509 0.899 1.196 1.849 2,257 2,685 3.036
90 | 0.269 0,364 0,509 0,898 1.194 1.841 2,244 2,664 3.009
100 | 0,269 0.364 0.509 0.897 1.192 1.834 2,233 2.648 2,988

m= 7
\\\J? 0.050 0.100 0.200 0,500 0.683 0.900 0,954 0,980 0.990

ml

5|0.252 0.347 0.507 1.041 1,583 3,368 5.086 7.614 10.46
10 |0.275 0.370 0.521 0.97%} 1,363 2.414 3,228 4,235 5.200
15)0.285 0,380 0.528 0,949 1..296 2.158 2.775 3.492 4.142
20 {0,290 0.385 0.532 0.938 1.263 2,040 2,572 3,171 3.699
25 |0.294 0.389 0.535 0.931 1.244 1,971 2.457 2,993 3.457
30 | 0.296 0.391 0.536 0.927 1,231 1.927 2,384 2.880 3.304
35 ({0.298 0.393 0.538 0.924 1,222 1,896 2.332 2.802 3.200
40 | 0.299 0.394 0.539 0.922 1,215 1,873 2.294 2.745 3.124
50 [0.301 0.396 0.540 0.919 1,206 1.840 2.242 2.667 3.020
60 | 0.303 0.398 0.541 0.917 1.200 1.819 2,208 2.616 2.953
70 | 0.304 0.399 0.542 0.915 1,195 1.804 2,184 2.580 2,906
80 | 0.304 0.399 0.542 0.914 1,192 1.793 2,166 2.553 2,871
90 1 0.305 0.400 0.543 0.913 1,189 1.785 2,152 2.533 2,845
100 0.400 0.543 0.913 1.187 1.778 2,141 2,517 2.823
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m= 8
\\\\ P 0,050 0,100 0,200 0,500 0.683 0,900 0.954 0.980 0,990
0.271 0.367 0,526 1,055 1,587 3.339 5.025 7.503 10.29
10 0.299 0,394 0.544 0.983 1,363 2.377 3.161 4,129 5.057
15 0.311 0.405 0©.552 0.960 1,295 2,119 2.706 3.387 4.004
20 {0,317 0.412 0.557 0.950 1,261 1.999 2,502 3,067 3.564
25 10,322 0.417 0,560 0,943 1,241 1.929 2,387 2,890 3.324
30 10,325 0,420 0,562 0,939 1,228 1.884 2,312 2,777 3.173
35 10,327 0.422 0,564 0,936 1,219 1,852 2,260 2.699 3.069
40 10,329 0,423 0,565 0,934 1,212 1,829 2,222 2.641 2,993
50 10.331 0.426 0,567 0,930 1,202 1.796 2,170 2.563 2.890
60 /0,333 0.428 0,568 0,928 1,196 1.775 2,135 2.512 2.823
70 1 0.334 0.429 0,569 0,927 1,191 1.760 2,111 2.476 2.777
80 {0,335 0,430 0.569 0.926 1,188 1,748 2,093 2.450 2.742
90 |0.335 0,430 0,570 0,925 1,185 1.739 2,079 2.429 2,715
100 |0.336 0.431 0,570 0,924 1,183 1,732 2,068 2.413 2. 694

m= 9
P.0.05 0.100 0,200 0.500 0,683 0,900 0,954 0.980 0,990

ml

5 (0,287 0.383 0.542 1.065 1,590 3,316 4,976 7,415 10,16
10 [0.319 0.414 0,562 0,992 1,363 2,347 3,107 4.044 4,942
15 (0,333 0.427 0,572 0.970 1,293 2,086 2.650 3,303 3.895
20 10,341 0.435 0.577 G.959 1,259 1,965 2,445 2.984 3.457
25 |0.346 0.440 0,581 0,952 1,239 1,895 2,329 2.806 3,217
30 {0,349 0.444 0,583 0,948 1,225 1.849 2,254 2,693 3.067
35 |0.352 0.446 0,585 0,945 1,216 1.817 2.202 2,615 2,963
46 (0,354 0,448 0,587 0,943 1,208 1,793 2,164 2,558 2,888
50 |0,357 0.451 0.589 0.940 1,198 1.760 2.111 2,479 2,785
60 10,359 0.453 0,590 0,937 1,192 1,738 2,076 2.428 2.718
706 |0.360 0,454 0,591 0.936 1.187 1,723 2,051 2.39%92 2,672
30 (0,361 0.455 0,592 0,935 1,183 1,711 2.033 2,366 2,637
90 {0,362 0.456 0,593 0,934 1.181 1,702 2,019 2,345 2,611
100 [0.363 0.457 0,593 0.933 1.178 1,695 2,008 2,329 2,590

m=10
R 0.050 0.100 0.200 0.500 0.683 0,900 0,954 0.980 0.990

ml

5 l0.301 0.397 0.555 1.073 1.592 3,297 4.936 7.344 10,05
10 |(0.336 0.431 0,578 1.000 1.363 2,323 3,062 3,975 4.849
15 j{0.351 0.446 0.588 0.977 1,291 2,059 2,604 3,235 3.805
20 {0,360 0.454 0.594 0.966 1,257 1.937 2.398 2.915 3.368
25 |o.366 0.460 0,599 0.960 1.236 1.866 2.281 2,737 3.129
30 [0.370 0.464 0.601 0.955 1,222 1.819 2,206 2.624 2,979
35 (0.373 0.467 0.603 0.952 1,212 .1.787 2.154 2,546 2,876
40 |0.376 0.469 0,605 0,950 . 1,205 1,763 2,115 2,488 2,801
50 [0.379 0.472 0.607 0.947 1,195 1.729 2,061 2.410 2,698
60 |(0.382 0.475 0.609 0.945 1,188 1,707 2,026 2.359 2.632
70 (0.383 0.476 0.610 0.943 1,183 1,691 2,002 2,323 2.585
80 |0.385 0.477 0,611 0.942 1,180 1,680 1,983 2.296 2,551
90 |0.386 0.478 0.612 0.941 1,177 1,670 1,969 2.275 2.524
100 |0.386 0.479 0.613 0.940 :1.174 1,663 1,958 2,259 2.503




- 100 -

m=12

o P 0,050 0,100 9,200 0,500 0.683

0.900

0.954 0,980

0.990

5 ]9.322 0.418 0,575 1,085 1.596
10 (0.363 0.457 0,601 1.012 1.361
15 10,332 0.475 0.614 0.989 1,288
20 10,393 0,486 0.622 0,977 1,253
45 [0.400 0.492 0.627 0,971 1.231
36 10,405 0.497 0.630 0.966 1.217
35 (0.409 0.501 0.633 0.963 1.207
40 10.412 0,503 0.635 0,961 1,199

3,268
2,284
2,017
1.892
l1.820
1,773
1,739
1.715

4,874 7,235
2,994 3,868
2.532 3.128
2.325 2,808
2,207 2,629
2,130 2,516
2,077 2.437
2,038 2,380

9.868
4,706
3.666
3.231
2.993
2,843
2.740
2.665

50 {J.4156 0.308 0.638 0.958 1.189
60 10,419 0.510 0,640 0,956 1,131
70 |U.422 0.512 0.641 0,954 1.176
30 [(0.423 0.514 0.642 0,953 1.173
90 (0.425 0.515 0,643 0,952 1,170
100 |0.426 0.5l 0.644 0,951 1l.167

l.680
1.657
1,641
1.629
1,620
1.612

1.964 2,301
1.948 2,249
1,923 2,213
1.904 2.186
1,890 2,165
1.878 2,149

2.562
2,496
2,450
2.415
2.389
2,368

m=16
p0.05 o0.100 0,200 0,500 0.683

0.900

0.954 0,980

0.9950

5 [0.351 O0.446 0,600 1.101 1.599
10 10,401 0.493 0,633 1.026 1,359
15 |0,425 0.515 0,649 1.003 1.283
20 10,439 0.529 0,658 0.992 1.246
2% ]0.449 0,538 0,665 0.985 1.223
30 0,456 0.544 0,669 0,980 1.208
35 |0.461 0.549 0,673 0.977 1.198
40 (0,465 0,552 0,67 0,97 190
50 ]0.471 0.550 0.679 0,972 1.178
6C |0.475 0,561 0.682 0.969 1.171
70 |0.478 0,564 0.684 0,968 1.165
30 [0.480 0.566 0,685 0.967 1l.16l1
90 |0.482 0.568 0.687 '0.966 1.158

100 (0,483 0.569 0.688 0,965 1.156

3.230
2,233
1,961
1.833
1.758
1,709
1.674

4.795 7.095
2.904 3,730
2,438 2,988
2.227 2.666
2,107 2.487
2,029 2,372
1.974 2,293

1,649 1,934 2,234

1.613
1,589
1,572
1.559
1.550
1,542

1,878 2,154
1.842 2.102
1,816 2.065
1.796 2,038
1.781 2,017
1.769 2.000

9.680
4.520
3.485
3,051
2.813
2.663
2.560
2,484
2,382
2.315
2,268
2,233
2,206
2.185

. P. 0.050 0,100 0.200 0,500 0,683

0.900

0.954 0.980

0.990

5 {0,369 0.463 0.617 1l.11l1 1,601
10 {0.426 0,516 0.653 1.035 1,357
15 |0,454 0.542 0,671 1,011 1.279
20 |0,471 0,557 0.682 1.000 1,241
25 {0,482 0.568 0,690 0,993 1,218
30 |0.49 0,575 0.695 0.989 1,202
35 0,497 0,581 0.699 0.986 1.191

2

50 [0,509 0.592 0,707 0,980 1,171
60 |0.514 0.596 0.710 0.978 1.163
70 |0.518 0.600 0.713 0.976 1.157
830 |0.520 0,602 0.715 0.975 1.153
30 |0.523 0.604 0,716 0.974 1.149
100 [0.525 0.606 0.717 0.973 1.147

3.207
2,201
1,924
1.794
1,718
1.667
1.632
0
1.568
1,543
1.526
1,513
1,503
1,494

1.747 7.009
2,847 3,644
2,378 2.900
2.164 2,577
2,042 2.396
1,963 2,281
1.908 2,200
867 4
1.810 2.060
1.772 2,007
1,745 1.969
1.725 1,941
1,710 1,920
1.698 1.902

9.553
4.405
3.372
2,938
2.699
2,549
2.445
36
2,265
2,198
2,150
2.115
2.088
2,067
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