
Okruhy

Definice. Množina R spolu se dvěma operacemi + a · se nazývá
okruh, jestliže plat́ı:

I (R,+) je komutativńı grupa,

I (R, ·) je pologrupa s neutrálńım prvkem,

I plat́ı distributivńı zákony, tj. pro libovolné prvky a, b, c ∈ R je
a · (b + c) = a · b + a · c , (b + c) · a = b · a + c · a
(už́ıváme obvyklou konvenci o tom, že násobeńı má p̌rednost
p̌red sč́ıtáńım).

Př́ıklady. (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·) jsou okruhy.
Pro libovolné m ∈ N je (Zm,+, ·) okruh.
Množina všech čtvercových matic Mn,n(R), kde R znač́ı Z, Q, R
nebo C a n ∈ N, tvǒŕı okruh (Mn,n(R),+, ·).
Množina všech polynomů R[x ], kde R znač́ı Z, Q, R nebo C, tvǒŕı
okruh (R[x ],+, ·).

Př́ıklad. (N,+, ·) okruhem neńı.



Okruhy

Definice. (R,+, ·) je okruh, jestliže:

I (R,+) je komutativńı grupa,

I (R, ·) je pologrupa s neutrálńım prvkem,

I plat́ı distributivńı zákony, tj. pro libovolné prvky a, b, c ∈ R je
a · (b + c) = a · b + a · c , (b + c) · a = b · a + c · a.

Označeńı. Neutrálńı prvek grupy (R,+) znač́ıme 0 a nazýváme
nula okruhu R, zat́ımco neutrálńı prvek pologrupy (R, ·) znač́ıme
1 a nazýváme jednička okruhu R.
Inverzńı prvek k prvku a ∈ R v grupě (R,+) se nazývá
opačný prvek, znač́ıme −a.
Symbolem a− b rozuḿıme a + (−b).
Mocninu prvku a ∈ R v grupě (R,+) nazýváme násobek prvku a
znač́ıme na pro libovolné n ∈ Z.
Součet a1 + · · ·+ an prvk̊u okruhu R lze stručně zapsat

∑n
i=1 ai .



Základńı vlastnosti okruhů

Definice. Okruh (R,+, ·) se nazývá triviálńı, má-li R jediný prvek.

Věta. Necht’ R je okruh. Pak plat́ı

I ∀a ∈ R : a · 0 = 0 · a = 0,

I ∀a, b ∈ R : (−a) · b = a · (−b) = −(a · b),

I ∀a, b, c ∈ R :
a · (b − c) = a · b − a · c , (b − c) · a = b · a− c · a,

I ∀n,m ∈ N ∀a1, . . . , an, b1, . . . , bm ∈ R :
(a1 + · · ·+ an) · (b1 + · · ·+ bm) =

∑n
i=1

∑m
j=1 ai · bj ,

I ∀n,m ∈ Z ∀a, b ∈ R : (na) · (mb) = (n ·m)(a · b). [Věta 1.6, str. 58]

Věta. Okruh R je triviálńı, právě když v něm plat́ı 1 = 0. [Věta 1.7, str. 59]

Definice. Okruh R se nazývá komutativńı, je-li pologrupa (R, ·)
komutativńı.

Definice. Prvky a, b okruhu R se nazývaj́ı dělitelé nuly, jestliže
a 6= 0, b 6= 0, avšak a · b = 0.



Obory integrity

Definice. Netriviálńı komutativńı okruh R se nazývá obor integrity,
pokud nemá dělitele nuly.

Označeńı. Množinu všech nenulových prvk̊u okruhu R znač́ıme R∗.
Netriviálńı komutativńı okruh R je tedy obor integrity, právě když
(R∗, ·) je pologrupa.

Věta. Netriviálńı komutativńı okruh R je obor integrity, právě když
v něm plat́ı zákon o kráceńı, tj. pro každé a, b, c ∈ R plat́ı

a 6= 0, a · b = a · c ⇒ b = c . [Věta 1.10, str. 59]

Definice. Necht’ R je okruh. Invertibilńı prvek pologrupy (R, ·) se
nazývá jednotka okruhu R. Množinu všech jednotek okruhu R
znač́ıme R×.

Poznámka. Nezaměňujte pojmy jednička a jednotka okruhu. Okruh
má jedinou jedničku, kdežto jednotek může ḿıt v́ıce. Vždy je
jednička jednotkou. Okruhy s jedinou jednotkou jsou výjimečné
(nap̌ŕıklad okruh Z2). Nezaměňujte R∗ a R×. Uvědomte si, že
nové označeńı je v souladu s už́ıvaným Z×m.



Tělesa
R∗ = R − {0} . . . množina nenulových prvk̊u okruhu R,
R× = {a ∈ R; ∃b ∈ R : a · b = b · a = 1} . . . množina
invertibilńıch prvk̊u pologrupy (R, ·).

Věta. Necht’ R je okruh. Pak (R×, ·) je grupa. [[Věta 4.7, str. 25] je užita pro

pologrupu (R, ·).]

Definice. Netriviálńı komutativńı okruh R se nazývá těleso, pokud
je každý jeho nenulový prvek jednotkou.

Věta. Netriviálńı komutativńı okruh R je těleso, právě když
R∗ = R×, tedy právě když (R∗, ·) je grupa. [Věta 1.14, str. 60]

D̊usledek. Každé těleso je oborem integrity. [Věta 1.13, str. 60]

Př́ıklad. Okruh celých č́ısel Z je oborem integrity, který neńı
tělesem.

Věta. Každý konečný obor integrity je tělesem. [Věta 1.17, str. 61]

Věta. Okruh zbytkových ťŕıd Zm je oborem integrity, právě když je
tělesem, což nastane právě když m je prvoč́ıslo. [Věta 1.16, str. 61]



Charakteristika okruhu

Poznámka. Připomeňme, že v okruhu R pro libovolné a ∈ R,
n ∈ N je na = a + a + · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

. Protože jedničku a nulu okruhu R

znač́ıme 1 a 0, v následuj́ıćı definici je rovnost́ı n1 = 0 nutno
rozumět, že v okruhu R plat́ı 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n

= 0.

Definice. Necht’ R je okruh. Nejmenš́ı p̌rirozené č́ıslo n takové, že
n1 = 0, se nazývá charakteristika okruhu R. Pokud takové n
neexistuje (tedy pro všechna k ∈ N plat́ı k1 6= 0), řekneme, že
charakteristika okruhu R je nula.

Označeńı. Charakteristiku okruhu R znač́ıme charR.

Př́ıklady. charZ = charQ = charR = charC = 0, charZm = m.

Věta. Necht’ R je okruh, m = charR. Pak pro každé a ∈ R plat́ı
ma = 0. [Věta 2.4, str. 62]

Věta. Necht’ R je obor integrity, pak charR je bud’ 0, nebo
prvoč́ıslo. [Věta 2.5, str. 62]



Charakteristika okruhu

Definice. Necht’ R je okruh. Nejmenš́ı p̌rirozené č́ıslo n takové, že
n1 = 0, se nazývá charakteristika okruhu R. Pokud takové n
neexistuje (tedy pro všechna k ∈ N plat́ı k1 6= 0), řekneme, že
charakteristika okruhu R je nula. Charakteristiku okruhu R
znač́ıme charR.

Věta. Necht’ R je obor integrity. Pak pro libovolný a ∈ R∗ plat́ı:

I pokud charR = 0, pak pro každé k ∈ N je ka 6= 0;

I pokud charR = p > 0, pak řád prvku a v grupě (R,+) je p.

[Věta 2.6, str. 62]

D̊usledek. Je-li R obor integrity, pak všechny nenulové prvky grupy
(R,+) maj́ı stejný řád.

D̊usledek. Je-li R konečné těleso, p = charR, pak grupa (R,+) je
izomorfńı s grupou (Zp,+)× · · · × (Zp,+), počet prvk̊u
konečného tělesa R je tedy mocninou jeho prvoč́ıselné
charakteristiky p. [Poznámka 2.8, str. 62]



Homomorfismus okruhů

Definice. Necht’ (R,+, ·) a (S ,+, ·) jsou okruhy, f : R → S
zobrazeńı. Řekneme, že f je homomorfismus okruhu R do
okruhu S , jestliže

I pro každé a, b ∈ R plat́ı f (a + b) = f (a) + f (b),

I pro každé a, b ∈ R plat́ı f (a · b) = f (a) · f (b),

I f (1) = 1.

Injektivńı homomorfismus se nazývá vnǒreńı, bijektivńı
izomorfismus. O okruźıch R, S řekneme, že jsou izomorfńı,
ṕı̌seme R ∼= S , existuje-li alespoň jeden izomorfismus R → S .

Př́ıklad. Pro libovolné m ∈ N je zobrazeńı π : Z→ Zm, určené
p̌redpisem π(a) = [a]m pro libovolné a ∈ Z, homomorfismus
okruhu (Z,+, ·) celých č́ısel do okruhu (Zm,+, ·) zbytkových ťŕıd
modulo m.

Věta. Jsou-li f : R → S a g : S → T homomorfismy okruh̊u, pak
také g ◦ f : R → T je homomorfismem okruh̊u. [Věta 4.4, str. 73]



Homomorfismus okruhů, jeho jádro

Věta. Necht’ f : R → S je izomorfismus okruh̊u. Pak i inverzńı
zobrazeńı f −1 : S → R je izomorfismus okruh̊u. [Věta 4.5, str. 73]

D̊usledek. Pro libovolné okruhy R, S , T plat́ı: R ∼= R; z R ∼= S
plyne S ∼= R; a konečně z R ∼= S a S ∼= T plyne R ∼= T .

Poznámka. Zapomeneme-li v okruhu R, jak se násob́ı, z̊ustane nám
aditivńı grupa (R,+). Každý homomorfismus okruhů f : R → S
je také homomorfismem aditivńıch grup, je tedy f (0) = 0, pro
každé a ∈ R plat́ı f (−a) = −f (a), a máme jeho jádro:

Definice. Necht’ f : R → S je homomorfismus okruhů. Množina
ker f = {a ∈ R; f (a) = 0} se nazývá jádro homomorfismu f .

Věta. Homomorfismus okruh̊u f : R → S je injektivńı, právě když
ker f = {0}. [Věta 4.9, str. 74]

Př́ıklad. Zobrazeńı f : C→ M2,2(R), kde f (a + bi) =
( a b
−b a

)
pro libovolné a, b ∈ R, je vnǒreńı tělesa C komplexńıch č́ısel do
okruhu M2,2(R) matic typu 2× 2.



Binomická věta

Věta (binomická). Necht’ R je komutativńı okruh, pak pro každé
a, b ∈ R a každé n ∈ N plat́ı

(a + b)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
an−i · bi ,

kde
(n
i

)
= n!

(n−i)!i! znač́ı obvyklý binomický koeficient.

D̊ukaz. indukćı v̊uči n: I. krok: p̌ŕıpad n = 1 je žrejmý.
II. krok: p̌redpokládejme, že pro nějaké n ∈ N už bylo dokázáno,
dokážeme tvrzeńı pro n + 1. V́ıme tedy
(a+b)n = an +

(n
1

)
an−1 ·b+

(n
2

)
an−2 ·b2 + · · ·+

( n
n−1

)
a ·bn−1 +bn.

Vynásobeńım (už́ıváme komutativitu okruhu)
(a+b)n ·a = an+1 +

(n
1

)
an ·b+

(n
2

)
an−1 ·b2 + · · ·+

(n
n

)
a ·bn,

(a+b)n ·b =
(n

0

)
an ·b+

(n
1

)
an−1 ·b2 + · · ·+

( n
n−1

)
a ·bn+bn+1.

Sečteńım a užit́ım
( n
i+1

)
+
(n
i

)
=
(n+1
i+1

)
dostaneme

(a + b)n+1 =
an+1 +

(n+1
1

)
an · b +

(n+1
2

)
an−1 · b2 + · · ·+

(n+1
n

)
a · bn + bn+1,

což se mělo dokázat.



Umocněńı na charakteristiku v oboru integrity

Věta. Pro libovolné prvoč́ıslo p a libovolné i ∈ {1, 2, . . . , p − 1}
plat́ı p |

(p
i

)
.

D̊ukaz. Plat́ı p | p! =
(p
i

)
· i ! · (p − i)!. Současně p - i ! · (p − i)!.

Věta. Necht’ R je obor integrity charakteristiky charR = p > 0.
Pak pro každé a, b ∈ R plat́ı

(a + b)p = ap + bp.

[Věta 2.9, str. 62]

D̊usledek. Necht’ R je obor integrity charakteristiky
charR = p > 0. Pak zobrazeńı f : R → R, kde f (r) = rp, je
injektivńı homomorfismus okruh̊u.



Podokruh okruhu

Definice. Necht’ (R,+, ·) je okruh, H podmnožina množiny R.
Řekneme, že H je podokruh okruhu R, jestliže

I 0, 1 ∈ H,
I pro každé a ∈ H plat́ı −a ∈ H,
I pro každé a, b ∈ H plat́ı a + b, a · b ∈ H.

Poznámka. Nejvěťśım podokruhem okruhu R (vzhledem k ⊆) je
celý okruh R, nejmenš́ım podokruhem je {n1; n ∈ Z}.
Věta. Necht’ H je podokruh okruhu (R,+, ·). Pak + a · určuj́ı
operace na množině H, p̌ričemž H je okruh vzhledem k těmto
operacem. Je-li okruh R komutativńı, pak je i okruh H
komutativńı. Je-li R obor integrity, pak je i H obor integrity. [Věta 3.2, str. 66]

D̊usledek. Každý podokruh tělesa je oborem integrity.

Př́ıklad. Podokruh tělesa nemuśı být těleso: vždyt’ Z je
podokruhem Q.

Věta. Jestliže H je podokruh okruhu R a K je podokruh okruhu H,
pak je K také podokruh okruhu R. [Zřejmé, vždyt’ operace + a · se v okruhu H poč́ıtaj́ı jako v R.]



Podokruh okruhu generovaný podmnožinou okruhu

Věta. Necht’ R je okruh, I neprázdná množina taková, že pro každé
i ∈ I je dán podokruh Hi okruhu R. Pak pr̊unik

⋂
i∈I Hi všech

těchto podokruh̊u je opět podokruhem okruhu R.

Definice. Necht’ M je podmnožina okruhu R. Symbolem 〈M〉
označ́ıme pr̊unik všech podokruhů okruhu R, jejichž podmnožinou
je množina M. Podle p̌redchoźı věty je 〈M〉 podokruhem okruhu
R obsahuj́ıćı množinu M; evidentně je nejmenš́ı s touto vlastnost́ı.
Podokruh 〈M〉 nazýváme podokruh generovaný množinou M,
množinu M nazýváme množina generátor̊u podokruhu 〈M〉.

Poznámka. Zřejmě 〈R〉 = R, 〈∅〉 = {n1; n ∈ Z}.

Označeńı. Je-li M = H ∪ {a}, kde H je podokruh okruhu R a
a ∈ R, ṕı̌seme též H[a] ḿısto 〈M〉.

Věta. Necht’ H je podokruh komutativńıho okruhu R a a ∈ R. Pak
H[a] = {h0 + h1a + h2a

2 + · · ·+ hna
n; n ∈ N, h0, h1, . . . , hn ∈ H}.

[Věta 3.12, str. 71]



Součin okruhů

Věta. Necht’ (R,+, ·) a (S ,+, ·) jsou okruhy. Definujme na
kartézském součinu R × S nové operace + a · po složkách, tj.

(r1, s1) + (r2, s2) = (r1 + r2, s1 + s2),
(r1, s1) · (r2, s2) = (r1 · r2, s1 · s2)

pro libovolné r1, r2 ∈ R a s1, s2 ∈ S . Pak (R × S ,+, ·) je okruh
s nulou (0, 0) a jedničkou (1, 1). Nav́ıc plat́ı (R × S)× = R× × S×.
[Ově̌reńı je zdlouhavé, ale snadné: všechny axiomy okruhu jsou v R × S splněny, protože se operace poč́ıtaj́ı po

složkách a v obou složkách tyto axiomy plat́ı, protože jsou R a S okruhy.]

Definice. Výše popsaný okruh (R × S ,+, ·) se nazývá
součin okruh̊u (R,+, ·) a (S ,+, ·). Zobrazeńı p1 : R × S → R a
p2 : R × S → S určená p̌redpisy p1((r , s)) = r , p2((r , s)) = s pro
libovolné (r , s) ∈ R × S se nazývaj́ı projekce (ze součinu).

Věta. Necht’ (R × S ,+, ·) je součin okruh̊u (R,+, ·) a (S ,+, ·).
Pak obě projekce p1 a p2 jsou surjektivńı homomorfismy okruh̊u.
[Zřejmé, protože se operace poč́ıtaj́ı po složkách.]



Č́ınská zbytková věta

Věta (Č́ınská zbytková). Necht’ m, n ∈ N a zobrazeńı
f : Zmn → Zm × Zn je určeno p̌redpisem f ([a]mn) = ([a]m, [a]n)
pro libovolné a ∈ Z. Pak f je homomorfismus okruh̊u.
Je-li nav́ıc (m, n) = 1, je f izomorfismus, a tedy Zmn

∼= Zm × Zn.

D̊ukaz. Protože m | mn a n | mn, je f definováno korektně. Zřejmě
zachovává operace +, · i 1. Je-li (m, n) = 1, pak je
ker f = {[a]mn; a ∈ Z, m | a, n | a} = {[0]mn}, a tedy f je injekce.
Protože obě množiny maj́ı mn prvk̊u, je f i surjekce.

D̊usledek. Je-li (m, n) = 1, pak Z×mn
∼= Z×m × Z×n , a tedy

ϕ(m · n) = ϕ(m) · ϕ(n).

D̊usledek. Je-li (m, n) = 1, pak pro každé a, b ∈ Z existuje c ∈ Z
tak, že

c ≡ a (mod n),

c ≡ b (mod m).



Konstrukce pod́ılového tělesa Q(R) oboru integrity R

Motivace. V́ıme, že každý podokruh tělesa je oborem integrity.
Ukažme, že i naopak každý obor integrity je podokruhem vhodného
tělesa. Necht’ dále R je libovolný, ale pevně zvolený obor integrity.

Věta. Na množině R × R∗ definujeme relaci ≡ p̌redpisem
(a, b) ≡ (c, d) ⇔ a · d = b · c

pro libovolné a, c ∈ R, b, d ∈ R∗. Pak ≡ je relace ekvivalence.
[Lemma 4.13, str. 75]

Označeńı. Označme Q(R) rozklad p̌ŕıslušný ekvivalenci ≡, tedy
Q(R) = (R × R∗)/ ≡. Pro libovolné (a, b) ∈ R × R∗ označme
a
b ∈ Q(R) ťŕıdu obsahuj́ıćı (a, b), pro každé a, c ∈ R, b, d ∈ R∗

tedy plat́ı
a
b = c

d ⇔ a · d = b · c .

Věta. Na Q(R) lze definovat operace + a · takto: pro každé
a, c ∈ R, b, d ∈ R∗ definujeme

a
b + c

d = a·d+c·b
b·d , a

b ·
c
d = a·c

b·d .
Pak (Q(R),+, ·) je těleso a zobrazeńı k : R → Q(R), určené
p̌redpisem k(a) = a

1 , je vnǒreńı (tj. injektivńı homomorfismus okruhů).
[Věta 4.15, str. 75], [Věta 4.17, str. 76]



Konstrukce pod́ılového tělesa Q(R) oboru integrity R
Máme vnǒreńı k : R → Q(R), k(a) = a

1 pro každé a ∈ R.

Př́ıklad. Q(Z) = Q.

Věta. Necht’ f : R → T je vnǒreńı oboru integrity R do tělesa T .
Pak p̌redpis f ( a

b ) = f (a) · f (b)−1 pro libovolné a, b ∈ R, b 6= 0
dává homomorfismus f : Q(R)→ T takový, že f ◦ k = f .

R
f //

k ""

T

Q(R)
f

<<
Nav́ıc plat́ı, že f je jediný takový
homomorfismus a že f je také vnǒreńı,
a tedy Q(R) je izomorfńı se svým
obrazem v homomorfismu f , tj.
Q(R) ∼= {f (a) · f (b)−1; a, b ∈ R, b 6= 0}.

[Věta 4.19, str. 77]

Př́ıklad. Z[i ] = {x + i · y ; x , y ∈ Z} je obor integrity, inkluze dává
jeho vnǒreńı do C, tj. máme injektivńı homomorfismus
f : Z[i ]→ C, kde f (α) = α pro α ∈ Z[i ]. Proto Q(Z[i ]) ∼=
{α · β−1;α, β ∈ Z[i ], β 6= 0} = {x + i · y ; x , y ∈ Q} = Q[i ].

Př́ıklad. Podobně Q(Z[
√
p]) ∼= Q[

√
p] pro libovolné prvoč́ıslo p.



Dělitelnost v komutativńıch okruźıch

Definice. Necht’ R je komutativńı okruh, a, b ∈ R. Řekneme, že
prvek b děĺı prvek a, neboli že prvek a je dělitelný prvkem b,
ṕı̌seme b | a, jestliže existuje prvek q ∈ R takový, že a = q · b.
V opačném p̌ŕıpadě ř́ıkáme, že prvek b neděĺı prvek a, neboli že
prvek a neńı dělitelný prvkem b, ṕı̌seme b - a.

Věta. Necht’ R je komutativńı okruh, pak plat́ı

I ∀a ∈ R : 1 | a, a | a;
I ∀a, b, c ∈ R : a | b, b | c ⇒ a | c;
I ∀a, b, c ∈ R : a | b, a | c ⇒ a | b + c ;
I ∀a ∈ R : a ∈ R× ⇔ a | 1;
I ∀a, b ∈ R : a ∈ R×, b | a ⇒ b ∈ R×;
I ∀a, b ∈ R : a ∈ R× ⇒ a | b.

[Věta 2.11, str. 63]

D̊usledek. Necht’ R je komutativńı okruh, a1, . . . , an, b ∈ R,
u1, . . . , un ∈ R libovolné. Jestliže b | ai pro každé i = 1, . . . , n, pak
b |
∑n

i=1 ui · ai .



Dělitelnost v komutativńıch okruźıch

Definice. Necht’ R je komutativńı okruh, a, b ∈ R. Řekneme, že
prvky a, b jsou asociované, ṕı̌seme a ∼ b, jestliže a | b a současně
b | a.

Věta. Necht’ R je komutativńı okruh. Relace asociovanosti ∼ je
relaćı ekvivalence na množině R. [Věta 2.13, str. 63]

Věta. Necht’ R je obor integrity, a, b ∈ R. Pak plat́ı a ∼ b, právě
když existuje jednotka c ∈ R× tak, že a = c · b. [Věta 2.15, str. 64]

Definice. Necht’ R je komutativńı okruh, a, b ∈ R. Libovolný prvek
c ∈ R splňuj́ıćı c | a, c | b, se nazývá společný dělitel prvk̊u a, b.
Libovolný prvek d ∈ R se nazývá nejvěťśı společný dělitel prvk̊u
a, b, jestliže

I d | a, d | b,

I ∀c ∈ R : c | a, c | b ⇒ c | d .

Tedy nejvěťśı společný dělitel prvk̊u a, b je takový jejich společný
dělitel, který je dělitelný každým jejich společným dělitelem.



Dělitelnost v komutativńıch okruźıch

Definice. Necht’ R je komutativńı okruh, a, b ∈ R. Libovolný prvek
c ∈ R splňuj́ıćı a | c , b | c , se nazývá společný násobek prvk̊u a,
b. Libovolný prvek d ∈ R se nazývá nejmenš́ı společný násobek
prvk̊u a, b, jestliže

I a | d , b | d ,

I ∀c ∈ R : a | c , b | c ⇒ d | c .

Tedy nejmenš́ı společný násobek prvk̊u a, b je takový jejich
společný násobek, který děĺı každý jejich společný násobek.

Poznámka. Předchoźı definice ḿırně pozměňuj́ı ďŕıve definované
pojmy

”
nejvěťśı společný dělitel“ a

”
nejmenš́ı společný násobek“

v Z. Definovali jsme je totiž pomoćı uspǒrádáńı podle velikosti,
které v obecném okruhu nemáme k dispozici. Dále budeme tyto
pojmy použ́ıvat podle nové definice, avšak zavedené označeńı
(m, n) a [m, n] ponecháme. Tedy (m, n) znač́ı nezáporný nejvěťśı
společný dělitel č́ısel m, n ∈ Z. Podobně [m, n] znač́ı jejich
nezáporný nejmenš́ı společný násobek.



Dělitelnost v komutativńıch okruźıch

Věta. Necht’ R je komutativńı okruh, a, b ∈ R. Nejvěťśı společný
dělitel prvk̊u a, b, pokud existuje, je určen jednoznačně až na
asociovanost. Také nejmenš́ı společný násobek prvk̊u a, b, pokud
existuje, je určen jednoznačně až na asociovanost. [Věta 2.17, str. 64]

Definice. Necht’ R je obor integrity, a ∈ R. Řekneme, že a je
ireducibilńı prvek okruhu R, jestliže a 6= 0, a /∈ R× a pro každé
b, c ∈ R takové, že a = b · c , plat́ı b ∈ R× a c ∼ a anebo c ∈ R×

a b ∼ a.

Př́ıklad. Ireducibilńımi prvky okruhu Z jsou právě prvoč́ısla a č́ısla
k nim opačná.

Př́ıklad. Je-li T těleso, pak v T neexistuj́ı žádné ireducibilńı prvky.

Věta. Necht’ R je obor integrity, a, b ∈ R. Je-li a ireducibilńı prvek
okruhu R a b ∼ a, pak je také b ireducibilńı.

D̊ukaz. V́ıme, že existuje jednotka e ∈ R×, že a = e · b. Zřejmě
b 6= 0, b /∈ R×. Pro každé x , y ∈ R, b = x · y , je a = (e · x) · y .



Okruhy s jednoznačným rozkladem

Definice. Řekneme, že R je okruh s jednoznačným rozkladem,
jestliže

I R je obor integrity,
I každé a ∈ R, a 6= 0, a /∈ R×, lze rozložit na součin několika

ireducibilńıch prvk̊u, p̌ričemž tento součin je jednoznačný až
na pǒrad́ı a asociovanost.

Př́ıklad. V́ıme, že Z je okruh s jednoznačným rozkladem (nap̌ŕıklad
rozklady 6 = 2 · 3 = 3 · 2 = (−2) · (−3) = (−3) · (−2) se lǐśı jen
pǒrad́ım a asociovanost́ı).

Př́ıklad. Každé těleso je okruh s jednoznačným rozkladem, nebot’

neobsahuje žádný prvek, který by byl nenulový a nebyl jednotka.

Př́ıklad. V okruhu Z[i ] je možné dokázat větu o děleńı se zbytkem
(aby se dalo ř́ıct, že zbytek je

”
menš́ı“ než č́ıslo, kterým se dělilo,

je ťreba nějak mě̌rit velikost zbytku; v tomto p̌ŕıpadě to lze udělat
pomoćı absolutńı hodnoty). [Věta 3.4, str. 67] Stejnou úvahou jako v Z,
tedy pomoćı Euklidova algoritmu a Bezoutovy rovnosti lze pak
ukázat, že Z[i ] je okruh s jednoznačným rozkladem.



Př́ıklad
Necht’ R = Z[i

√
5] = {a + bi

√
5; a, b ∈ Z}. Pak R je obor

integrity, protože je podokruhem C. Definujme zobrazeńı
N : R → Z takto: pro libovolné α = a + bi

√
5 klademe

N(α) = |α|2 = a2 + 5b2.

Jestliže β | α v R, existuje γ ∈ R tak, že α = β · γ, a tedy
N(α) = |β · γ|2 = |β|2 · |γ|2 = N(β) ·N(γ), tud́ıž N(β) | N(α) v Z.

Je-li α = a + bi
√

5 ∈ R×, pak α | 1 v R, a proto N(α) | N(1) = 1.
Odtud a2 + 5b2 = 1, proto b = 0, a = ±1. Je tedy R× = {1,−1}.
Plat́ı 6 = 2 · 3 = (1 + i

√
5)(1− i

√
5), p̌ritom tito všichni čty̌ri

činitelé jsou ireducibilńımi prvky okruhu R. Je totiž N(2) = 4,
N(3) = 9, N(1 + i

√
5) = N(1− i

√
5) = 6. Kdyby nap̌ŕıklad

1 + i
√

5 = γ · δ pro nějaké γ, δ ∈ R − R×, platilo by N(γ) > 1,
N(δ) > 1, N(γ) · N(δ) = 6. Proto N(γ) ∈ {2, 3}, což je spor,
protože rovnice x2 + 5y2 = 2 a x2 + 5y2 = 3 nemaj́ı řešeńı v Z.

Jsou tedy 2 · 3 = (1 + i
√

5)(1− i
√

5) součiny ireducibilńıch prvk̊u
lǐśıćı se v́ıce než pǒrad́ım a asociovanost́ı, proto R neńı okruh
s jednoznačným rozkladem.



Pokračováńı p̌ŕıkladu

Označme α = (1 + i
√

5)2 = 2(−2 + i
√

5), β = 2(1 + i
√

5) a
ukažme sporem, že α, β nemaj́ı nejvěťśı společný dělitel v R.

Předpokládejme tedy, že γ = x + yi
√

5 je nejvěťśı společný dělitel
č́ısel α, β. Pak plat́ı γ | α, γ | β v R, a tedy N(γ) | N(α) = 36,
N(γ) | N(β) = 24 v Z, tedy N(γ) | 12.

Na druhou stranu 2 a 1 + i
√

5 jsou společńı dělitelé č́ısel α, β, a
tedy 2 | γ a 1 + i

√
5 | γ v R, a tedy 4 = N(2) | N(γ) a

6 = N(1 + i
√

5) | N(γ) v Z, tedy 12 | N(γ).

Dohromady 12 = N(γ) = x2 + 5y2. Taková x , y ∈ Z však
neexistuj́ı. Proto α, β nemaj́ı nejvěťśı společný dělitel v R.



Polynomy nad libovolným okruhem R

Poznámka. Abychom nemuseli definovat, co je to výraz a kdy jsou
si dva výrazy rovny, nezavedeme polynom jako výraz určitého
tvaru, ale pomoćı posloupnosti koeficient̊u. To lze udělat nad
libovolným okruhem R.

Definice. Necht’ R je okruh. Polynomem nad okruhem R
rozuḿıme nekonečnou posloupnost f = (f0, f1, f2, . . . ), kde fi ∈ R
pro každé i = 0, 1, 2, . . . a plat́ı, že množina {i ∈ N ∪ {0}; fi 6= 0}
je konečná. Prvky f0, f1, f2, . . . nazýváme koeficienty polynomu f .
Množinu všech polynomů nad okruhem R označujeme symbolem R[x ].

Dohoda. Koeficienty polynomu f budeme automaticky označovat
symboly f0, f1, f2, . . . .

Věta. Necht’ R je okruh. Na množině R[x ] definujeme operace +, ·
vztahy

(f + g)i = fi + gi , (f · g)i =
∑i

k=0 fkgi−k
pro každé f , g ∈ R[x ], i ∈ Z, i ≥ 0. Pak (R[x ],+, ·) je okruh.
Je-li R komutativńı, pak R[x ] je také komutativńı. [Věta 5.2, str. 78]



Polynomy nad libovolným okruhem R

Definice. Okruh R[x ] se nazývá okruh polynomů nad okruhem R.

Věta. Necht’ R je okruh. Zobrazeńı k : R → R[x ] určené p̌redpisem
k(a) = (a, 0, 0, . . . ) je vnǒreńı. [Věta 5.4, str. 79]

Ztotožněńı. Polynomy tvaru (a, 0, 0, . . . ) se nazývaj́ı konstatntńı.
Předchoźı věta nám umožňuje ztotožnit a ∈ R s konstantńım
polynomem (a, 0, 0, . . . ). T́ım se okruh R stává podokruhem
okruhu R[x ]. Polynom 0 = (0, 0, 0, . . . ) se nazývá nulový, ostatńı
polynomy se nazývaj́ı nenulové.

Definice. Necht’ f je nenulový polynom nad okruhem R. Nejvěťśı
n ≥ 0 takové, že fn 6= 0, se nazývá stupeň polynomu f , znač́ıme
st(f ). (Takové n existuje, vždyt’ množina {i ∈ N ∪ {0}; fi 6= 0} je
konečná.) Koeficient fn se pak nazývá vedoućı koeficient
polynomu f . Stupeň nulového polynomu klademe roven −∞, jeho
vedoućı koeficient nedefinujeme.

Př́ıklad. Polynomy stupně 0 jsou právě nenulové konstantńı
polynomy.



Polynomy nad libovolným okruhem R

Definice. Polynomy stupně 1 se nazývaj́ı lineárńı, polynomy
stupně 2 kvadratické, polynomy stupně 3 kubické. Lineárńı
polynom (0, 1, 0, 0, . . . ) budeme označovat symbolem x .

Př́ıklad. Zřejmě x2 = (0, 0, 1, 0, 0, . . . ), x3 = (0, 0, 0, 1, 0, . . . ) atd.

Věta. Necht’ R je okruh a f ∈ R[x ] nenulový polynom stupně n.
Pak plat́ı f = fn · xn + · · ·+ f1 · x + f0, kde koeficienty fi polynomu
f chápeme jako konstantńı polynomy a operace + a · jsou operace
v okruhu R[x ]. [Věta 5.8, str. 80]

Poznámka. Přestože jsme polynomy nedefinovali jako výrazy,
p̌redchoźı věta nám umožňuje s nimi tak pracovat.

Dohoda. V následuj́ıćı větě budeme poťrebovat tyto vztahy pro
poč́ıtáńı s nekonečnem: −∞ < n,
(−∞) + (−∞) = (−∞) + n = n + (−∞) = −∞
pro libovolné n ∈ Z, n ≥ 0.



Polynomy nad libovolným okruhem R

Věta. Necht’ R je okruh a f , g ∈ R[x ]. Pak plat́ı

I st(f + g) ≤ max{st(f ), st(g)},
I st(f · g) ≤ st(f ) + st(g),

I jestliže f 6= 0, g 6= 0 a alespoň jeden z vedoućıch koeficient̊u
polynomů f a g neńı dělitel nuly, pak
st(f · g) = st(f ) + st(g).

[Věta 5.10, str. 81]

Věta. Je-li R obor integrity, pak také R[x ] je obor integrity. [Věta 5.12, str. 81]

Věta. Necht’ R je obor integrity. Pak (R[x ])× = R×, tedy polynom
f je jednotkou okruhu R[x ], právě když je konstantńı a současně je
jednotkou okruhu R. [Věta 5.13, str. 81]

D̊usledek. Pro žádný okruh R neńı R[x ] těleso.

Př́ıklad. Jestliže R neńı obor integrity, mohou existovat i
nekonstatńı jednotky okruhu R[x ], nap̌ŕıklad v Z9[x ] plat́ı
([3]9 · x + [1]9) · ([6]9 · x + [1]9) = [1]9.



Věta o děleńı polynomů se zbytkem

Věta. Necht’ R je okruh, f , g ∈ R[x ], p̌ričemž vedoućı koeficient
polynomu g 6= 0 je jednotka okruhu R. Pak existuje jediná dvojice
polynomů q, r ∈ R[x ] taková, že st(r) < st(g) a plat́ı f = g ·q + r .

D̊ukaz existence q, r . Pro f = 0 žrejmé (q = r = 0), dále f 6= 0.
Necht’ g = anx

n + · · ·+ a1x + a0, an ∈ R×, tj. st(g) = n,
f = bmx

m + · · ·+ b1x + b0, bm 6= 0, tj. st(f ) = m.
Postupujme indukćı v̊uči m.
I. krok: Je-li m < n, pak označme q = 0, r = f .
II. krok: Předpokládejme, že m ≥ n a že pro polynomy stupně
menš́ıho než m již bylo dokázáno. Polynom g · a−1

n · bm · xm−n má
stejný stupeň i vedoućı koeficient jako f , proto pro polynom
h = f − g · a−1

n · bm · xm−n plat́ı st(h) < m. Z indukčńıho
p̌redpokladu existuj́ı p, r ∈ R[x ] tak, že st(r) < st(g) a plat́ı
h = g · p + r . Pak dosazeńım a úpravou dostaneme
f = g · a−1

n · bm · xm−n + h = g · (a−1
n · bm · xm−n + p) + r .

Stač́ı označit q = a−1
n · bm · xm−n + p.



Věta o děleńı polynomů se zbytkem

Věta. Necht’ R je okruh, f , g ∈ R[x ], p̌ričemž vedoućı koeficient
polynomu g 6= 0 je jednotka okruhu R. Pak existuje jediná dvojice
polynomů q, r ∈ R[x ] taková, že st(r) < st(g) a plat́ı f = g ·q + r .

D̊ukaz jednoznačnosti q, r . Předpokládejme, že q, r , q̄, r̄ ∈ R[x ],
p̌ričemž st(r) < st(g) a st(r̄) < st(g), splňuj́ı
f = g · q̄ + r̄ = g · q + r . Pak g · (q̄ − q) = r − r̄ . Vedoućı
koeficient polynomu g neńı dělitel nuly, tedy
st(g) + st(q̄ − q) = st(g · (q̄ − q)) = st(r − r̄) < st(g).
Pak tedy st(q̄ − q) < 0, tj. q̄ = q, odkud r̄ = r .



Euklidův algoritmus v okruhu polynomů nad tělesem

Poznámka. Je-li R je těleso, je v R[x ] vedoućı koeficient každého
nenulového polynomu jednotkou. Proto pro libovolné nenulové
polynomy f , g ∈ R[x ] lze postupovat podle Euklidova algoritmu

f = g · q0 + r0,

g = r0 · q1 + r1,

r0 = r1 · q2 + r2,

r1 = r2 · q3 + r3,
...

rn−2 = rn−1 · qn + rn,

rn−1 = rn · qn+1 + 0.

Přitom st(g) > st(r0) > st(r1) > st(r2) > . . . , proto skutečně po
několika děleńıch nastane rn+1 = 0.



Nejvěťśı společný dělitel v okruhu polynomů nad tělesem

Věta. Necht’ R je těleso. Pak libovolné dva nenulové polynomy
f , g ∈ R[x ] maj́ı v R[x ] nejvěťśı společný dělitel d ∈ R[x ], který je
možné spoč́ıtat pomoćı Euklidova algoritmu (jako posledńı
nenulový zbytek v prováděných děleńıch) a vyjáďrit jej Bezoutovou
rovnost́ı, tj. existuj́ı a, b ∈ R[x ] tak, že d = a · f + b · g .
[Věta 5.18, str. 83], [Věta 5.20, str. 84]

Definice. Nenulový polynom se nazývá normovaný, je-li jeho
vedoućı koeficient roven 1.

Poznámka. Je-li R těleso, je R[x ] obor integrity a plat́ı
(R[x ])× = R× = R∗. Je tedy každý nenulový polynom z R[x ]
asociovaný s právě jedńım normovaným polynomem.

Definice. Necht’ R je těleso, f , g ∈ R[x ] nenulové polynomy.
Označme (f , g) normovaný nejvěťśı společný dělitel polynomů f a g .
O polynomech f a g řekneme, že jsou nesoudělné, je-li (f , g) = 1.

Věta. Necht’ R je těleso, f , g , h ∈ R[x ] nenulové polynomy. Jestliže
f | g · h a současně (f , g) = 1, pak f | h. [Věta 5.23, str. 85]



Ireducibilńı polynomy

Věta. Necht’ R je těleso, f ∈ R[x ]. Polynom f je ireducibilńı prvek
okruhu R[x ], právě když f neńı konstantńı a nelze jej rozložit na
součin dvou nekonstantńıch polynomů z okruhu R[x ]. [Věta 5.24, str. 85]

Definice. Necht’ R je okruh, f ∈ R[x ] se nazývá ireducibilńı
polynom nad R, jestliže f neńı konstantńı a nelze jej rozložit na
součin dvou nekonstantńıch polynomů z okruhu R[x ].

Varováńı. Pozor, rozlǐsujte pojmy
”
ireducibilńı polynom nad

okruhem R“ a
”
ireducibilńı prvek okruhu R[x ].“

Př́ıklad. Je-li R těleso, jsou ireducibilńı polynomy nad R právě
ireducibilńımi prvky okruhu R[x ].

Př́ıklad. Konstantńı polynom 2 je ireducibilńım prvkem okruhu Z[x ],
ale neńı ireducibilńım polynomem nad Z. Polynom 2x je ireducibilńı
polynom nad Z, ale neńı ireducibilńım prvkem okruhu Z[x ].

Věta. Necht’ R je těleso, f , g , h ∈ R[x ] polynomy, p̌ričemž f je
ireducibilńı nad R. Jestliže f | g · h, pak f | g nebo f | h.



Okruh polynomů nad libovolným tělesem je okruhem
s jednoznačným rozkladem

Věta. Necht’ R je těleso, f ∈ R[x ] nenulový polynom. Pak existuje
k ∈ Z, k ≥ 0, a ∈ R∗ a normované ireducibilńı polynomy
p1, . . . , pk ∈ R[x ] tak, že

f = a · p1 · . . . · pk .
Tento rozklad je nav́ıc jednoznačný až na pǒrad́ı činitel̊u.
[Věta 5.27, str. 86]

D̊usledek. Jestliže R je těleso, je R[x ] okruh s jednoznačným
rozkladem.

Poznámka. Předchoźı důsledek lze značně ześılit, plat́ı totiž
následuj́ıćı věta:

Věta. Necht’ R je okruh. Pak okruh polynomů R[x ] je okruhem
s jednoznačným rozkladem, právě když okruh R je okruhem
s jednoznačným rozkladem. [Větu uvád́ıme bez důkazu.]

D̊usledek. Okruh Z[x ] je okruhem s jednoznačným rozkladem.



Kǒren polynomu

Definice. Necht’ R je okruh, f = anx
n + · · ·+ a1x + a0 ∈ R[x ],

c ∈ R. Pak prvek an · cn + · · ·+ a1 · c + a0 ∈ R znač́ıme f (c) a
nazýváme hodnota polynomu f v prvku c .

Věta. Necht’ R je komutativńı okruh, f , g ∈ R[x ], c ∈ R. Pak plat́ı

I (f + g)(c) = f (c) + g(c),

I (f · g)(c) = f (c) · g(c). [Věta 6.2, str. 87]

Poznámka. Předpoklad o komutativitě byl podstatný pro násobeńı:
jestliže pro a, c ∈ R plat́ı a · c 6= c · a, pak pro f = x , g = a je
(f · g)(c) = (x · a)(c) = (ax)(c) = a · c 6= c · a = f (c) · g(c).

D̊usledek. Necht’ R je komutativńı okruh, c ∈ R. Pak zobrazeńı
α : R[x ]→ R určené p̌redpisem α(f ) = f (c) pro každé f ∈ R[x ]
je homomorfismus okruh̊u.

Definice. Necht’ R je okruh, f ∈ R[x ], c ∈ R. Řekneme, že c je
kǒrenem polynomu f , jestliže f (c) = 0.



Násobnost kǒrene polynomu

Věta. Necht’ R je komutativńı okruh, f ∈ R[x ], c ∈ R. Pak plat́ı: c
je kǒrenem polynomu f , právě když (x − c) | f v okruhu R[x ].
[Věta 6.5, str. 87]

Definice. Necht’ R je komutativńı okruh, f ∈ R[x ], f 6= 0, c ∈ R,
f (c) = 0. Přirozené č́ıslo k se nazývá násobnost kǒrene c
polynomu f , jestliže (x − c)k | f a (x − c)k+1 - f v okruhu R[x ].
Kǒreny násobnosti 1 se nazývaj́ı jednoduché.

Poznámka. Podḿınka (x − c)k | f znamená, že existuje g ∈ R[x ]
tak, že (x − c)k · g = f . Protože (x − c)k je normovaný polynom
stupně k, plat́ı k + st(g) = st(f ). Přitom g 6= 0, tedy st(g) ≥ 0,
odkud plyne k ≤ st(f ). Proto nenulový polynom nemůže být
dělitelný každou mocninou polynomu x − c a p̌redchoźı definice
jednoznačně určuje násobnost každého kǒrene libovolného
nenulového polynomu nad komutativńım okruhem.

Př́ıklad. Kvadratický polynom x2 − [1]8 ∈ Z8[x ] má čty̌ri
jednoduché kǒreny [1]8, [−1]8, [3]8, [−3]8.



Počet kǒrenů polynomu nad oborem integrity

Věta. Necht’ R je obor integrity, f ∈ R[x ], f 6= 0. Polynom f má
nejvýše st(f ) kǒren̊u v R, poč́ıtáno i s násobnost́ı. Přesněji: součet
násobnost́ı všech kǒren̊u polynomu f v R je menš́ı nebo roven st(f ).

D̊ukaz. Necht’ c1, . . . , cs jsou r̊uzné kǒreny polynomu f v R, necht’

ki je násobnost kǒrene ci . Pak (x − ci )
ki | f v R[x ]. Označme K

pod́ılové těleso oboru integrity R, tedy R je podokruhem tělesa K .
Pak (x − ci )

ki | f v K [x ]. Přitom x − c1, . . . , x − cs jsou r̊uzné
normované ireducibilńı polynomy v K [x ]. Rozlož́ıme-li f na součin
vedoućıho koeficientu f a normovaných ireducibilńıch polynomů
v K [x ], z jednoznačnosti rozkladu plyne, že se mezi nimi polynom
x − ci objev́ı alespoň ki -krát pro každé i = 1, . . . , s. Proto∏s

i=1(x − ci )
ki | f . Protože K je těleso, plat́ı

∑s
i=1 ki ≤ st(f ).



Konečná podgrupa multiplikativńı grupy tělesa
Známe následuj́ıćı pojem a větu z teorie grup:

Definice. Necht’ G je konečná grupa. Nejmenš́ı e ∈ N takové, že
pro každé a ∈ G plat́ı ae = 1, se nazývá exponent grupy G .

Věta. Necht’ G je konečná komutativńı grupa. Pak exponent grupy
G je roven nejvěťśımu z řád̊u všech prvk̊u grupy G .

Věta. Necht’ K je těleso, G je konečná podgrupa multiplikativńı
grupy (K ∗, ·). Pak G je cyklická grupa.

D̊ukaz. Označme e exponent grupy G a n = |G | jej́ı řád.
Podle p̌ripomenuté věty existuje g ∈ G , jehož řád je e.
Pak z Lagrangeovy věty e | n. Každý prvek grupy G je kǒrenem
polynomu xe − 1, a tedy n ≤ st(xe − 1) = e, proto n = e. Tedy
〈g〉 ⊆ G maj́ı obě n prvk̊u, tj. G = 〈g〉 je cyklická.

D̊usledek. Necht’ R je konečné těleso, pak je jeho multiplikativńı
grupa (R∗, ·) cyklická.

D̊usledek. Pro libovolné prvoč́ıslo p je grupa (Z×p , ·) cyklická.



Derivace polynomu

Definice. Necht’ R je okruh, f = anx
n + · · ·+ a2x

2 + a1x + a0

polynom z R[x ]. Derivaćı polynomu f rozuḿıme polynom
f ′ = nanx

n−1 + · · ·+ 2a2x + a1.

Poznámka. V tělese reálných č́ısel máme pojem limity, který
v obecném okruhu neńı k dispozici. Proto jsme pojem derivace
polynomu nemohli definovat limitou, ale jen uvedeným vzorcem,
v němž nap̌ŕıklad nan znamená n-násobek prvku an (tedy součet
n kopíı prvku an v grupě (R,+)).

Věta. Necht’ R je okruh, f , g ∈ R[x ], c ∈ R, n ∈ N. Pak plat́ı

I (f + g)′ = f ′ + g ′,

I (f · g)′ = f ′ · g + f · g ′,
I ((x − c)n)′ = n(x − c)n−1. [Věta 6.15, str. 89]

Označeńı. Druhou derivaci polynomu f znač́ıme f ′′ = (f ′)′, ťret́ı
f ′′′ = (f ′′)′ atd. Obecně pro k ∈ N pak k-tou derivaci polynomu f
znač́ıme f (k) = (f (k−1))′. Je tedy f (1) = f ′, f (2) = f ′′, atd.



Souvislost derivace polynomu s násobnost́ı kǒrenů

Věta. Necht’ R je komutativńı okruh, f ∈ R[x ], c ∈ R, k ∈ N.
Jestliže c je k-násobným kǒrenem polynomu f , pak je c kǒrenem
polynomů f ′, f ′′, . . . , f (k−1). [Věta 6.16, str. 90]

Poznámka. Předchoźı věta se použ́ıvá p̌ri hledáńı v́ıcenásobných
kǒrenů daného polynomu f ∈ R[x ], kde R je těleso. Takový kǒren
je také kǒrenem derivace f ′, a tedy i nejvěťśıho společného dělitele
(f , f ′).

Věta. Necht’ R je těleso, f ∈ R[x ], c ∈ R, k ∈ N. Předpokládejme,
že charR = 0 nebo charR > k . Pak c je k-násobným kǒrenem
polynomu f , právě když je c kǒrenem polynomů f , f ′, f ′′, . . . ,
f (k−1) a neńı kǒrenem polynomu f (k). [Věta 6.17, str. 90]

Př́ıklad. Předpoklad o charakteristice je nezbytný. Nap̌ŕıklad pro
R = Z2 polynom f = x2 ∈ Z2[x ] má kǒren [0]2 násobnosti 2.
Přitom f ′ = 2[1]2x = 0, a tedy f (k)([0]2) = 0 pro každé k ∈ N.

Poznámka. Jev pozorovaný v p̌redchoźım p̌ŕıkladě plat́ı obecněji:
je-li charR = p > 0, pak pro každé f ∈ R[x ] plat́ı f (p) = 0.



Polynomy nad C
Věta (Základńı věta algebry). Každý nekonstantńı polynom
f ∈ C[x ] má v C kǒren. [Věta 7.2, str. 93]

Definice. Těleso R se nazývá algebraicky uzav̌rené, jestliže každý
nekonstantńı polynom f ∈ R[x ] má v R kǒren.

Př́ıklad. Tělesa R a Q nejsou algebraicky uzav̌rená, žádné konečné
těleso neńı algebraicky uzav̌rené (je-li R = {r1, . . . , rn}, pak
(x − r1) · . . . · (x − rn) + 1 nemá v R kǒren).

Poznámka. Základńı větu algebry lze tedy formulovat takto:
C je algebraicky uzav̌rené těleso.

D̊usledek. Pro libovolný polynom f ∈ C[x ] plat́ı: f je ireducibilńı
nad C, právě když je f lineárńı.

D̊usledek. Necht’ f ∈ C[x ] je normovaný polynom, st(f ) = n ≥ 1.
Pak existuj́ı c1, . . . , cn ∈ C tak, že

f = (x − c1) · . . . · (x − cn).
Tento rozklad je nav́ıc jednoznačný až na pǒrad́ı činitel̊u.



Polynomy nad C - Viètovy vztahy

D̊usledek (Viète). Necht’

f = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0 ∈ C[x ] je normovaný polynom,

n ≥ 1, c1, . . . , cn ∈ C jeho kǒreny (každý uveden tolikrát, kolik je
jeho násobnost). Pak plat́ı

−an−1 = c1 + · · ·+ cn,

an−2 = c1c2 + c1c3 + · · ·+ c1cn + c2c3 + · · ·+ cn−1cn,
...

(−1)kan−k =
∑

1≤i1<···<ik≤n
ci1ci2 . . . cik ,

...

(−1)na0 = c1c2 . . . cn. [Věta 7.6, str. 94]

Poznámka. Výraz na pravé straně k-tého řádku lze popsat takto:
vezmeme všechny k-prvkové podmnožiny množiny index̊u
{1, 2, . . . , n}, pro každou z nich vynásob́ıme odpov́ıdaj́ıćı kǒreny a
źıskané součiny sečteme.



Polynomy nad R

Věta. Je-li komplexńı č́ıslo c kǒrenem polynomu f ∈ R[x ], pak i
č́ıslo c komplexně sdružené s č́ıslem c je kǒrenem polynomu f .
[Věta 8.1, str. 97]

Věta. Pro libovolný polynom f ∈ R[x ] plat́ı: f je ireducibilńı nad R,
právě když je f lineárńı anebo je f = ax2 + bx + c kvadratický se
záporným diskriminantem b2 − 4ac < 0.
[Věta 8.2, str. 97]

D̊usledek. Každý nekonstantńı normovaný polynom f ∈ R[x ] lze
psát jako součin normovaných polynomů, které jsou lineárńı anebo
kvadratické se záporným diskriminantem. Tento zápis je
jednoznačný až na pǒrad́ı činitel̊u.



Polynomy nad Z
Věta. Necht’ f = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0 ∈ Z[x ] je

nekonstantńı polynom stupně n, r ∈ Z, s ∈ N, (r , s) = 1, taková,
že r

s je kǒren polynomu. Pak plat́ı

I r | a0,

I s | an,

I pro každé m ∈ Z plat́ı (sm − r) | f (m).

D̊ukaz. 0 = sn · f ( rs ) = anr
n + an−1r

n−1s + · · ·+ a1rs
n−1 + a0s

n.
Proto r | a0s

n, což d́ıky (r , s) = 1 dává r | a0.
Podobně s | anrn, což d́ıky (r , s) = 1 dává s | an.
Označme d = sm − r , pak r = sm − d , dosazeńım
an(sm−d)n +an−1(sm−d)n−1s + · · ·+a1(sm−d)sn−1 +a0s

n = 0.
Užit́ım binomické věty a vynecháńım všech sč́ıtanc̊u dělitelných d
dostaneme
d | an(sm)n + an−1(sm)n−1s + · · ·+ a1(sm)sn−1 + a0s

n = f (m) · sn.
Každé prvoč́ıslo děĺıćı současně d i s muśı dělit také r . Ovšem
takové prvoč́ıslo neexistuje, tedy (d , s) = 1. Proto d | f (m).



Polynomy nad Z - hledáńı racionálńıch kǒrenů

Poznámka. Předchoźı větu použ́ıváme pro nalezeńı všech
racionálńıch kǒrenů daného polynomu s celoč́ıselnými koeficienty a
nenulovým absolutńım členem: prvńı dvě podḿınky totiž dávaj́ı jen
konečně mnoho možných hodnot pro r , s. Pro každou z možných
dvojic r , s lze zjistit dosazeńım, zda r

s je kǒrenem f . V p̌ŕıpadě
velkého počtu dvojic je možné některé dvojice eliminovat ťret́ı
podḿınkou, nap̌ŕıklad testovat, zda plat́ı (s + r) | f (−1) a
(s − r) | f (1).



Polynomy nad Z

Definice. Necht’ f = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 ∈ Z[x ] je
nenulový. Řekneme, že f je primitivńı, jestliže jeho koeficienty
jsou nesoudělné, tj. (a0, a1, . . . , an) = 1.

Věta (Gaussovo lemma). Součin libovolných dvou primitivńıch
polynomů je primitivńı polynom.

D̊ukaz sporem. Přepokládejme, že f , g ∈ Z[x ] jsou primitivńı
polynomy takové, že jejich součin f · g primitivńı neńı. Pak existuje
prvoč́ıslo p, které děĺı všechny koeficienty polynomu f · g .
Zobrazeńı α : Z[x ]→ Zp[x ] určené p̌redpisem

α(anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0) =
= [an]px

n + [an−1]px
n−1 + · · ·+ [a1]px + [a0]p

pro libovolné a0, a1, . . . , an ∈ Z (tedy každý koeficient je nahrazen
odpov́ıdaj́ıćı zbytkovou ťŕıdou) je homomorfismus okruhů. Pak
α(f ) 6= 0, α(g) 6= 0, α(f ) · α(g) = α(f · g) = 0, což je spor s t́ım,
že Zp je těleso, a tedy Zp[x ] je obor integrity.



Polynomy nad Z - ireducibilita

Věta (Gauss). Libovolný polynom f ∈ Z[x ] je ireducibilńı nad Z,
právě když je ireducibilńı nad Q.

D̊ukaz. Tvrzeńı je žrejmé pro konstantńı polynom f , který neńı
ireducibilńı ani nad Z ani nad Q. Necht’ je tedy f nekonstantńı.
Jestliže f neńı ireducibilńı nad Z, je možné jej psát jako součin
dvou nekonstantńıchch polynomů v Z[x ]. Tyto polynomy jsou i
z Q[x ], a tedy f neńı ireducibilńı nad Q.
Předpokládejme tedy naopak, že f neńı ireducibilńı nad Q. Pak
tedy f = g · h pro vhodné nekonstantńı polynomy f , g ∈ Q[x ].
Existuj́ı nenulová racionálńı č́ısla b, c tak, že b · g a c · h jsou
primitivńı. Podle Gaussova lemmatu je i (b · g)(c · h) = (bc) · f
primitivńı. Existuj́ı nesoudělná u, v ∈ N tak, že bc = ±u

v . Kdyby
u 6= 1, bylo by u dělitelné nějakým prvoč́ıslem p, které by pak
dělilo všechny koeficienty polynomu uf a z p - v bychom dostali, že
(bc) · f neńı primitivńı. Proto u = 1 a f = (±v · (b · g)) · (c · h) je
rozklad f na součin dvou nekonstantńıch polynomů v Z[x ], a tedy
f neńı ireducibilńı nad Z.



Polynomy nad Z - ireducibilita

Věta (Eisensteinovo kriterium). Necht’

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 ∈ Z[x ] je nekonstantńı
polynom stupně n. Jestliže existuje prvoč́ıslo p takové, že

I p | an−1, p | an−2, . . . , p | a1, p | a0,

I p - an,

I p2 - a0,

pak je f ireducibilńı nad Q.

Poznámka. Pokud prvoč́ıslo daných vlastnost́ı neexistuje, něŕıká
Eisensteinovo kriterium o ireducibilitě f zhola nic.



Polynomy nad Z - důkaz Eisensteinova kriteria

D̊ukaz sporem. Předpokládejme, že naopak f neńı ireducibilńı nad
Q, podle Gaussovy věty neńı ireducibilńı ani nad Z. Z p̌redpokladů
st(f ) = n > 0 a f je nekonstantńı. Existuj́ı tedy nekonstantńı
polynomy g , h ∈ Z[x ] tak, že f = g · h. Opět užijme
homomorfismus okruhů α : Z[x ]→ Zp[x ] určený p̌redpisem

α(bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x + b0) =
= [bn]px

n + [bn−1]px
n−1 + · · ·+ [b1]px + [b0]p

pro libovolné b0, b1, . . . , bn ∈ Z. Pak z prvńıho p̌redpokladu plyne,
že

α(g) · α(h) = α(g · h) = α(f ) = [an]px
n

je asociované s polynomem xn, nebot’ p - an. Přitom Zp[x ] je okruh
s jednoznačným rozkladem, proto α(g) i α(h) jsou asociované
s mocninami polynomu x . A protože jsou nekonstantńı, muśı být
absolutńı členy obou polynomů g i h dělitelné p. Jejich součin a0 je
tedy dělitelný p2, což je spor.


