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Motivacia

Pojem viazaného lokalneho extrému funkcie viac premennych savisi s hladanim
globalnych extrémov na podmnozinach v R™. Konkrétne, pri ich uréovani na
kompaktnej mnozine N C R" sme postupovali tak, ze sme nasli

(i) jednak vaetky lokalne extrémy danej funkcie vo vnatri N,

(ii) a jednak vsetky jej extremalne hodnoty na hranici ON.
V kroku (i) teda hladame lokalne extrémy danej funkcie, ktoré si viazané na
hranicu ON. Uvazujme napriklad nejakd funkciu f(z,y, z) na mnozine

N ={[z,y,2] eR® : 2 + > +2° <1, 2,y,2 > 0}.

Pri vysetrovani funkcie f(z,y, 2) na €asti hranice ON tvorenej gulovou plochou
x? 4+ 9% + 2% = 1 postupujeme tak, ze vyjadrime z = \/1 — 2 — y2, a nasledne
hladame lokalne extrémy funkcie f(z,y, /1 — 2? — y2) na mnozine

N:{[a;y] eR® : a:2+y2 <1, z,y >0}

Podobne, na &asti hranice N tvorenej stvrtkruznicou =2 + y? = 1 vyjadrime

y = V1 — 22 a vySetrujeme funkciu f(z,v/1 — 22,0) pre = € [0, 1].
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Tymto spésobom prevedieme pévodny problém vysetrenia funkcie f(z,y, z)
troch premennych na hranici mnoziny N na alohu hladania extrémov funkcie
f(z,v/1 —22,0) jednej premennej na intervale [0, 1]. Je vSak zrejmé, ze tento
postup je zdlhavy a pri viésom pocte premennych i neprakticky. Okrem toho
postupna eliminacia premennych nemusi byt pri vieobecnom zadani mnoziny N
vébec riesitelny problém.

Definicia 1 (Lokalny extrém funkcie vzhladom na mnozinu)

Nech f je funkcia n premennych a M C D(f) je neprazdna mnozina. Povieme,
Ze funkcia f ma v bode z* € M lokalne minimum (maximum) vzhladom na
mnozinu M, ak existuje okolie O(z*) také, ze pre kazdé x € O(z*) N M plati
nerovnost f(z) > f(z*) (f(z) < f(z*)). V pripade, ak st dané nerovnosti pre
 # x* ostré, hovorime o ostrych lokalnych extrémoch funkcie f vzhladom na
mnozinu M.

V praktickych alohach sa obvykle studuja situacie, v ktorych je mnozina M
dana systémom nerovnosti a rovnosti

hi(2) <0, ha(2) <O, ..., hg(x) <0,  g1(x) =0, ga(x) =0, ..., gm(x) = 0.

V tomto pripade sa namiesto pomenovania lokalny extrém vzhladom na M
pouziva termin lokalny extrém viazany danymi podmienkami, resp. vizbami.
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Optimalizacna dloha

V nasledujucom vyklade sa budeme zaoberat optimalizacnou alohou typu

f(z) — max(min), =z € M, (1)
M : gi(z) =0, g2(x)=0, ..., gm(z)=0, (2)
kde z = [z1,..., %], fogr : R" = R, k=1,...,m, st funkcie n premennych

a 1 <m < n. Rovnosti v (2), udavajice mnozinu M, sa nazyvaja vazbové
podmienky danej optimalizacnej tlohy. Dalej budeme predpokladat, Ze funkcie
f, gx maji spojité parcialne derivacie prvého radu podla premennych z1,...,z,
na otvorenej mnozine U C R™ a matica

_3%1(1) e 5921&
Tl Tn
G(z) = ma v kazdom z € U hodnost m.  (3)
99m(z) . Ogm(z)
oxq Oxn

Poznamka 1

Poznamenajme, ze podmienka (3) je ekvivalentna so skutocnostou, ze vektory
grad gx(z), k =1,...,m, st linedrne nezavislé v kazdom bode x mnoziny U.
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Viazany lokalny extrém — nutna podmienka

|
N
N

Veta 1 (Nutna podmienka existencie viazaného extrému)
Nech plati podmienka (3) a nech v bode * € M m3 funkcia f lokalny extrém

vzhladom na mnozinu M, t.j., x* splia optimalizaéni dlohu (1) a (2). Potom
existuji realne ¢isla \1,. .., \y, tak, Ze pre kazdé i = 1, ..., n platia rovnosti

m a *
31’ Z)\ 99k (2*) = 0. (4)

Poznamka 2

N
| A\

Rovnica (4) je ekvivalentna so skuto&nostou, ze gradienty funkcii f, gx splhajt
v bode z* identitu

grad f(z*) = A1 - grad g1 () + A2 - grad g2 (™) + - - - + A - grad gm (z7),

t.j., vektor grad f(z*) je linedrnou kombinaciou vektorov grad gi(z™).
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Lagrangeova funkcia a multiplikatory

Realne konstanty A1,..., A\, vo Vete 1 sa nazyvaja Lagrangeove multiplikatory
a funkcia n + m premennych

L(&1, . Ty My Am) = f(@1, ., T0) — D Ak gr(z1,...,20)  (5)
k=1

sa oznacuje ako Lagrangeova funkcia optimalizaénej tlohy (1) a (2).

Definicia 2 (Stacionarny bod funkcie vzhl'adom na mnozinu)

Nech mnozina M C R" je dana systémom rovnic (2). Bod z* € M sa nazyva
stacionarny bod funkcie f vzhladom na mnozinu M, ak existuju Lagrangeove
multiplikatory A1, ..., Am také, ze st splnené rovnosti (4).

| A\

Poznamka 3

Bod z* € M je zrejme stacionarnym bodom funkcie f vzhladom na mnozinu
M prave vtedy, ked' je stacionarnym bodom Lagrangeovej funkcie (5) pre istd
volbu Lagrangeovych multiplikdtorov A = (\1,. .., Am), t.j., plati

L, (z",A\) =0 prekazdéei=1,...,n.
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Priklad 1

Uréme stacionarne body a Lagrangeove multiplikatory funkcie

fl,y) =ay—z+y—1

vzhladom na mnozinu M : =z +y = 1. V silade s (2) ma vazbova podmienka
tvar g(z,y) =z +y — 1 = 0. Prislusna Lagrangeova funkcia v (5) potom je

L(z,y,A) = f(z,y) — Ag(z,y) =zy—z+y—1—-Az+y—1).
Podla Poznamky 3 najdeme jej stacionarne body leziace v M, t.j.,
L (2,y,A\) =0, L,(z,9,A)=0, z+y—1=0.
Dostavame sistavu troch rovnic s tromi neznamymi z, y a A
y—1-X=0, 2+1-A=0, z+y—1=0.
Mame jediné riesenie z = —1/2, y = 3/2 a A = 1/2. Funkcia f(z,y) ma teda

vzhladom na mnozinu M jeden stacionarny bod [—1/2, 3/2] s odpovedajiicim
Lagrangeovym multiplikatorom \ = 1/2.
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Priklad 2

Uréme stacionarne body a Lagrangeove multiplikatory funkcie f(z,y, z) = zyz
vzhladom na mnozinu M uréent rovnostami

m2+y2—|—22 =1, z+4+y+2=0.
V tomto pripade mame predpisané dve viazbové podmienky
gz, y,z)=a’+y>+2°—1=0, ga(z,y,2)=x+y+2=0,
a teda odpovedajica Lagrangeova funkcia ma tvar
L(z,y, 2, A1, X)) = zyz — M (2 +9y° +2° — 1) — Xa(z + y + 2).

Tri siiradnice «, y a z hladanych stacionarnych bodov a dva Lagrangeove
multiplikatory A1, A2 stanovime rieSenim systému piatich rovnic

L.=0, L, =0 L.=0, m2—|—y2+22:1, r+y+2=0,

Y
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Priklad 2

t.j., po vypocte prislusnych parcialnych derivacii mame
Yz —2Mx = A2, Xz — 2 M1y = A2, Y —2X1z = A2,
x2—|—y2—|—22 =1, z4+y+2=0.

Dostaneme celkovo Sest stacionarnych bodov, konkrétne

[1 1 _2}
V6 V6 Ve’
1 1
1 2 1 — e g—
(G2 76) [ e M N
2 1 1
V6’ V6’ /6
[_L _L L}
1 1
1 2 1 — - =
[—%v%’—%]’ pre. =278 @ k=g
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Lokalny extrém a druhy diferencial funkcie

Existenciu lokalneho extrému funkcie f(z1,...,%xn) v jej staciondrnom bode
z*, tj., v bode s grad f(z*) = 0, sme za predpokladu spojitosti parcialnych
derivacii druhého radu funkcie f a bez pritomnosti vazbovych podmienok

skamali prostrednictvom definitnosti prislusnej Hessovej matice Hy(z"), t.j.,

sa (87) o fiiea (27)
Hy(a") = : - : : (6)
"‘lUlnfEl ('T*) U ;/'nw'n (T*)

Vysetrovali sme vlastne definitnost kvadratickej formy, ktord odpoveda matici
Hy(z*), konkrétne h"H(z*) h, kde h = (h1, ..., hn)T € R™. Tato forma je
podla definicie rovna druhému diferencialu funkcie f v bode z*, teda

dPf(@*,h) = Y fie, (@) hihy (7)

ij=1

Ak kvadraticka forma (7) je pozitivne (negativne) definitna, potom funkcia f
ma v bode z* lokalne minimum (maximum). V pripade indefinitnej formy (7)
funkcia f nenadobida v stacionarnom bode z* lokalny extrém.
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Viazany lokalny extrém — postacujica podmienka

Charakter viazaného stacionarneho bodu z* funkcie f vzhladom na mnozinu
M v (2) budeme preto vySetrovat pomocou definitnosti druhého diferencialu
Lagrangeovej funkcie L(z, A) v (5), t.j., pomocou kvadratickej formy

d*L(z*, X\, h) ZL A) hihy, (8)
i,7=1

kde h = (h1,...,hn)T €R™ a X = (A1,...,\m) st Lagrangeove multiplikatory
odpovedajlce stacionarnemu bodu z*. Na rozdiel od lokalnych extrémov sme
vsak teraz obmedzeni vézbovymi podmienkami (2). To sa odzrkadli v tom, ze
definitnost formy (8) nebudeme skiimat na celom priestore R"™, ale iba pre

vektory h kolmé na vektory grad gi(z”) pre kazdé k =1,...,m

Podpriestor vietkych takychto vektorov h € R™ sa nazyva dotykovy priestor
mnoziny M v bode z™ a oznacuje sa

Tar(z*) := Lin{grad gx(z*), k=1,...,m}" (9)
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Poznamka 4

Z podmienky (3) a Poznamky 1 vyplyva, ze dimenzia dotykového priestoru
T (z*) je rovnd n — m. Okrem toho vektory h € T (z™) s prave riesenia
homogénneho systému G(z*) h = 0 s maticou G(x) definovanou v (3).

Veta 2 (Postacujiica podmienka existencie viazaného extrému)

Nech plati podmienka (3) a nech z* je stacionarny bod funkcie f vzhladom na
mnozinu M v (2) s Lagrangeovymi multiplikatormi A = (A1, ..., Am). Dalej
nech funkcie f,gr, k = 1,...,m, maji spojité parcidlne derivicie druhého radu
v bode z*. Ak pre kazdy nenulovy vektor h € Ty (z*) plati

d’L(z*,\,h) >0, resp. d’L(z*,\,h) <0, (10)

potom funkcia f ma v bode z* ostré lokdlne minimum, resp. ostré lokalne
maximum vzhladom na mnozinu M. Ak pre nejaké nenulové h,h € Ty (z*) je

d’L(z*,\,h) >0 a d°L(z*,\,h) <0, (11)

potom funkcia f nema v bode x* lokdlny extrém vzhladom na mnozinu M.
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Poznamka 5

Nerovnosti v (10) znamenaja, ze druhy diferencial d*L(z*, \, h) Lagrangeovej
funkcie je pozitivne, resp. negativne definitny na podpriestore Tas(z™), kym
relacie v (11) vyjadruja indefinitnost diferencialu d®L(z*, A\, h) na Tar(z™).

Predchadzajici vyklad popisuje hladanie viazanych lokalnych extrémov funkcie

f pomocou metédy Lagrangeovych multiplikatorov. Hlavny princip spociva v

zabudovani vazbovych podmienok (2) do samotného procesu hladania extrému
@ jednak prostrednictvom Lagrangeovej funkcie (Veta 1 a Poznamka 3),

@ a jednak pri zistovani existencie/neexistencie extrému v stacionarnom
bode (Veta 2 a Poznamky 4 a 5).

Hrubo povedané, namiesto hladania viazanych lokalnych extrémov funkcie f na
mnozine M zistujeme lokalne extrémy prislusnej Lagrangeovej funkcie L, avsak
uz bez obmedzujacich podmienok.
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Lagrangeove multiplikatory

Viazany lokalny extrém — prakticky navod

Metédu Lagrangeovych multiplikatorov na vysetrovanie viazanych lokalnych
extrémov funkcii mozno zhrnat do nasledujiceho praktického navodu.

@ Vytvorime Lagrangeovu funkciu (5) a najdeme jej stacionarne body z*
leziace v M, t.j., rieSime ststavu n + m rovnic

L, (z,\) =0, gi(z)=0, i=1,...,n, k=1,...,m,

s n+m neznamymi & = [z1,...,Zn] @ A = (A1,..., Am).

@ Pre dany stacionarny bod z* a prislusné multiplikdtory A = (A1,...,Am)
zostavime druhy diferencial d®L(z*, A, h) Lagrangeovej funkcie, t.j.,

d*L(z*, A, h) ZL N hih;, h=(hi,...,hn)"T €R™.
dog=il
V tejto kvadratickej forme znizime pocet n premennych h1,..., h, na

pocet n —m premennych pomocou podmienky G(z*) h = 0 pre G(z) z
(3) (tzv. diferencovanie vizbovych podmienok v stacionarnom bode z*).

© Vysetrime definitnost vzniknutej kvadratickej formy s n — m premennymi.
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L ET

Najdime vsetky lokalne extrémy funkcie f(z,y) = vy — z + y — 1 vzhladom na
mnozinu M : z +y = 1. V Priklade 1 sme ukazali, ze funkcia f ma vzhladom
na mnozinu M iba jeden stacionarny bod z* = [—1/2, 3/2] s multiplikatorom
A = 1/2. VySetrime druhy diferencial funkcie L v bode z*. Plati

Ly, (x",A)=0= Ly, (z",\), Ly, (z",A)=1=L,.(z",\).

Potom d®L(z*,\) = 2h1ha, h1,he € R™. Matica G v (3) ma v tomto pripade
v bode z* tvar G(z*) = (grad g(z*)) = (1,1). Vektory h = (h1, h2)T priestoru
Tar(z*) preto spihaju podmienku

(1, 1) . (hl, hQ)T =0 < ho = —h;.

Diferencial d®L(z*,\) = 2h1ha sa nam preto zredukuje na kvadraticka formu s
jednou premennou hi, konkrétne d?L(z*, \) = —2h3. Tato forma je zrejme
negativne definitna, a preto v stlade s Vetou 2 méa funkcia f v bode x* ostré
lokalne maximum s hodnotou f(z*) = 1/4. Poznamenajme este, Ze pévodny,
neredukovany diferencial d®L(z*, \) = 2h1h2 je ako kvadraticka forma s dvomi
premennymi indefinitny, a teda funkcia L nema v bode z* lokalny extrém. To
ilustruje nevyhnutnost redukcie diferencialu d®L(x*, \) vzhladom na predpisané
vazbové podmienky, ak nechceme stratit viazané lokalne extrémy funkcie f.
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