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Jak se definoval Riemanntv integral v R? Necht f je ohrani¢ena funkce (zejména
spojitd) na intervalu [a, b].

A

»

D: a:Xo<X1<~"<Xn:b, /k:[xkfl,xk}, d(/k):Xk—kal,
my := inf{f(x) DX E Ik}, My = sup{f(x) D x € Ik}, c < f(x) <d,

f) = Z med(l)y  S(D,F) =) Mid(l),
= k=1

c(b— ) s(D,f) < 5(D,f) < d(b—a),
D1 C Dy s(Dy,f) < s(Da,f) & S(D1,f) = 5(Ds, ),



be(x) dx :=sup{s(D,f): D e D}, Ibf(x) dx :=inf{S(D,f): D e D}.

a a

Je-li {Dp} tzv. nulovd (normélni) posloupnost déleni, pak

b 7b
ILm S(Dn, ) = J f(x)dx, lim S(Dp,f) = J f(x) dx.

Pokud Lb f(x)dx = Lb f(x) dx, pak definujeme

’ f(x)dx = bf(x) dx = _bf(x) dx.
|

a a a

Jak tento postup zobecnit v R??

]RZ
Zasadni rozdil:
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DVOINY INTEGRAL NA OBDELNIKU

Definice 2.6(i) Intervalem v roviné (nebo také dvojrozmérnym intervalem) rozumime
mnozinu J, kterd je kartézskgm soucinem dvou intervalli J1, 7> C R.
Tedy platt J = J1 X Jo.

Intervaly J1, J2 mohou byt libo-
volného typu (oteviené, uzaviené,
polootevi‘ené, omezené). Je-li né-
ktery z nich degenerovany (tj. pouze
bod) nazgvéame dvojrozmérny inter-
val J také degenerovany (to tedy
mize byt bod, Gsecka, poloprimka,

a b vy
1 = [a, b) primka).

.7=.71><.72={[x,y]€R2: a<x<b, c<y<d}

Obdélnik=nedegenerovany dvojrozmérny uzavieny a omezeny interval.
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Necht a < b, ¢ < d jsou redlnd &isla a M = [a, b] X [c, d] je obdélnik. Zvolme

Di: a=xo<x1 < <xXm=b, Dy: c=yp<yn<---<y,=d

déleni intervalu [a, b] a [c,d] a ozna¢me D = Dy x D,.

Definujme Mix == [xi—1, xil X [yk—1,y«], kde i € {1,...,m} a k € {1,...,n}. Obdélniky

Mk naz{vame dilky déleni D. Systém téchto dilka
{Mi: i=1,...,m k=1,...,n}

nazyvame délenim obdélniku M.

d=ys
My3z| Ma3| M3z| Ma3| Ms3
y2
Myz| Maz| M3z2| Mgz Ms2
Y1
May| Mai1| M3za1| Ma1| Msa
c=Yo
+ + »
| | | | | | »
‘a =Xx0 X1 X2 X3 X4 b= xs

Normou délent D = D, x D, rozumime ¢islo

v(D) := max{\/(x,-—x,;ﬂz—l—(yk—yk,1)2: i=1,....m k=1,...

tj. délku nejdelsi z uhlopricek vsech jednotlivych dilkd délent D.



Uvazme posloupnost délent {D,};21. Posloupnost déleni se naz(va nulovéd (normdlni),
n=1

jestlize plati limp—oo V(Dn) = 0. Symbolem D(M) oznacime mnozinu vsech délent

obdélniku M.

Déleni D, = D} x Dy1 se nazva zjemnéni déleni D, jestlize D} je zjemnénim déleni
Dy a Dy1 je ziemnénim déleni D,. V takovém pripadé je kazdq dilek M z déleni D
rozdélen na konecny pocet dilkd délent D;.

A

Yk+1

|
T
T
|
|
|
|
|
|
R S

e

Xi Xi+1

\

Ke kazdgm dvéma délenim D1 = Dy x D} a D, = D? x D} z D(M) existuje jejich
spolecné zjemnént (tim je napr. délent D = D, x Dy, kde D je tvoreno vsemi délicimi
body déleni D} a D2 a délent Dy je tvoreno vsemi délicimi body délent Dy1 a Dy2).



Necht f : R? — R je funkce dvou proménnich ohrani¢end na obdélniku M = [a, b] x
[c,d], tj. existuji konstanty w, W € R takové, z2e w < f(x,y) < W pro v8echny

[x,y] € M, a necht D = D, x D, je déleni obdélniku M s dilky My proi=1,...,m
ak=1,...,n Oznaéme

mic = inf{f(x,y): [x,yl € M} a My =sup{f(x,y): [x,y]l € Mi}.

Pak mzeme definovat dolni soucet funkce
f pri déleni D

ik (Xi — xi—1) (Yk — yr—1)

a) b)

a také horni soucet funkce f pri déleni D

m n

S(D,f) = Z Mk (xi — xi—1) (yk — Yk—1)-
1

i=1 k=

Obrazky prevzaty z: J. Kalas, ). Kuben, Integrdlni pocet
funkci vice proménnyjch.

a) b)



Pro kazdou ohrani¢enou funkci pak plati:
» s(D,f) < S(D,f) pro kazdé déleni D € D(M);

> Jsou-li D1, D> € D(M) a D> je zjemnénim déleni Dy, pak
s(D1,f) <s(Dz,f) a S(D1,f) > S(D2,f);
» Jsou-li D1, D> € D(M) libovolnd, pak
s(D1, f) < S(Do, f).
Zvolme nyni pevné délent Dy € D(M) obdélniku M. Potom tedy plati
s(D, f) < S(Do, f)

pro kazdé déleni D € D(M). To ale znamend, Ze mnoZina {s(D,f) : D € D(M)}
je neprdzdnd a shora omezena. Proto existuje sup{s(D,f): D € D(M)} a miZzeme
definovat dolni integrdl ohrani¢ené funkce f na obdélniku M jako

H f(x,y) dxdy :=sup{s(D,f): D € D(M)} < S(Do,f)

2l



Ovsem délent Dy je zvoleno libovolné, proto

S(D,f) > ﬂf(x,y} dxdy
M
pro kazdé déleni D € D(M).To ale znamend, ze mnoZina vdech hornich sou¢tt funkce

f je neprdzdna a zdola ohranicend. Proto existuje inf{S(D, f) : D € D(M)} a mGizeme
definovat horni integrdl ohrani¢ené funkce f na obdélniku M jako

H f(x,y) dxdy :==inf{S(D,f): D € D(M)}.
M

Z definice plyne, ze urcité plati

/\LJHX)}/) dxdy < ]L f(x, y) dxdy.



Definice 2.12(i)

Priklad

Véta 2.12(i)
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DVOINY INTEGRAL NA OBDELNIKU

Necht funkce f : R? — R je ohrani¢ena. Funkce f se naz(vé integrova-
telnd na obdélniku M = [a, b] X [c, d], jestlize

ﬂ f(x,y)dxdy = ” f(x,y)dxdy.
M M

V takovém pripadé definujeme dvojny (dvojrozmérny) integrdl funkce
f na obdélnitku M vztahem

H f(x,y) dxdy := H f(x,y)dxdy = H f(x,y) dxdy.
M M M
Funkce f se nazgva integrand a obdélnik M integracni obor.

Necht M = [0, 1] x [0, 1]. Rozhodnéme o integrovatelnosti funkce f(x, y)
na M, je-li
1 proxeQ & yeQ,

flx,y) = .
0 jinak.

Necht funkce f : R* — R je ohrani¢end na obdélniku M = [a, b] X [c, d]. Pak f je
integrovatelnd na M prévé tehdy, kdyz ke kazdému e existuje takové déleni D € D(M),
ze platt S(D, f) —s(D,f) < e.
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DVOINY INTEGRAL NA OBDELNiKU
sem e Necht funkce f : R? — R je ohrani¢end na obdélniku M = [a, b] x [c, d].
Pak pro libovolnou nulovou posloupnost déleni {D,} obdélniku M plati
lim s(D,, f) = J-Jf(x,y) dxdy a lim S(Dn,f) = ﬂf(x,y) dxdy.
n—oo
M

n—oo
M
Jestlize navic alespori pro jednu nulovou posloupnost déleni {D,} ob-
délniku M plati limp—e0 S(Dny f) = limpsee S(Dp, f), pak je funkce f
integrovatelna na obdélniku M.
Jaké podminka ndm zarudi integrovatelnost?
Véta 2.13(i)

Necht funkce f : R> — R je spojitd na obdélniku M = [a, b] x [c, d].
Pak f je integrovatelnd na M.

Jak ovSem takovy integral prakticky spoditat?

Va2 Necht funkce f : R> — R je spojitd na obdélniku M = [a, b] x [c, d].

Pak platt
H f(x,y)dxdy = Jb<Jd f(x,y) cIy) dx = Jd <Jb f(x,y) clx) dy
v a \Je c \Ja

Toto tvrzeni se nazgvéd Fubiniova véta pro spojitou funkci na obdélniku.
Integraly na pravé strané se oznacuji jako dvojndsobné. (Dtikaz?)
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. oy
Priklad Vypoctéme

(@) U (x+y?)dxdy pro M =[-1,3] x [0,2],
M
(b) JJ xy?e¥dxdy pro M:0<x<2 0<y<]1.
M

UEEL L) Necht f, g : R — R jsou integrovatelné na obdélniku M = [a, b] x [c, d].

» Funkce f(x,y) £ g(x,y) je také integrovatelnd na M a plati
H [f(x,y) = g(x,y)] dxdy = JJ f(x,y)dxdy + ﬂ g(x,y) dxdy.
M M M

» Je-li ¢ € R konstanta, je funkce cf(x,y) je také integrovatelnd na
M a plati

H cf(x,y)dxdy = c” f(x,y)dxdy.
M
» Funkce [f(x,y)| je také integrovatelnd na M a plati

‘J[J; f(x,y) dxcly‘ Sﬂ |f(x,y)| dxdy.
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Obsah mnoziny: ohrani¢end mnozina — nezaporné cislo.

Je-li mnoZina N' C R? ohraniéend, pak jisté existuje obdélnik M =
la, b] x [c,d] takovy, ze N’ C M, pficemz Xy je definovdna i na M.

1 z2=x,(x,y)

- Obrézek prevzat z: J. Kalas, J. Kuben, Inte-

grdlni pocet funkci vice proménnych.
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Je predchozi definice korektni?

Specialné pokud A je obdélnik [a, b] X [c, d], pak lze volit pfimo M = N
a plati

m(\) = PJXN(x,y) dxdy — H Ldxdy = (b— a)(d — o).
M N

NI
=

AAHAIIY, SAIHo YHIIA0

2
.;//I//I///I//l/II/I'

W///éé//
///// V-.

Obrazek prevzat z: |. Kalas, J. Kuben, Integrdlni pocet funkci vice proménnich.

Plati nap¥.: je-li m*(N) =0, pak N je mé&fitelnd a m(N) = 0.
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MERITELNE MNOZINY v RZ

Zakladnt vlastnosti Jordanovy miry:

W E 2RI Omezend mnozina N’ C R? je méfitelna pravé tehdy, kdyz m(h(N)) = 0.

» m(@) =0;
» jsou-li mnoZziny A7 C N> méfitelné, pak m(N71) < m(N2);

je-li N1 € Mz C R? a je-li N2 méfitelna a soudasné m(N2) = 0, pak
také mnoZzina Ni je méfitelnd a plati m(N1) = 0;

v

\{

jsou-lt mnoZiny N1 a N> méfitelné, pak také mnoZiny N1 U N>,

N1 N N2 a N1\ Nz (nebo N2 \ A1) jsou méfitelné;

> je-li y = g(x) spojitd funkce pro x € [, B], pak jeji graf, tj. mnoZina
G ={lIx,g(x)] € R?: x € [«, B]}, je mé¥itelnd a plati m(G) =0,

» je-li x = h(y) spojita funkce pro y € [y, 3], pak jeji graf, tj. mnoZina
H={lgly),yl €R?: y € [y, 8]}, je mé¥itelnd a plati m(H) =0,

» jsou-li mnoZiny N1 a N> méfitelné, pak
m(N1UN2) = m(N1) + m(N2) — m(N1 NAN2) < m(N) + m(Na),
m(N1 UN2) = m(N1) + m(N2) pokud m(N1NAN2) =0,
m(N1 \ N2) = m(N1) — m(N1 N N2),
m(N1 \ N2) = m(N1) — m(N2) pokud N> C Ni.
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Z predchoztho vyplyva, ze pro systém jordanovsky méfitelngch mnozin
platt:

» s kazdymi dvéma mnoZinami N1 a N> obsahuje i jejich rozdil N1\ N>,
» s libovolnou koneénou posloupnosti métitelngch mnoZzin N,..., Nk
obsahuje i jejich sjednocent Uizl N, a prinik ﬂ:zl N
Tedy systém jordanovsky méritelngch mnozin je uzavireny vzhledem k roz-
dilu a kone¢ngm sjednocenim a pranikdm, tzv. mnoZinovy okruh.

Z praktického hlediska se vsak tyto vlastnosti ukazaly jako nedosta-
te¢né (mnoZzina jordanovsky méritelngch mnozin je celkem ,malé”). Je-li
systém mnozin uzavieny i vzhledem ke spocetngm sjednocenim (a vzhl-
dem k prvni vlastnosti také prinikdm), hovofime o o-okruhu. Obecnéjst
koncepty miry (zejména Lebesgueovy) se pak buduji na tzv. o-algebre
méfitelngch mnozin, coz je o-okruh, kter] obsahuje sjednoceni vsech
svych prvkd.

Priklad Uvedme priklad (spocetnych) posloupnosti jordanovsky méfitelnych

mno%in v R? takovych, ze

> jejich sjednocent je neomezena mnozina,

> jejich sjednocent je omezend mnozina, kterd vsak neni méritelna.
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Véta 2.21(i)

Priklad

Definice 2.21(i)
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Kazdéa podmnoZina R? obsahujici pouze koneén(j podet prvkii mé nulovou
miru.

Miize mit i mnoZina s nekone¢ngm poctem prvké nulovou miru?
Pro nés budou dulezité mnoziny nasledujictho typu.

Necht @, : R — R jsou spojité funkce na intervalu [a, b] takové, Ze
@(x) < P(x) pro kazdé x € [a, b]. Mnozina

E. = {lx,y] ER?: xe[a b & o(x)<y <P(x)}

se nazyva elementdrni vzhledem k ose x.
Podobné, necht jsou @, : R — R spojité funkce na intervalu [c, d]

takové, Ze @(y) < B(y) pro kazdé y € [c, d]. MnoZina

E,={xy€R?: yele,dl & ly) <x<bly)}

se nazyva elementdrni vzhledem k ose y.
MnoZina A C R? se naz(va elementdrni, jestlize je elementarni vzhle-
dem k ose x nebo y.
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MERITELNE MNOZINY v RZ

A A
y=o(x)
d
c
y =)
+ —
a b »
>
Véta 2.22(i) Kazdd elementdrni mnoZina je méFitelna.
P = 7 7 7 ’ . . 7 v 7
Poznamka » Obrazce znamé z elementarni geometrie (trojuhelnik, ¢tverec, obdél-

nik, mnohouhelnik, kruh atd.) jsou elementarni mnoziny.
» Sjednoceni koneéného poctu elementdrnich mnozin je méritelnd
mnozina.

Dy v z . Ve 7 ’ N ..
Priklad Vyjadieme nasledujict mnoziny vymezené danymi krivkami jako elemen-
tarnt
(@ N: 2x—y=1 2x—y=5x=0, x=2,

(b) NV: x*+y*=9, y*—x*=1.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ M2Bo2: DVOINE A TROINE INTEGRALY 26. DUBNA 2016 22/ 56


mailto:zemanekp@math.muni.cz

@ DVOINY INTEGRAL NA OBDELNIKU

® MERITELNE MNOZINY v R?

3 DVOINY INTEGRAL NA MERITELNE MNOZINE

@ TROINY INTEGRAL

® TRANSFORMACE



mailto:zemanekp@math.muni.cz

| tato definice je korektni.
Zejména je-li N obdélnik, pak lze volit M = N a plati

ﬂf(x,}’) dxdy ZL[(XNf)(x,y) dxdy =ﬂ f(x,y) dxdy,

pokud alespoii jeden z téchto integralli existuje.
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Postacujict podminky integrovatelnosti na méfitelné mnoziné?

Yetai2 2511 Necht funkce f : R? — R je (skoro vsude) spojitd a ohrani¢end na

mé&fitelné mno%iné ' C R?. Pak funkce f je integrovatelna na .

Disledek 22500 Necht funkce £ : R?2 — R je spojitd na kompaktni mé&fitelné mno¥ing

N C R?. Pak funkce f je integrovatelnd na N.

Dy ) o o . v
Priklad Rozhodnéme o existenci [[ =77 dxdy, jestlize
N

(@) N:xX*+(y—17<1/8 (b)) N:X"+y* <1

sin(x2+y2

Rozhodnéme o existenci [ R L dxdy, jestlize
N

N: P +y*<a.
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DVOINY INTEGRAL NA MERITELNE MNOZINE

Zakladni vlastnosti dvojného integralu.

Wil Necht funkce f,g : R*> — R jsou integrovatelné na méfitelné mnoziné

N CR%
» Funkce f(x,y) & g(x, y) jsou integrovatelné na N a plati (tzv. adi-
tivita vzhledem k integrandu)

” [f(x,y) £ g(x,y)] dxdy = ”f(x)y) dxdy + J]g(x,y) dxdy.
N N N

» Je-li ¢ € R konstanta, pak funkce cf(x,y) je integrovatelnd na N
a plati (tzv. homogenita)

H cf (x,y) dxdy = ¢ H f(x,y) dxdy.
N N
» Funkce [f(x, y)| je integrovatelnd na N a plati
‘ Hf(x,y) clxcly‘ < ﬂlf(x,y)l dxdy.
N N
> Je-li f(x,y) < g(x,y) pro vdechny [x,y] € N, pak

Jﬂf(x,)/) dxdy < ﬂg(x, y) dxdy.
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DVOINY INTEGRAL NA MERITELNE MNOZINE

Zakladni vlastnosti dvojného integralu (pokrac.).
i AT Necht funkce f,g : R*> — R jsou integrovatelné na méfitelné mnoZiné
N CR?

> Je-li kK € R konstanta, pak

jﬁkdxcly =km(N).

» Je-li funkce f(x,y) ohrani¢end na mnoZiné Ay C R?, kterd mé nu-
lovou miru, pak je funkce f(x,y) integrovatelnd na Ni a plati

H f(x,y)dxdy = 0.

N1

> Je-li funkce f(x,y) integrovatelnd na méfitelné mnoZiné N> C R?
i na méfitelné mnoZingé Nz C R? pticemz m(N2 N N3) = 0, pak
funkce f(x,y) je integrovatelnd na A2 UN3 a plati

ﬂ f(x,y)dxdy = ” f(x,y) dxdy + H f(x, y) dxdy

N2UN3 N2 N3

(tato vlastnost se v p¥padé N2 NN3 = () nazgvd aditivitou integrélu
vzhledem k integra¢nimu oboru).
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DVOINY INTEGRAL NA MERITELNE MNOZINE

e Necht funkce f,g : R? — R jsou integrovatelné na méfitelné mnoZiné

N C R? Pak i jejich souéin (fg)(x,y) je integrovatelny na A

e 22l Necht funkce f : R> — R je integrovatelnd na méfitelné mnoZing
N C R? a necht N1 C N je jeji méFitelnd podmnoZina. Pak funkce
f je integrovatelnd i na mnoZing Nj.

Jak se zménl integrovatelnost/hodnota integralu funkce f(x, y) na méFi-
telné mnozind A C R?, pokud zménim hodnotu funkce f(x,y) na mno-
ziné nulové miry?
Ui 2 Necht funkce f,g : R?> — R jsou definované na méfitelné mnoziné
N C R? pficem? f je integrovatelnd na N, g je ohraniend na NV a
m(N1) =0, kde M1 = {[x,y]l € N : f(x,y) # g(x,y)}. Pak funkce g je
také integrovatelnd na N a plati

H f(x,y)dxdy = Hg(x,y) dxdy.
N N

Specidlné uvazme funkci g(x, y) = 0.
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Véta 2.29(i)

Priklad

DVOINY INTEGRAL NA MERITELNE MNOZINE

Z integralntho poc¢tu v R zname (Véta o strednt hodnoté): Necht f, g :
R — R jsou integrovatelné funkce na intervalu [a, b] a necht g(x) > 0
pro x € [a, b]l. Pak existuje ¢islo ¢ € R takové, Ze

inf{f(x): x € [a,bl} < c<sup{f(x): x € [a,b]}

a plati
b

b
J f(x) g(x)dx = CJ g(x) dx.
Necht funkce f,g : R? — R jsou integrovatelné na méfitelné mnoZiné
N C R? a necht g(x,y) > 0 pro vechna [x,y] € N. Pak existuje
&islo 1 € R takové, Ze p € [, B, kde o« = inf{f(x,y) : [x,y] € N} a
B =sup{f(x,y): [x,yl € N}, a plati

Hf(x,)’) g(x,y)dxdy = u”g(x,y) dxdy.
N N

Specidlné pro spojitou funkci f(x, y) a g(x,y) = 1 plati, Ze existuje [xo, yol € N
tak, ze [[ f(x,y) dxdy = f(xo, yo)m(N\).
N

Ukazme, ze pro M = [—1,1] x [—1,2] plati

1
1 S JJ m ClXCIy S 6.
M
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DVOINY INTEGRAL NA MERITELNE MNOZINE

Priklad Na obrazku je snéhovéd mapa (tdaje jsou v cm) statu Colorado ve dnech
20-21. prosince 2006 (stat Colorado ma tvar obdélniku o délce 612 km
a Sifce 451 km). S vyuzitim této mapy urcete pramérnou vysku snéhové
pokryvky ve staté Colorado v uvedenych dnech.

Obrazky prevzaty z: J. Stewart, Calculus, sedmé vydant.
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DVOINY INTEGRAL NA MERITELNE MNOZINE

Jak ale dvojny integral spocitat? Dvojny integral ~» dvojndsobny integral
= Fubiniova véta.

sz 2l Necht A je elementarni mnoZina v R? vzhledem k ose x, tj.

N ={lx,yl eR*: x € [a,b], ¢(x) <y <W(x)},

kde @, : R — R jsou spojité funkce na [a, b] takové, ze @(x) < P(x)
pro kaZdé x € [a, b]. Je-li funkce f : R? — R spojitd na N, pak plati

J]f(x,y) dxdy = Lb {JLD:X: f(x,y) cly] dx.
N o

Podobné, necht J\N/'je elementdrni mnoZina v R? vzhledem k ose y, tj.
N = {[X)y] ER?: y €ledl, oy) <x< 11)(}/)}>

kde (5,15 : R — R jsou spojité funkce na [c, d] takové, ze @(y) < 15()/)
pro kazdé y € [c, d]. Je-li funkce f : R — R spojitd na N, pak plati

Hf(x,y) dxdy = Jj [J::y: f(x,y) clx} dy.
¥ y

Specidlné uvazme funkei f(x,y) = h(x) g(y).

Dakaz? B
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DVOINY INTEGRAL NA MERITELNE MNOZINE

Priklad Zaménme poradi integrace
J f(x,y)cly} dx, (b)/

=[] (L1 ol

(c) I = J:: {J:/Z f(x,y) clx} dy + Jj [Jﬁiy f(x,y) clx} dy.

0
Prillad - vypotteme [[f(x,y) dxdy, jestlize
N

(@) f(x,¥y) =x+y, N je vymezena kfivkami y = xXay=x,
(b) f(x,y) = xy, N je trojuhelnik s vrcholy [0, 0], [1,1] a [2,0],
(c) f(x,y) = 2y, N je vymezena nerovnostmi 1 > y > X2,

(d) f(x,y) = N je vymezena kiivkami y =2x —x* a y = —x.

_1
x2+1’
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@ DVOINY INTEGRAL NA OBDELNIKU

® MERITELNE MNOZINY v R?
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‘4 TROINY INTEGRAL

® TRANSFORMACE
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TROINY INTEGRAL

Pro funkci f : R® — R se trojny integral na kvéddru M = [a, b] X [c, d] X
[e, f] zavadi a pocita zcela analogickgm zplisobem. Je-li funkce f spojitd
pak plati (pficemz vSechny permutace jsou mozné; trojny integral ~-

trojndsobny integral)

JH f(x,y,z)dxdydz = Lb {

M

[

Priklad Pro M =[1,3] x [-1,1] x [0, 2] vypoctéme

e

HJ (x +2y — 3z) dxdydz.

M

f
J f(x,y,z) clz} cly] dx

Charakteristickd funkce Xy mnoZiny NV C R? se definuje analogicky

jako v Definici 2.17(i) a jeji (Jordanova) mira

mWN) = JJJ Xn(x,y, z) dxdydz,

M

kde M D N je libovolnyg kvadr.
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TROINY INTEGRAL

Potom trojny integral z ohrani¢ené funkce f : R® — R na méfitelné
mnoZiné N C R® definujeme jako (pokud existuje)

Lﬂ f(x,y,z)dxdydz = Jjﬂ(z’\f/\ff)(x,y, z) dxdydz,

kde M D N je libovolny kvadr a funkce Xnf je definovdno podobné
jako v Definict 2.24(i). Trojny integral pak ma podobné vlastnosti jako

dvojny integral (plati analogicka tvrzent).
Priklad Rozhodnéme o existenci [[[ f(x,y, z) dxdydz, jestlize
N

1
(a) f(X>Y»Z):m> N:0<x<2 -1<y<0 —2<z<2

(b) flx,y,2) =x+yz, N:x* <y <2,z>3,

1 . 2 2 2
(C) f(X,y,Z):m, N1<X +y +z° < 4.
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Elementarni mnoZina v R? je méfitelna a funkce f : R®> — R spojité na
elementarni mno%iné v R® je integrovatelnd.
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Popisme jako elementdrni mnozinu:
» (tyfstén s vrcholy (0,0, 0], [1,1,0], [0,1,0] a [0, 1, 1].
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TROINY INTEGRAL

» N v . 3 ’ V.
Priklad Popisme jako elementdrnt mnozinu:

» mnoZinu vymezenou plochami z = x* +3y? a z =8 — x> — y2.

PETR ZEMANEK (PRF MU, BrNO) ZEMANEKP@MATH.MUNI.CZ M2Bo2: DVOINE A TROINE INTEGRALY 26. DUBNA 2016 38 / 56


mailto:zemanekp@math.muni.cz

TROINY INTEGRAL
Trojny integral ~» trojnésobny integral = Fubiniova véta.

e Necht Q je elementarni mnoZina v R® vzhledem k roving xy, t.

O.:{[x,y,z]ER3: [X,y]EN, q)(Xa}/)S }
<

kde @,V : R? — R jsou spojité funkce na N takové, ze ®(x, y) ‘if(x,y)
pro vsechna [x,y] € N, pficemz N j je elementarnt mnozina v R2. Je-li
funkce f : R®* — R spojitd na Q, pak

W(x,y)
ij(x,y, z) dxdydz = H [J f(x,y,z) clz} dxdy.
= v D (x,y)

Specidlng, je-li A/ napt. elementdrni mnoZina vzhledem k ose x, tj.
N={lx,yleR*: x€labl & o(x)<y<P(x)},

kde @, : R — R jsou spojité funkce na [a, b] takové, ze @(x) < P(x)
na [a, b], potom

b P (x) W(x,y)
HJf(x,y, z) dxdydz = J J [J f(x,y,z) clz} dy | dx.
s a @ (x) D (x,y)
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TROINY INTEGRAL

Priklad Vypoctéme [[[ f(x,y, z) dxdydz, jestlize
Q
(a) f(x,y,z) =x—y+2z
Q:1<x<2 x<y<2x, x+y<z<2x+ 3y,
(b) f(Xa}/)z) =Y,
Q: x>0, y>0, Vx2+y2<z<2
(c) f(x,y,2) = y cos(x + z),
Q: y=+vx, y=0, z=0, x+z =7/2,
3
_ xyz
(d) flx,y,2) = a+22
Q: z=2, 22:x2+y2, x=0, y =0.
LG Uré¢eme objem télesa vzniklého prinikem x® + y? =1 a x> + 2% = 1.
Priklad Pomoct trojného integrdlu vyjadieme objem ,kornoutu se zmrzlinou*.
Poznamka Zcela analogickym zplisobem se zavadi obecny n-rozmérny integral pro

f:R"” — R (ovSem jiz bez ,geometrické predstavy”).
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TRANSFORMACE
Pro vgpocet urcitého integralu funkce f : R — R méme dva hlavni
nastroje:
> per-partes
Necht funkce u, v : R — R maji derivaci na intervalu [a, b] a necht
funkce u’, v’ jsou integrovatelné na [a, b]. Pak platt

Jbu(x)v/(x) dx = [u(x)v(x)} - Jbu'(x)v(x) dx.

a a a
» substitu¢ni metoda (tzv. metoda zdmény proménnych)
Necht f : R — R je spojita funkce na intervalu [a, b]. Necht
funkce @ ma derivaci na intervalu [«, ], kterd je na tomto inter-
valu integrovatelnd, a necht @([e, B]) C [a, b]. Pak plati

B @e(B)

J flo(x)) @'(x) C|X=J f(t) dt.

o @ (o)

» substitucni metoda (alternativni formulace)
Necht @ : R — R je definovana na intervalu / a ma derivaci
@(t) spojitou a riiznou od nuly v kazdém bodé t € /. Je-li funkce
f:R — R spojitd na intervalu @(/), pak plati

j Flx) dx = j Flo() o/ (1)l dt.
@()

!
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TRANSFORMACE

Definice 2.43(1)  Necht g, h: R? — R jsou funkce definované na mnoziné B C R2. Necht

F : B — R? je zobrazen{ takové, ¥e [u,v] —— [g(u,v), h(u, v)], tj.
F = (g, h). Zobrazen{ F se naz{va spojité diferencovatelné na B, jestlize
existuje oteviend mnozina Q) D B takova, ze funkce g, h lze rozsifit na
Q takovym zplisobem, ze funkce g, h maji v Q spojité parcialni derivace
prvntho fadu podle obou proménnych u, v.

Definice 243()  Necht zobrazeni F : B — R? je spojité diferencovatelné na B. Pak se

matice (uyv)  gulu,v)
. (&ulu,v) gvlu,v
J(u,v) = (hu(u, v)  h(u, VJ)

nazyva Jacobiho matici a jeji determinant jakobidn zobrazent F, pricemz
detJ: B — R
Definice 2.43(il)  gpojite diferencovatelné zobrazeni F : B — R? kde B je oteviena
mnozina, se nazyva reguldrni, jestlize je jeho jakobian rtzng od nuly
v kazdém bodé mnoziny B.
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Pro¢ det J(u, v)?
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Lze N vyjadrit jako elementarni mnozinu?

Poldrni soufadnice

X =pcos@, y=psing,

kde p € [0, 00) a (obvykle) @ € [0,27). Pak

X X
det J(p,p) ==det | ‘p> =
(py @) <yp Vo

~ det (C.OS([) —psin (p) _
sing  pcos @

= p(cos® @ +sin” @) = p

Vx

Misto mnoziny N pak médme

N ={lo,p]: @1 < @ < @2, p1 < p < pa2l.

Je pak mnohem jednodussi integrovat pies mnozinu N nez mnoZinu N.



Véta 2.46(i)

TRANSFORMACE

Oveérit predpoklady Véty 2.44(i) nent zcela trivialni. Dokonce toto tvrzent
z(istava v platnosti i pfi oslabeni nékter(ch predpokladd.

Necht funkce f : R? — R je spojitd na mnoziné A/ C R?, kterou lze
v polarnich soufadnicich vyjadrit jako obdélnik M = [e, B] X [a, b], kde
a<p<Pald<a<p<b pricemz0 <P —a< 2w Potom

B
/J\;J' f(x,y)dxdy = L {

b
J f(pcos @, psin@)pdp|de.

a

D 4 o v , ’ sy Ve
Poznamka Miizeme také pracovat s nasledujict mnozinou

— —¢/50
g =32 fc?

fo 3
a) Kartézské soufadnice [x, y] b) Polarni soufadnice [¢, o]

Obrézek prevzat z: J. Kalas, J. Kuben, Integrdlni pocet funkci vice proménnich.
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Vypoctéme
(a) H(3x+4y2)dxdy, N:xXP+y>=1, x*+y>=4, y >0,

N
b)J

N

203 + yP) dxdy, N: 1< x> +y> <4, y>|x|

—
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Obecnéji, mnoZina N se mize po transformaci do poldrnich soufadnic
stat pouze elementarni mnoZzinou v roviné @p (nikoli vghradné obdélni-
kem), tj.

Obrazek prevzat z: |. Kalas, J. Kuben, Integrdlni pocet funkci vice proménnych.
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Vypoctéme

(a) Vx2 4+ y2dxdy, N: x>+ y? —2x <0,

—

N

|
o |

N

dxdy, N: x*+y* =4, y>1, y <V3x.

—
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Pro trojndsobny integral se pouzivaji zejména transformace do valcovych a sférickych
souradnic.

Vidlcové (cylindrické) souradnice

z X =pcos@, y=psing, z=z,

| kde p € [0, 00), (obvykle) @ € [0,27) a z € R. Pak
cosp —psing 0

det J(p, @, z) = det | sin@ pcosep 0] =
0 0 1

= p(cos® @ +sin® @) = p.

T./' l

Obrézek prevzat z: ). Kalas, J. Kuben, Integrdlni pocet funkci vice proménnych.



TRANSFORMACE

Dy eV . 7 ’ Ve 7 ’ v P v
Priklad Vyjadreme jako elementarni mnozinu ve valcovych souradnicich mnoZzinu
N vymezenou plochami z =0, x* + (y —1)®> = 1 a plochou z = x* + y2.
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TRANSFORMACE

izl Necht funkce f : R®* — R je spojitd na mnoziné N’ C R?, kterou lze ve

p p o S e - o
valcovych soufadnicich vyjadrit jako elementdrni mnozinu

/\/*:{[(P,p,z]G]R3: “S‘PSB» r((P)SPSR((P))
h(@,p) <z < H(g,p)},

kde r,R : R — R jsou spojité funkce na intervalu [e, B] takové, Ze
r(@) < R() pro kazdé ¢ € [x, Bl, a funkce h, H : R* — R jsou spojité
na mnoziné

M ={lo,pl eR*: a <9 <B, r(@) <p<R(e)}

a platt h(@,p) < H(p,p) pro kazdé [@, p] € N1. Potom

I\Hf(x’y»z)dXdydz:

B R(@) H(g,p)
:J J H f(p cos @, psin @,z)pclz} dp|dep.

r(e) h(e,p)
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Vypoctéme

J; [Jz [J\z/m(xz +y?) dz] cIy:| dx.

Vypoctéme [[[v/x2 + y2 dxdydz, kde mnoZina A je vymezena nerov-
N
nostm1x2+y2§1,z§ l1—-yaz>0.
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Sférické (kulové) souradnice
x =pcos@sind, y=psin@sind, z=pcosv,
kde p € [0, 00), (obvykle) @ € [0,27) a © € [0, 7. Pak

detJ(pa (p)ﬁ) =
cos@sind —psin@sind p cos @ cos?d
=det | sin@sind p cos @ sind psin@cosd | =
cosd 0 —psind

............ = —p®sind.

Obrézek prevzat z: ). Kalas, J. Kuben, Integrdlni pocet funkci vice proménngch.
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TRANSFORMACE

- "
Priklad Vypoctéme

Jjje(x2+y2+z2)3/2 dxdydz, N = {[X,y, z]l € R3: X2 +y2 + 2 < 1}‘

» A4 v . . u o
Piklad Uréeme objem ,kornoutu se zmrzlinou” (viz sld. 40).

Jﬂ 2% dxdydz,
N

kde mnoZina N je vymezena nerovnostmi

- "
Priklad Vypoctéme

X2+y2+22§1 a X2+y2+22§22.
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