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Uvod

Mila ¢tenarko, mily ¢tendfi,

dostdva se Vam do rukou (¢i na monitor) druhy dil sbirky pfikladi z matematické ana-
lyzy, ktery je pokracovanim textu vydaného na Elportdlu MU (viz http://is.muni.cz/
elportal/7id=980552) avSak (zatim) pouze s vysledky jednotlivych pfikladt bez prezen-
tace jejich feSeni (vyjma ukdzkovych ptfikladt). Tento text by mél poslouzit jako vhodny
doplnék pfi studiu jakéhokoli pfedmétu (zejména M2100 vyucovaném na PiF MU), jehoz
obsahem jsou oby¢ejné diferencidlni rovnice 1. fddu, linedrni diferencidlni rovnice n-tého
fadu s konstantnimi koeficienty, metrické prostory nebo diferencidlni pocet funkci vice
proménnych. Vétsina piikladi v této sbirce pochézi ze cviceni k pfislusnym partiim ma-
tematické analyzy, které byly vedeny autory v minulych letech, pficemZ nékteré z téchto
ptikladti jsou pfejaty z [1-9].
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I. Obycejné diferencialni
rovnice

Definice 1. Bud’ F funkce, jejiz defini¢ni obor G je podmnoZinou trojrozmérného eukli-
dovského prostoru IR3. Rovnice

/
Foy,y’) =0 (1)
se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice proniho 7ddu. Nebude-li s rovnici souc¢asné uveden
obor G, budeme jim rozumét mnoZzinu vSech bodti, pro néz je funkce F definovana. ReSenim

(nékdy téz integrilem) této rovnice se rozumi funkce y(x), ktera je definovdna v n&akém
intervalu | C IR a splfiuje pro v8echna x € | tyto podminky

[ y(x),y' (x)] € G, F(xy(x),y'(x)) =0.

Neni-li interval | otevieny, pak v kazdém krajnim bodé ¢ € | znadi y’(x) jednostrannou
derivaci. Graf feSeni se nazyva integrdlni kfivka. Obecniym tesenim diferencidlni rovnice (1)
se rozumi kazdé jeji feSeni y(x, C), z néhoz 1ze vhodnou volbou konstanty C obdrzet libo-
volné feseni této rovnice. Partikuldrni fesent je feSeni y(x) diferencidlni rovnice (1), v némz
integracni konstanty maji konkrétni ¢iselnou hodnotu.

Definice 2. Obycejnd diferencidlni rovnice 1. fddu (1) se nazyva roziesend vzhledem k deri-
vaci, pokud ji 1ze upravit do tvaru

y'=f(xy). (2)

V opaéném piipadé nazyvame rovnici (1) nerozieSenou vzhledem k derivaci.

Véta 3. Necht’ funkce f : (a,b) x (c,d) — R je spojitd, pficemZ —oco < a < b < oo a soucasné
—o00 < ¢ < d < oo. Necht' [xg,y0] € (a,b) x (c,d), pak pro pocitecni problém

y'=f(xy), y(xo)=yo (3)

existuje feseni y(x) s maximdlnim definicnim oborem («,w) C (a,b), kde x < ty < w. Jestlize
a < «, pak
lim y(t) =c nebo lim y(t) =d,

t—at t—at
a pokud w < b, potom
lim y(t) =c nebo lim y(t) =d.

t—w— t—w—

Jsou-li navic parcidlni derivace funkce f vzhledem k y, tj. g—f;, spojité na (a,b) x (c,d), pak md

pocdtecni problém (3) jediné esSent.



2 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

I. 1. Diferencialni rovnice se separovanymi
proménnymi
Definice 4. Diferencidlni rovnici ve tvaru
y'=f(x)-8W),
kde f(x) a g(y) jsou spojité funkce na (néjakych) otevienych intervalech, nazyvame dife-

rencidlni rovnice se separovanymi proménniyjmi.

Véta 5. Necht' f : (a,b) - Rag: (c,d) — R jsou spojité funkce (pFicemZ miiZe nastat a = —oo,
c=—00,b=400,d = +00) takové, Ze g(y) # 0 na (c,d). Pak po&itecni problém
y' = f(x)8(y),  y(x0) = vo,
kde xo € (a,b), yo € (c,d), md pravé jedno teSent, které je urceno implicitné vzorcem
y(x) X
J dar J f(s)ds.
Yo g(t) X0

Véta 6. Necht' G je konvexni oblast v R?, f : G — R funkce, kterd md spojité parcidlni derivace
do druhého tddu véetné a f(x,y) # 0. Diferencidlni rovnici

r_
v =flxy)
je mozZné prevést na rovnici se separovanymi proménnymi prdvé tehdy, kdyz

0
flxy) )
0 92
Loy) ()
Poznamka 7. Diferenciilni rovnici ve tvaru
y' = flax+by+c)

prevedeme pomoci substituce z = ax + by + c na rovnici se separovanymi proménnymi.

D(x,y) := det =0 prokazdé [x,y] € G.

Piiklad. VyfeSme diferencidlni rovnici

x+1°
Uréeme také fFeSeni spliujici pocatetni podminku y(0) = 1.

Regeni. Ze zadani je zfejmé, Ze se jednd o rovnici se separovanymi proménnymi. Proto
ze vztahuy' = % dostaneme

dy  dx
y2+1 x+17
z ¢ehoz integrovanim ziskdme
arctgy =Inlx+1/+C, CeR. 4)
Proto zadana diferencidlni rovnice méa obecné feSeni
y(x) =tg(Inlx+1/+C), CeR. (5)
Nyni z vyuZiti po¢atecni podminky dosazené do vztahu (4) dostaneme
y(0)=1: arctgl=In[1|+C < C= g

© Petr Hasil & Petr Zemének



1. 1. DIFERENCIALNI ROVNICE SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI 3

Proto fesenim pocatetniho problému je funkce y(x) = tg (In|x + 1| + 7). Dodejme jests,
Ze konstantu C bylo také moZné vypocitat ze vztahu (5) ovSem s uvédomeénim si, Ze plati
tg(arctg x + k) = x.
(1) Rozhodnéte, zda je mozné zapsat funkci dvou proménnych
F(x,y) = x3 e

jako soucin funkci jedné proménné f(x) a g(y). Je-li to mozné, urcete tyto funkce.
Neni-li to mozné, zdtivodnéte.
[f(x) = 2%, g(y) = €]

(2) Rozhodnéte, zda je mozné zapsat funkci dvou proménnych
F(x,y) = sin(2x —y)

jako soucin funkci jedné proménné f(x) a g(y). Je-li to mozné, urcete tyto funkce.
Neni-li to mozné, zdtivodnéte.
[nelze, determinant z Véty 6 je nenulovy|

(3) Rozhodnéte, zda je mozné zapsat funkci dvou proménnych
F(x,y) = sin(x +y) + sin(x —y)

jako soudin funkci jedné proménné f(x) a g(v). Je-li to mozné, urcete tyto funkce.
Neni-li to mozné, zdtvodnéte.

[f(x) = 2sinx,g(y) = cosy]

(4) Reste nasledujici rovnici

y' —sinx = 5.

[y =5x—cosx+C, CeR]

(5) Reste nésledujici rovnici

[y = e, CeR]

(6) Reste nésledujici rovnici

y' cotgx =2—y.
[y =2—Ccosx, CeR]j
(7) Reste nésledujici rovnici
Byy' 4+ xyy’ —y*> —1 = 0.
2 _ _Cx
[V +1=-% CeR

© Petr Hasil & Petr Zemének




4 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

(8) Reste nasledujici rovnici

77—y =xy

=49, 2. /y—14In|,/y—7=In|x| +C, Ce R
y y y

(9) Reste nésledujici rovnici

2y —x°y’ = 0.

y = Ce /¥ CeR
(10) Reste nésledujici rovnici
(x+1)dy + xydx = 0.
[y=C(x+1)e*, CeR]

(11) Reste nésledujici rovnici

y' cosx = ylny.

C1+tg§
[y —e '82,Cc IR]

(12) Reste nésledujici rovnici

[y> = (x—2)e*+C, C € R]
(13) Reste néasledujici rovnici

y' = 16x> + 8xy + y*.

larctg (2x + %) =2x+C, C € R]

(14) Reste nésledujici rovnici

y—y? +xy’ =0.

[y=0,y=(1—-Cx)"}, CER]

(15) Reste nésledujici rovnici

y'cos? x = (14 cos? x)/1 — 2.

[y==+1, y=sin(tgx+x+C), C € R]

© Petr Hasil & Petr Zemének



1. 1. DIFERENCIALNI ROVNICE SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI 5

(16) Reste nasleduijici rovnici

[s=—In(1—-Ce'), C e R]
(17) Reste nésledujici rovnici

y'tgx—y? =1-2y.

_ _ 1
[y _ 1’y =1- In|sin x|4+C” Ce 1Ri|
(18) Reste nésledujici rovnici
y' = 6x+2y+3.
[y =Ce** —3(x+1), C€R]

(19) Reste néasledujici po¢ate¢ni problém

x+y' =2, y(2)=5

(20) Reste néasledujici po¢ate¢ni problém

/
1+ eX)y? +ef =0, y(0)=1.
v = rie]
(21) Reste nasledujici po¢ate¢ni problém

y'sinxsiny = cosxcosy, y(§)=0.

(22) Reste nasledujici potate¢ni problém

2(1+e")yy’ =e", y(0)=0.

[y = +y/In(e* +1) —In2
(23) Reste nasledujici po¢ate¢ni problém

sinycosxdy = cosysinxdx, y(0)=

|

[\/Ecosy = COS X

© Petr Hasil & Petr Zemének



6 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

(24) Reste nésledujici potate¢ni problém

P+ 1) +xyy' =0, y(1)=V2

[y = Vx2el ¥ —i—l}

(25) Reste nésledujici rovnici

y' = (x+y)*
ly=tg(x+C)—x, CeR|
(26) Reste nésledujici rovnici
y_x—y+1
= —x—y )

[(x—y)>?+2x+C=0, C€R]

I. 2. Homogenni diferencialni rovnice

1Y)

x
nazyvame homogenni diferencidlni rovnici 1. #idu. Pomoci substituce u = £ ji pfevedeme na

Poznamka 8. Diferencialni rovnici

rovnici se separovanymi proménnymi ve tvaru
p 1

u'==(f(u) —u).

X

Definice 9. Necht' funkce dvou proménnych f(x,y) je definovdna na néjakém kuzelu K,
tj. s kazdym bodem [x,y] € K je také [tx,ty] € K pro kazdé t > 0. Tato funkce se nazyva
homogenni k-tého stupné, jestlize pro kazdé t > 0 plati

k
f(tx, ty) = t°f (x, y).
Poznamka 10. Diferencidlni rovnice ve tvaru

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0

bude homogenni diferencidlni rovnici prvniho fadu praveé tehdy, kdyz jsou funkce P(x,y)
a Q(x,y) homogenni téhoz stupné.

) ax +by+c
4 _f(Ax+By+C)

1ze fesit ndsledujicim zptisobem:

Poznamka 11. Rovnici typu

i) pokud soustava
ax+by+c=0, Ax+By+C=0 (6)
ma jediné feSeni xy, o, pak ji pomoci substituce

U=x—Xy, 9=Y—Yo

© Petr Hasil & Petr Zemének



1. 2. HOMOGENNI DIFERENCIALNI ROVNICE 7

pfevedeme na homogenni rovnici 1. fadu

a ()

ii) pokud soustava (6) nema feseni (tzn. ax + by = K(Ax + By) a ¢ # KC), pak ji lze
pfevést na rovnici se separovanymi proménnymi (napf. pomoci z = ax + by), viz
Priklad 26.

Ptiklad. VyteSme diferencidlni rovnici
(x* +y?)dx —2xydy = 0.

Regeni. ProtoZe funkce y = 0 neni feSenfm této diferencialni rovnice (zkuste si dosadit
do zaddni), mtiZzeme tuto diferencidlni rovnici pfepsat do tvaru

2y 1+ (Y

(y) —
y (x) - zxy 2% s
ze kterého po substituci z = £ dostaneme
1+ 22
! _
Z'x+z= vy
Pokud vylou¢ime z = £1, obdrzime
2z dx
dz = —,
1-229°7 %

nebo-li po integraci obou stran a dil¢ich Gpravach
~In[1-22| =Inlx/+C, CER,

—ln‘x(l—zz)‘:C, CeR,
o
|x(1—zz)]

1

2

y_L
xz _xl LER\{O},

y=+vx2—Lx, L € R\ {0}

Funkce z = £1 je ekvivalentni s y = £x, coZ je feSenim zadané diferencidlni rovnice, které

=K, K >0,

=1, L € R\ {0},

dostaneme volbou L = 0, je obecné feSeni ve tvaru

y=+vx2—Cx, CeR.

(27) Reste néasleduijici rovnici
xy' =[x —y> 4.

ly = +x, y = xsin (In|Lx|), L € R\ {0}]

© Petr Hasil & Petr Zemének



8 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

(28) Reste nasleduijici rovnici

(y* — x?)dx — 2xy dy = 0.

[y — V-2 +Cx, C € R\ {0}
(29) Reste nésledujici rovnici
xy' +ylnx =ylny.
[y = xe“* L, C e R]
(30) Reste nésledujici rovnici

(xy’ —y) cos% = x.

x=Cein%, CeR
(31) Reste nésledujici rovnici
(x+y)dx—(x—y)dy =0.
larctg L =In(x* 4+ y?) +C, C € R]
(32) Reste nésledujici rovnici

xy' = ycos <ln%> :

[cotg (%ln%) = In|Cx|, C € R\{0}]

(33) Reste néasledujici rovnici

; x+2y—7
- x—3
[y+x—5=C(x—3)% CeR]
(34) Reste nésledujici rovnici
2x —y—5
r_
4  x—3y—5

[C=3(y+1)>—2(y+1)(x—2)+2(x—2)?, C € R\{0}]

(35) Reste nésledujici rovnici
; _ Xx—y+3
ST x¥y—5

[C=(x—1)2=2(y—4)(x— 1)~ (y—4)% C € R\ (0]

© Petr Hasil & Petr Zemének



1. 3. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU 9

(36) Reste nasleduijici rovnici
;  dy—>5x—1
YTy a1

[y=x C=5x—2y+Inly—x|, C e R]

(37) Reste nésledujici rovnici
; x—y—1

Y T xvy+s

[(x+1)2=2(x+1)(y+2)— (y+2)>=C, C e R\{0}]

(38) Reste nésledujici rovnici

;  —Xx+2y—>5
C 2x—y+4°
[ y=x=3  _
[ (y+x-1)3 C, CeR
(39) Reste nasleduijici rovnici
;o xt+y+1

Y= 2x+2y—1°
2x+2y—1—In2x+2y|=3x+C, C € R]

I. 3. Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Definice 12. Rovnice ve tvaru

y'=fx)y+8(x)
se nazyva linedrni diferencidlni rovnice 1. ¥idu (pokud je g(x) = 0 hovoiime o homogenni
LDR, v opa¢ném piipadeé ji nazyvame nehomogenni LDR).

Poznamka 13. Obecné feSeni homogenni LDR ziskdme pomoci metody separace promén-
nych. Regeni rovnice y' = f(x)y lze potom explicitné vyjadtit

y:Ceff(x)dx, CelR.

Pfi hledani obecného feSeni nehomogenni LDR je moZné postupovat dvéma zptlisoby:
bud’ s pomoci metody integracniho faktoru (kdy nehomogenni rovnici vyndsobime ¢lenem
e~/ f(¥)d%) nebo s pomoci metody variace konstant (kdy integratni konstantu ziskanou pfi fe-
Seni pfidruZzené homogenni rovnice povazujeme za funkci C(x) a jejim dosazenim dosaze-
nim do nehomogenni rovnice ziskdme jeji tvar). Regeni pocate¢niho problému y(xg) = yo
lze explicitné zapsat ve tvaru

X X t
y = REIOL. <yo +J q(t) ¢ Jx f)ds dt) :
X0
Ptiklad. VyteSme diferencidlni rovnici

/ 2y
Y +9(2—1

= X.

© Petr Hasil & Petr Zemének



10 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Reseni. Je ziejmé, Ze se jednd o nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici 1. fadu. Proto

si ukaZeme obé metody feSeni. Za¢neme s metodou integrac¢niho faktoru. Vynasobime obé
2dx

strany rovnice vyrazem e’ »*-1 = e

In|2=1]  x—1 . « .y “ s v s
Il = 71 (v8imnéte si, Ze pro urceni integracniho
faktoru neni nutné uvazovat integra¢ni konstantu C ani jeho znaménko — proto jsme od-

stranili absolutni hodnotu u posledniho vyrazu). Po tpravé dostaneme

,x—1 2y x(x—1)
x+1 (x+1)2 x+1°

Yy

S vyuzitim pravidla pro derivovani soucinu si miZeme vSimnout, Ze vyraz na levé strané
. =1\ - PR . . .

Ize napsat jako (y<75), coZ je hlavni myslenka metody integraéniho faktoru. Pak integro-

vanim obou stran obdrZime

x—1 (x(x—1), «?
ny_J S Jdr=2 —2x42mk+14+C, CeR

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

1 2
yzitl(%—2x+21n|x+1|+c>, CeR.
Nyni vyfesime tutéz diferencidlni rovnici pomoci metody variace konstant. Proto se

2y
27 10

nejdiive zaméfime na pfidruzenou homogenni diferencidlni rovnici, tj. y’ = —
je rovnice se separovanymi proménnymi, tedy za pfedpokladu y # 0 mame
dy ~ 2dx
y  x2-1
Inlyl=—Inlx—1|+Inlx+ 1+ C, CeR,

1
n x+1

—y(x_l)’ =C, CEeR,

M‘:K, K>0,

x+1
y(x—1)
:M’ L € R\ {0}
x—1

ProtoZe funkce y = 0 vZdy vyhovuje homogenni linedrni diferencidlni rovnici, je nutné
ji také zahrnout do obecného feSeni (pokud to je moZzné — u tohoto typu diferencidlnich
rovnic to je moZné vzdy). Proto feSenim pridruzené homogenni rovnice je funkce

C(x+1)
_ =T CceR.
Y x—1 <
Nyni uvazujme tuto funkci ovéem konstantu C nahradime né&jakou neznamou funkei C(x),

§. y(x) = % Nyni s vyuZitim pravidla pro derivovani soucinu miZeme spocitat

y'(x) a dosadit do ptivodniho zadani, ;.
C'(x) (x+1)(x—1)+C(x) (x—1)—C(x) (x+1)  2C(x)(x+1)
+
(x—1)2 (x—1)(x2—1)
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1. 3. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU 11

Pokud jsme v8e spo¢itali spravné obdrzime diferenciélni rovnici pro funkci C(x), kde se
zadny vyraz obsahujici nederivované C(x) nevyskytuje. Dostdvame tedy
x(x—1)
C'(x) = ——7,
(x) x+1
coZ po integraci dava
2
x
C(x) = 7—2x+21n|x—|— 11+ C.

Dosazenim do feSeni pfidruZené homogenni rovnice dostaneme obecné feSeni ptivodni
rovnice ve tvaru

1 2
y:fcfl(%—zx+21n|x+1|+c), CeR.

Poznamenejme na zavér, Ze ackoli se oba postupy lisi, je pfi nich potfeba spocitat tytéz
primitivni funkce (tedy v tomto sméru neni mezi obéma metodami zadny rozdil).

(40) Reste nésledujici rovnici
y' = 6x—2y.

ly=3x—3+Ce®, CeR]
(41) Reste néasleduijici rovnici
y' = dxy + (2x +1) e .
[y: (2 +x+C)e¥, Ce 111}
(42) Reste nésledujici rovnici

y' cosx = (y + 2 cos x) sin x.

cosx /

[]/ _ sin?x+C Ce ]R}

(43) Reste nésledujici rovnici
y'x+y=xInx.

(44) Reste nésledujici rovnici
y'x—y=x*Inx.

[y =Cx+x?’Inx—x2, C €R]

(45) Reste nésledujici rovnici
/

y = -3y +x.

ly=3—5+Ce3*, CeR|
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12 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

(46) Reste nasleduijici rovnici

y —ytgx—sinx = 0.

[y_sin2x+ c _ _C —Cozsx,CEIR

~ 2cosx COS X COS X

(47) Reste nasleduijici rovnici

/ xy  arcsinx
A - R A

[]/ = - 11fo (arcsin®x + C), C € ]R}

(48) Reste nésledujici rovnici

Yy +ytgx = cos® x.

[y =cosx (3 + 5% +C), CER]

(49) Reste nésledujici rovnici

y’ cosx +ysinx = 1.

[y =sinx+ Ccosx, C € R]

(50) Reste nésledujici rovnici

, ) sin 2x
y —ysinx = >

[y=1—cosx+ Ce %, C € R]
(51) Reste néasledujici rovnici

Yy —3x%y = (x +2)e* .

y=(5+2c+C)e”, CeR]
(52) Reste nésledujici rovnici

2 2
y' e +2xye” = cosx.

[y = (C +sinx) e, CeR
(53) Reste nasledujici potate¢ni problém
y = x2e +%, y(l) =e.

ly = x(xe*—e* +e)]
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1. 4. BERNOULLIOVA DIFERENCIALNI ROVNICE 13

(54) Reste nasledujici potate¢ni problém

1
v 42y =xe, y(0) = 3.

(55) Reste nasledujici po¢ate¢ni problém

y' —4y =cosx, y(0)=1.

_ 1 _ 4 21 4x
[y = {5 sinx — 15 cos x + %3 e*¥]

(56) Reste nasledujici po¢ate¢ni problém

y’—i—ysinx =sinx, vy (g) = 2.

[y — @COs X +1]

(57) V 13 hodin 28 minut byla v hotelovém pokoji, vytopeném na 18, 3 °C nalezena mrt-
vola, jejiz teplota byla 26, 6 °C. O tfi hodiny pozdéji je jeji teplota 21,1 °C. Urcete Cas
umrti za pfedpokladu teploty Zivého téla 37 °C.

[y'(t) = —k(y(t) — T),11 h. 13 min.]

I. 4. Bernoulliova diferencialni rovnice

Definice 14. Rovnice ve tvaru

y' +f(x)y=g(x)y", n#0,n#1, neR.

se nazyva Bernoulliova rovnice.

Poznamka 15. Pfi feSeni Bernoulliovy rovnice ji nejdiive vydélime ¢lenem y" (pro n>0 je
také y = 0 jejim feSenim). Zavedenim substituce z = y!~" obdr#ime LDR 1. ¥4du

z'=(1-n)[g(x) - f(x)z],

kterou jiz vyfesime vySe uvedenym postupem.
Piiklad. VyfeSme diferencidlni rovnici

2y _y°
1y d
v x oxd
Resent. Jedna se o Bernoulliovu rovnici s n = 3. Rovnici nejdfive upravime tak, aby na
pravé strané rovnice nebylo zadné v, tj. za ptedpokladu y # 0 podélime vyrazem y°. Pak

dostdavdme

! 2 1
k=
Y Xy X
!
Nyni zavedeme substituci z = . Potom z’ = —Zl, z ¢ehoZ dostaneme diferencialni
y )2 3
rovnici
, 4z 2
z' = — — —.
x  x3
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14 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

sV v

Toto je jiz linedrni diferencidlni rovnice, jejiZ feSenim (uréenym pomoci nékteré z metod
z Kapitoly I. 3) je funkce

4
z =Cx*+ —, C e
3x2
Zpétnym dosazenim obdrZime obecné feSeni ptivodni diferencidlni rovnice
3x?
? = C
— A~ | a7 S R/
R Tar |
coz jesté mtizeme upravit do tvaru
3x
CeR.

Ty
Béhem vypoctu jsme také vyloucili funkci y = 0, kterd je feSenim zadané diferencidlni rov-
nice (jak se 1ze snadno pfesvédcit pfimym dosazenim). Ovsem toto feSeni neni zahrnuto v
obecném feSeni (nelze jej ziskat Zddnou volbou konstanty C), proto vSechna feSeni zadané
diferencidlni rovnice jsou

3x
=0 a -t CelR.
4 4 V9Cx® + 3

(58) Reste nésledujici rovnici
v +y=xy.

y=0, 7= (x—2+Ce ), CeR]

(59) Reste nésledujici rovnici

(60) Reste nésledujici rovnici
y' —2xy = 2x3y2.

[yzo, y = (1—x2+Cex2)_1, CEIR]

(61) Reste nasleduijici rovnici
xy' +y=y*Inx.

y=0, y(1+Inx+Cx) =1, C€eR]

(62) Reste nésledujici rovnici
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[.5. METODA ZAMENY PROMENNYCH PRI RESENT DIFERENCIALNICH ROVNIC 15
(63) Reste nasleduijici rovnici
r XY _ X
Y 2(x2—1) 2y
[y2 —x2—1+CVx2—1,C EIR}
(64) Reste nésledujici rovnici
y' —xy=—yPe ™
2 ex2
(65) Reste nésledujici rovnici
3x%y' +xy =y %
[]/3 _ ln\xJ|C+C’ Cc ]R}
(66) Reste néasledujici rovnici
4
y'= Sy
2
[y:O, y=x* (ln\/|x|+C> . Cc 11{}
(67) Reste nésledujici rovnici
2
_ (ay b
ydy = (7+;) dx, a #0.
P+l=Ce¥ CeR
(68) Reste nésledujici rovnici
xy' +2y +x°yP e’ = 0.
[y =0, y2=x*2e"4+C), C € R]
(69) Reste nésledujici rovnici
Y 2
y =3 =y sinx.
[y: 0; % = %—i—cosx—Si;”‘, Ce ]R}

I. 5. Metoda zamény promeénnych pri feSeni
diferencialnich rovnic

Pozndmka 16. U diferencidlnich rovnic 1. fddu, v nichZ se proménnd x vyskytuje pouze

v prvni mocniné a hledana funkce y se vyskytuje v argumentu elementdrnich funkci, je

mozné uZzit tzv. metodu zdmény proménnich. Pak hledame feSeni ve tvaru x(y) a rovnici

prevedeme na nékterou z téch, jejiZ feSeni umime explicitné urcit.
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16 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Piiklad. VyfeSme diferencidlni rovnici
ydy — (x 4+ y?siny) dx = 0.

Reseni. Jednoduchou tpravou dostaneme diferencialni rovnici
r_ Yy
- ﬁ/
X+ y-siny
ktera ovSem neodpovidd Zadnému z pfedchozich typli. Zdménou proménnych dostaneme

y

diferencialni rovnici
dx «x +ysiny
— = — +ysiny,
dy vy
coZ je linedrni diferencidlni rovnice. S pouZzitim nékteré z metod z Kapitoly I. 3 dostaneme
feSeni
x =—ycosy+ Cy, CeR

(70) Reste nésledujici rovnici

, 1
YT y?
[x=%+4+1+Ce¥ CeR|
(71) Reste nésledujici rovnici
y' = z
2ylny+y—x’
p:ymy+%c6R}
(72) Reste nésledujici rovnici
' (Y -1
y' = (e¥—x) .

x=(C+y)e?, CeR]

(73) Reste nésledujici rovnici

(x+y)dy =ydx+ylnydy.

[x:ylny—@—i—Cy, CE]R}

(74) Reste néasledujici rovnici

x2
xdx = (—— 3)d.
Y Y Y

(75) Reste nésledujici rovnici

2ydx + xdy = 2y°dy.
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I. 6. EXAKTNI DIFERENCIALNI ROVNICE 17

I. 6. Exaktni diferencialni rovnice

Definice 17. Diferencidlni rovnice
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
se nazyva exaktni diferencidlni rovnice, jestliZe plati

IM(x,y) _ IN(x,y)

Yy ox
Poznamka 18. Re$enim exakini diferencidlni rovnice je ve tvaru
F(x,y) =C,
kde F je tzv. kmenouvd funkce spliujici nasledujici identity
dF(x,y) B dF(x,y) B
oy = M(x,y) a Ty N(x,y),

z ¢ehoz lze postupnou integraci ziskat feSeni. Pro exaktni rovnici s po¢ate¢ni hodnotou
y(x0) = yo lze psét

X

Y
M(t, y)dt + J N(xo, £)dt.
Yo

Fixy) = |

Xo
Poznamka 19. V nékterych pfipadech je nutné rovnici M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 vynaso-
bit tzv. integracnim faktorem, aby byla exaktni. Integra¢ni faktor muze byt tvaru m(x) nebo
n(y), pticemz plati

M, —N. Ny—M
Inm(x) = J% dx a Inn(y) = J'% dy.

Piiklad. VyfeSme diferencidlni rovnici

y(1+xy)dx—xdy =0

Regeni. Tuto diferencialni rovnici budeme fesit jako exaktni. Polozme proto M(x,y) =
y(1+xy) a N(x,y) = —x. Snadno se piesvéd¢ime, ze M(x,y) # N(x,y), coZ znamend, Ze
musime najit vhodny integra¢ni faktor, ktery nam diferencidlni rovnici pfevede na exaktni.
Proto ur¢ime

Inn(y) = J’ —2(1 +xy)
y(1+xy)
_ 1

tj. hledany integra¢ni faktor je funkce n(y) = Tk Vyndsobenim rovnice timto vyrazem

dy = —Iny?,

dostaneme

1+ xy x
dx——dy =0,
y 2

kterd jiz je exaktni s M(x,y) = 5 +xaN(x,y) = —y%. Pfi hledani integra¢niho faktoru
jsme také mohli druhy vyuzit vy$e uvedeny vzorec pro funkci m(x), ale ndmi zvoleny

Vv

integra¢ni faktor je jednodussi. Urc¢ime tedy kmenovou funkdi, tj.

F(x,y) = —J}%dy: §+C(x).
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18 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Zbyva urtit funkci C(x). Zderivovanim pravé strany a ze vztahu % = M(x,y) obdr-

Zime
C'(x) =x, tj. C(x)=x;—|-C, CeR.
Reseni zadané diferencialni rovnice lze tedy vyjadfit ve tvaru
g + %2 -C, CeR
(76) Reste nésledujici rovnici

(y*> —1)dx + (2xy + 3y)dy = 0.
[xy? —x+3y>=C, C€R]

(77) Reste néasledujici rovnici
2xdx + 2ydy = 0.

[x*+y>=C, CeR]

(78) Reste néasledujici rovnici
2e%

3%

dx 4 2Vx2e% dy = 0.

[eZy\"’/P:c,cGIR}

(79) Reste nésledujici rovnici

(xcos2y + 1)dx — x?sin 2y dy = 0.

X

[y = L arccos 2022 C¢ ]R}

(80) Reste nasleduijici rovnici

(e +ye* +3x?)dx = (2 —xe¥ —e¥)dy.
[C=xeV+ye*+x°—2y, C € R]

(81) Reste nasleduijici rovnici

sinydx + [(x + 1) cosy — ysiny] dy = 0.
[C =xsinx+ycosy, C € R]

(82) Reste nésledujici rovnici

1 y
(m—;)d”

— Y
C=Fi+% CeR
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I.7. CLAIRAUTOVA DIFERENCIALNI ROVNICE 19

(83) Reste nasleduijici rovnici

1 X
(arctgy—l— 2 1) dx + 1 +y2dy =0
[C = xarctgy + arctgx, C € R]
(84) Reste nésledujici rovnici
(2x cos® y)dx + (2y — x? sin 2y)dy = 0.
[y + x?cos’y = C, C € R]
(85) Pomoci integra¢niho faktoru feste nasledujici rovnici
(x* —3y*)dx + 2xy dy = 0.
[y> = Cx® +x2, C e R]
(86) Pomoci integra¢niho faktoru feste nasledujici rovnici
2xyInydx + <x2 + 2\ /y2 + 1) dy = 0.
C=mmy+L(2+1)"%, CeRr
(87) Pomoci integra¢niho faktoru feste nasledujici rovnici

(%y — 6y2) dx + (3—4xy)dy = 0.

[C =3x?y—2x%)2, C e R]
(88) Pomoci integra¢niho faktoru feste nasledujici rovnici

ydx + (2xy—e*2y> dy = 0.
[C=xe¥—Inly|, C € R]

I. 7. Clairautova diferencialni rovnice
Definice 20. Diferencidlni rovnice ve tvaru

y=xy' +gy’)

se nazyva Clairautova diferencidlni rovnice.

Poznamka 21. P¥i feSeni nejdfive zavedeme substituci y’ = p. Derivovani podle x ziskdme

_ dg\ dp
0= (x+dp> I

Pokud % =0, pak p = C, C € R, tedy obecné feSenti je tvaru
y = Cx+g(C).
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20 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Pokud x + j—i = 0, obdrZime parametrické feSeni

x=-¢'(p) & y=-ps'(p)+gp)
Piiklad. VyfeSme diferencialni rovnici
y=xy'+2+ (')

Regeni. Ze zad4ni je snadno vidét, Ze se jednd o Clairautovu diferencidlni rovnici. Zave-
deme proto substituci y’ = p. Zderivovanim obou stran rovnice dostaneme
/ 2.1
p=xp +p+3pp
coZ po upraveé dava
dp
0= (x+3p%) -
(x+3p%) 31
Mohou tedy nastat dvé moznosti:

e bud’ % = 0, pak p = C pro C € R a mame obecné feSeni zadané rovnice ve tvaru
y=Cx+2+C, CEeR,

e nebo x + 3p? = 0, coz déva dali feseni, které je vyjadfené parametricky jako
x=-3p% y=xp+2+p°

Pokud se pokusime vyloucit parametr (u Clairautovych diferencidlnich rovnic to je
obvykle relativné snadné) dostaneme toto feSeni explicitné

y=2+ %x\/ —3x.

(89) Reste nasleduijici rovnici

y=xy'+ ')
[y:—g—z, y = Cx+C2, CGIR}

(90) Reste nésledujici rovnici
y=xy' +siny’.

y = (m—arccosx)x +v1—x2, y=Cx+sinC, C € IR}

(91) Reste nésledujici rovnici
xy' —y=1Iny'.

[y=1+1Inx, y=Cx—InC, C > 0]

(92) Reste nésledujici rovnici

[yZ:Zx,y:Cx—l—%,CE]R]
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(93) Reste nasleduijici rovnici

y=xy'+y +e.
[y=(x+1)In(-1—x)—x—1, y=Cx+C+e%, CeR]

(94) Reste nasledujici rovnici

y=xy —a\/1+y?, aeR".
[]/:XC—EI\/1+C2, y=—Va?—x2, CEIR}

(95) Reste nésledujici rovnici

y=xy'—3y"°.

y=xC-3C3% y=+3xi, CeR|

I. 8. Lagrangeova diferencialni rovnice

Definice 22. Lagrangeova diferencidlni rovnice (nebo téZ d’Alembertova diferencidlni rovnice,
piipadné Lagrangeova—d’ Alembertova diferencidlni rovnice) je diferencidlni rovnice ve tvaru

y=fy)x+8y).

Poznamka 23. Pfi feSeni nejdfive zavedeme substituci y’ = p. Derivovani podle x ziskdme

p=F)+ [ )+ BN 6 p—flp) = [ () + ' ()] 5L

X
Pokud x # f(p), pak
dx _ f'(p) it g'(p)
dp p—f(p)  p—f(p)

je LDR 1. ¥adu. Re$eni Lagrangeovy rovnice je potom popsano parametricky rovnicemi

x=¢(p), y=f(pelp) +sglp).

Pokud pro n&jaké hodnoty pg plati pg = f(po), je funkce y = xf(po) + g(po) také fesenim
Lagrangeovy rovnice.

Piiklad. VyfeSme diferencidlni rovnici
_ / "3
y=2xy' —(v)
Regent. Jedna se o Lagrangeovu diferencidlni rovnici, proto zavedeme substituci y’ = p

a derivovanim obou stran rovnice dostaneme

B dx ,dx
p_2p+2xd—p—3p ap’

Kterou za pfedpokladu p # 0 mtZeme piepsat jako linedrni diferencidlni rovnici
dx  2x
dp _r
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jejimz feSenim bude funkce x v proménné p. ReSenim této linedrni rovnice je funkce

3, C
= — —, CeR
x=p°+ 2 €
Pokud toto vyjad¥eni dosadime do vztahu y = 2xp — p®, dostaneme obecné fegeni zadané
diferencidlni rovnice vyjaddfené parametricky
3, C _p¥2C

x:Zp+? &-y—z—l—p, CeR.

Volba p = 0 odpovidd y = C, coz po dosazeni do zaddni dav4, Ze nutné C = 0. Mdme
tedy jesté partikuldrni feSeni y = 0, které neni zahrnuto do obecného feSeni. Pozname-
nejme jesté, Ze tentokrat jiz neni tak snadné vyloucit parametr p. Nicméné to mozZné je
(ale potfebnd metoda znacné piekracuje rdmec tohoto textu) a obecné fesSeni 1ze vyjadrit
v implicitni podobé
(27y* — 16x°)y* 4 16x(9y? — 4x3)C — 128x2C> — 64C° = 0.
(96) Reste nésledujici rovnici

y=x(y")*+ ')

3p? 2

P _p34C 2
y:O,y:x—l—l,x:ﬁ&y:(lfP)z (C+p—”7),CelR]

(97) Reste nésledujici rovnici

y=x(1+y")+ )~

[x=—2p+2+Ce? &y=Ce P(1+p)+2—p? CER]

(98) Reste nésledujici rovnici

y=2xy +1Iny’.

[x:—l+%&y:—2+%+lnp, CE]R}
(99) Reste nésledujici rovnici
(100) Reste nésledujici rovnici

1= BIC gy = pWHC L 1 C e R
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(101) Reste nasledujici rovnici

2y(y’ +2) = xy"™.

_ _ o
[x—(p-l—Z)C&y—T, CeR

(102) Reste nésledujici rovnici

y+xy®+/1+y2=0.
[x: Cop  goy — =C0 P_m,cm}

p—C)
(1+p2)2 (1+p2)

[S5]

NI

(103) Reste nésledujici rovnici

_2 C _ 2, P

I. 9. Linearni diferencialni rovnice 7n-tého radu
s konstantnimi koeficienty

Definice 24. Linedrni diferencidlni rovnice n-tého fddu ma tvar
y(n) _|_ al y(n_l) + a2 y(ﬂ—Z) + e + anfly, —|— aﬂy — f(x)
Pokud f(x) = 0 je rovnice homogenni, v opaéném piipadeé je rovnice nehomogenni.

Poznamka 25. Nejdiive musime ucit feSeni homogenni ¢asti. K tomu potiebujeme spocitat
koteny charakteristického polynomu

M4 A g A" 24 4+a, (A+a,=0.

Kazdému k-ndsobnému redlnému kofenu odpovida k partikularnich feSeni ve tvaru

M xel, . xRty

Kazdé k-nasobné dvojici komplexnich kofenti A = a + i odpovida k dvojic partikularnich
reSeni ve tvaru

e"** cos Bx, xe** cosBx, ..., X1 e cog Bx,

e**sin Bx, xe**sin Bx, ..., xk—1 e gin Bx.

ReSeni homogenni rovnice je potom souctem jednotlivych partikularnich feSeni, tj.

yu(x) = Ciy1(x) + Coya(x) + -+ - + Cuyn(x),

kde Cy, ..., C; € Rjsou libovolné konstanty. ReSeni nehomogenni rovnice mtiZeme ziskat
pomoci metody variace konstant. Toto feSeni je potom tvaru

y(x) = Ci(x)y1(x) + Co(x)y2(x) + - - - + Ca(*)yn(x),
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24 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

kde C1(x), ..., Cy(x) jsou FeSeni systému

Ci(x)yr(x) + -+ Cy(
C1(x)yq(x) 4 - - -+ Cy(

=2 x
SN— N—r
= <
=~ =
—~
ROR
~— ~—
il
\CD =]

Cly P (x) + -+ Chxy P (x) =0,

ClE" V(@) + - Chy T (x) = f().

Pokud je pravé strana ve tvaru tzv. kvazipolynomu lze pouZzit i jednodussi postup. V tako-
vém piipadé je feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru

y=Cy1+Cyz2+ -+ Cuyn +Yp,
kde y, ziskdme v zavislosti na tvaru f(x).
i) Pro nehomogenni ¢ast
f(x) = Qu(x) e,
kde Qu(x) je polynom m-tého stupné, plati
]/p _ xkém(x) elXX’
kde k je nasobnost &sla & coby kofene charakteristického polynomu a Q(x) je
polynom nejvyse stupné m.
ii) Pro nehomogenni ¢4st

f(x) =e* (Pn(x) cos Bx + Qu(x) sin fx),

kde Py, (x) je polynom stupné m a Q,(x) je polynom stupné n, plati
yp = xF e (E(x) cos Bx + Q,(x) sin [Sx) ,

kde k je ndsobnost &isla a + i coby kofene charakteristického polynomu a P, (x),
Qr(x) jsou polynomy nejvyse stupné r, kde r = max{n, n).

Pfiklad. VyteSme diferencidlni rovnici

X

"_ oy’ - _<
oAt T

Resent. Charakteristicky polynom A2 —21+1méa dvojndsobny realny kofen A, = 1.
Proto feSeni pfidruzené homogenni diferencidlni rovnice je funkce
ya(x) = Cie* +Coxe”.

Protoze prava strana neni ve tvaru kvazipolynomu, je nutné pouzit metodu variace kon-
stant. Tim dostaneme soustavu

Cie* +Cyxe* =0,

Cie"+Cj(x+xe*) =

X241
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1. 9. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE n-TEHO RADU S KONST. KOEF. 25

Z této rovnice musime vyjadfit neznamé Cy a C}. K tomu je mozné pouZit znamé Crame-
rovo pravidlo, proto uréime nésledujici determinanty (pismeno W napovidd, Ze se jedna
o tzv. Wronskiédn)

x xe¥ 0 e x e2%
W= Ex e* +ex | e W= e* exxjjxlex ot
Wz _ eX xesx _ 2er .
0 2 x4 +1
Pak dostavame
Cl(x)=dex:—Jde=—lln(x2+l)-|—C1 CGieR
W x2+1 2 ’

W2 dx
C(x)=|==dx = = arctg x + Cy, C, e R.
2(x) J W J 211 §x T2 2
Dosazenim téchto vyrazti do yp(x) nalezneme obecné feSeni zadané diferencidlni rovnice

1
y(x) = Cre* +Coxe” ) e*In(x® + 1) + xe* arctg, C1, G e R

Ptiklad. VyteSme diferencidlni rovnici
y" +y"” + 9y’ +9y = e* +10cos 3x.
Regent. Charakteristicky polynom je v tomto pifpadé A% + A2 + 9A + 9, jehoZ koteny jsou
¢isla A1 = —1, Ay 3 = £3i. Proto feSeni pfidruZené homogenni rovnice je
yg(x) = Cre ¥ +Cy cos 3x + C3 sin 3x.

Nehomogenni ¢ast je souctem dvou kvazipolynomt, proto miZzeme najit pfislusnd dvé
partikuldrni feSeni pomoci metody neur¢itych koeficientt. Nejdfive pro funkci e*, jiz od-
povidajici partikularni feseni bude y,, (x) = A e*. Protoze

Yo (X) =y, (x) =y, (x) =y, (x) = Ae”

dostaneme po dosazeni do zadané rovnice s pravou stranou pouze s funkci e* vztah

1
20°
Nyni uvaZujme pravou stranu pouze ve tvaru 10 cos 3x. ProtoZe ¢islo 3i je kofenem cha-

20Ae* = e*, cozznamend A =

rakteristického polynomu, bude pfislusné partikularni feSeni mit tvar

Yp,(x) = x(Bcos3x 4 Csin 3x).

Po spotitani jednotlivych derivaci yy, (x), y,, (x), yp, (x) ajejich dosazeni do zadané rovnice

s pravou stranou rovnou pouze 10 cos 3x dostaneme rovnici
—18B cos 3x — 18C sin 3x — 6B sin 3x + 6C cos 3x = 10 cos 3x.

Porovnanim jednotlivych koeficientti u vyrazi cos 3x a sin 3x dostaneme soustavu

—18B+6C =10, —18C—6B =0,
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26 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

jejimZ feSenim je dvojice B = —% aC = %. Celkem tedy dostavame, ze feSenim zadané
diferencidlni rovnice je funkce

1 1 1
y(x) = Cie " +Cy cos3x + C3sin3x + 20 e* —5Xcos 3x + e sin3x, C1,Cy,C3 € R.

(104) Reste nésledujici rovnici

[y =C e2* +Cy e 2X +Czc082x 4+ Cysin2x, Cq,Cy,C3,Cy € IR]

(105) Reste néasledujici rovnici
y'+y -2y =0.

[y =C1e¥+Cy e_zx, C1,C € IR]
(106) Reste nésledujici rovnici
vy + 4y +4y =0.
[y =C e 2 +Cox efo, C,C € ]R]
(107) Reste nésledujici rovnici
y" —4y' +29y = 0.
[y = Cy €% cos5x + Ce** sin5x, Cp,Cp € R]
(108) Reste nésledujici rovnici
y" -3y’ +2y = x°.
[y =C e +Cye" +§ + %x + %, C,C € ]R}
(109) Reste nésledujici rovnici
y// —y= ¥3.
[]/ =Cie*+Cre ™™ —x3 — 6x, C1,Cy € ]R]

(110) Reste nésledujici rovnici

y" 4+ 9y = 18x* —3x — 5.

[y = C1cos3x + Cpsin3x +2x2 — % —1, C;,C; € R]

(111) Reste nasledujicf rovnici
y" =8y’ +16y = P(x),

kde P(x) = a)32, b)12x—3, c¢) —x*>+2x+5.
[a) y=0C e 4 Coxe* 42, C1,Cy € ]R]
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1. 9. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE n-TEHO RADU S KONST. KOEF. 27

[b)y =Cre* +Coxe* +3x+ 2, C1,C, € R]
[c) y = Cie* +Cox et —f—z + &+ 155 C1, G € R}

(112) Reste nésledujici rovnici
y" —5y" — 8y’ +48y = 0.

=C etx +Cox et +Cs3 e_3x, C1,C,C3 € R
Y

(113) Reste nésledujici rovnici

yW 42" +y =0

[y = C1cosx 4+ Cpsinx + Czxcosx + Cqxsinx, Cy,Cp,C3,Cq € R]

(114) Reste nasledujicf rovnici

y/// . zy// _y/ + 2y — O.

[y =Cie*+Cre ¥ 4+C5 ezx, C1,Cy,C5 € ]R]

(115) Reste nasledujicf rovnici

y©) 42y 4 4y® 44y 1 5y" 2y + 2y = 0.

[y =(C1+Csx+Cse ¥)cosx + (Cp + Csx + Cee ¥)sinx, CGER, i=1,...,6]

(116) Reste nésledujici rovnici

y" + 3y’ +2y = (20x +29) e>*.

=Cie ¥ +Ce +(x+1)e%, C,G €R
Y

(117) Reste nasledujici rovnici

y" —2y’ 4+ 5y = 5e* sinx.

[y = C1e*cos2x + Cpe¥sin2x + e?* (sinx — 1 cosx), C1,Cp € R]

(118) Reste nasledujici rovnici

[y = C1 + sz + C3x2 + C4 ezx +C5 e® +%4, C1, Cz, C3, C4, C5 € ]R}
(119) Reste nésledujici rovnici

y' +y' + gy = 25cos 2x.

[y — e 2% (Cycos3x+ Cysin3x) + 8sin2x —6cos2x, C;,C € R
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28 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

(120) Reste nasledujici rovnici

vy +y=tg’x.

1+sinx
1—sinx

[y:Clcosx+Czsinx—2—|—sinxln ‘ , C,CeR
(121) Reste nasledujicf rovnici

y'+4y =

sin 2x’
[y = (C1cos2x 4 Cpsin2x — %x cos2x + 411 sin2x1In|sin2x|, C1,Cy € ]R]

(122) Reste nasledujici rovnici

X

" n _&
y oy ty =

[y = Cie* +Coxe* +xe* (Infx|—1), C1,C, € R]
(123) Reste nasledujicf rovnici
y' 4y =x>—x+6e¥.
[y =Ci+ Cre " +3x> —3x2 +3x + ¥, C1,C, € R]
(124) Reste nésledujici rovnici
y" +2y +2y =3e *cosx.

[y =e ¥ (Cicosx + Cysinx) + %x e *sinx, C;,Cy € ]R]

(125) Reste nésledujici rovnici
y" +2y" +y' = x*> +sinx.
[y =C1+Cre*+Csxe ™™ +%3 —2x% 4+ 6x — % sinx, C1,Cp,C3 € R
(126) Reste nasledujicf rovnici
y® —2y" +y = 8(e* +e*) 4 4(sinx + cos x).
[y = (C1 4 Cox) e¥ +(C3 + Cax) e ¥ +x2(e* + e ) + cosx +sinx, Cy,...,Cs € R]
(127) Reste nasledujicf rovnici

v + 4y’ +4y =e P Inx.

2
y=Cie ¥ +Cxe X+ e XInx—3x2e 2, C;,C €R
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(128) Téleso o hmotnosti 100 g natdhne pruzinu o 5 cm. Toto téleso je vypusténo rychlosti
10cm/s z rovnovazného bodu. Pokud zanedbame odpor vzduch, jaka je jeho po-

z~ P2

loha v case t? Za jakou dobu se vrati do rovnovazného bodu?
[y(t) = Y2sin2t, ty = ﬁi}

(129) Téleso o hmotnosti 1/2 kg natdhne pruzinu o 5 cm. Téleso je stlaceno nahoru o 2cm
nad rovnovéazny bod a vypusténo rychlosti 60 cm/s, pficemz zanedbavame odpor

vzduchu. Urcete polohu télesa v ¢ase t.
[y(t) — \/22sin (10\/§t + 0.44”

(130) Téleso o hmotnosti 2 kg natdhne pruZinu o 0.5m. Pro stlaceni o 0.7 m je pottebnd
sila 25.6 N. Na téleso ptisobi odpor v = 40. Urcete pozici télesa v ¢ase t, je-li vypus-
téno z rovnovazného bodu s pocate¢nim impulsem 0.6 m/s.

¥(6) =y (e ¥ —e 1)

(131) Téleso o hmotnosti 3 kg natahne pruzinu o 400 mm, pficemZ zanedbdvame tlumeni.
Na systém ptisobi sila F(t) = 10 cos wyt (systém rezonuje). Téleso je na pocétku stla-

¢eno o 20 cm a je mu ddna pocatecni rychlost 10 cm/s. Urcete jeho pozici v ¢ase .
[y(t) = 0.200999 sin (5¢ + 4.812065) + 3t sin 5¢]

(132) Téleso o hmotnosti 3 kg natdhne pruzinu o 400 mm. UvaZujme odpor 45 N pfi rych-
losti 50 cm/s. Na systém ptisobi sila F(t) = 10 cos wyt (systém rezonuje). Téleso je
na pocatku stlaceno o 20cm a je mu dédna pocate¢ni rychlost 10 cm/s. Urcete jeho
pozici v Case t.

[y(t) = —0.20645 e(15+10vV2)t 1.0 006458 e(~15-10v2)t | L sin 5¢

(133) Téleso o hmotnosti 3.2 kg natdhne pruzinu o 2m. Tfeci sila je rovna ¢tyfndsobku
rychlosti. Na systém ptisobi sila F(f) = 10cos3t. Téleso je na pocatku vytaZeno
o0 2m nad rovnovazny bod a bez pocédtecniho impulsu je vypusténo. Urcete jeho
pozici v Case t.

y(t) = 1.6871e 2 sin (2v/3t 413273 ) + 4 cos 3t + 13§ sin 3¢

500

(134) Téleso o hmotnosti 3.6 kg natdhne pruZinu o %5 cm. NeuvaZujeme zaddny odpor.

Na systém ptisobi sila F(t) = 3.6 sin 8t. Téleso j ]e na pocédtku vytazeno o %gg cm nad

rovnovazny bod a bez pocate¢niho impulsu je vypusténo. Urcete jeho pozici v case
t. Urcete také prvni ¢tyfi hodnoty ¢, kdy ma téleso nulovou rychlost.

[y(t) = 135 (sin8t +cos8t —8tcos8t), t = §, tp = F,t5 = Ity = 3]
I. 10. Geometrické aplikace diferencialnich rovnic
prvniho fadu
Definice 26. Necht' je dana soustava rovinnych car

F(x,y,C) =0 ()
zéavisld na jednom parametru C. Protina-li n&jaka jina rovinna ¢dra vSechny ¢ary uvazo-
vané soustavy podle ur¢itého zdkona, nazyva se trajektorie soustavy. Zvlasté dﬁleiité jsou
trajektorie izogondlni, které protinaji kazdou ¢aru pod tymz thlem 0 < ¢ < 7. Je-li tento
thel pravy, nazyvaji se ortogondlni trajektorie
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30 I. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Poznamka 27. Z rovnice (7) vyjaddiime parametr C, ¢imz ziskdme rovnici
G(x,y) =C.
Po vypoctu piislusnych parcidlnich derivaci a dosazenim do rovnice

a_G+a_Gt ’—a_Gt _a_G
dy  ox 89 )Y = oy 89 ox
T

ziskame diferencidlni rovnici, jejimZ feSenim je soustava izogondlnich kiivek. Pro ¢ = 7
je diferencidlni rovnice ortogondlnich trajektorif ve tvaru

3G oG ,

dy  Ox =
Piiklad. Urceme trajektorie, které protinaji svazek kiivek danych pfedpisem y = InCx
s odchylkou ¢ = 7.
Regent. Vyjadfenim parametru C dostaneme funkci G(x,y) = % Dosazenim pfislusnych
parcidlnich derivaci dostaneme diferencidlni rovnici

(ey \/§ey>, V3e¥ el

X x2’

X x2

coz po upravach ddvé jednoduchou diferencidlni rovnici

_ V3x+1
x—+/3"

P¥mym integrovanim dostaneme, Ze hledané izogonalnf trajektorie jsou tvaru y = v/3x +
4In ‘x —/3 ‘ + Cpro C € R. Zadany svazek kfivek i ortogondlni trajektorie jsou zobrazeny
na obrazku niZe.

i
\ Uiy
ZERN Uiy
INNY iy
NN
SN gy

—y=InCx ——y=/3 x+4In(|x—J/3]) +C;|
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(135) Urcete trajektorie, které protinaji svazek kruznic x* + y* = 2Cx s odchylkou ¢ = %.
[C(y*+x*)—y+x=0, CeR]

(136) Urcete izogondlni trajektorie pro soustavu kfivek y = Cxa ¢ = 7.
[xZ +]/2 — Ce2arctg%, C> O]

\
\\ \ -4
N\
\ \\\ NN

—y=Cux; ——ln(x2—|—y2)

_ 2ar<;:any e
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(137) Urcete izogonalni trajektorie pro soustavu kiivek y = Cx? a ¢ = .

4
[—ln \/x2—|—xy+2y2+%arctg X\Exy =C, CeR

~
——— —_

_yszz;_——ln/x2+xy+2 +%ﬁarctan[%%]:a‘

(138) Urcete izogondlni trajektorie pro soustavu hyperbol xy = Ca ¢ = 7.

[x>—2xy—y*=C, C€R]
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(139) Urcete izogonalni trajektorie pro soustavu kiivek x> 4+ y> = C>a ¢ = 7.
[In|C(x? +y?)| + 2arctg £, C € R\ {0}]

— 21 2=C

——ln|C(x2+y2)|+ 2 arctan y _

0;

(140) Urcete ortogonalni trajektorie pro soustavu parabol y = Cx?2.
2 X2 _
y“+5=C CeR
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(141) Ureete ortogondlni trajektorie pro soustavu kiivek x? + y? = 2Cx.
[C(x*+y*)—y =0, CeR]

(142) Uréete ortogonalni trajektorie pro soustavu kiivek x? + 4y = Cx.
& J p 4
[C = (x> —4y—8)e”

y
2

,CEIR}

7 i ~
\\ / 8 \\ //
~ \\ / \ // -
~_ N\ [ 6 et
SN { T T~ [ e
\\\\ e AN | 7 7
NN N e
NN\ { // N \ ///
AN o %
N\ \/ /2_ ~N / /
AN \ /17,7
74
-10 Zs @W 10
ST
_4_
_6_
_8_
_10_
2 fLy
x4+ 4y=Cux; C=(x2—4y—8)e 27,
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II. Metrické prostory

Definice 28. Metrickijm prostorem nazyvame dvojici (P, p), kde P je libovolnd neprdzdna
mnoZina a zobrazeni p : P X P — IR spliiuje pro kazdé x,y,z € P nésledujici tfi axiomy:

i) p(x,y) = 0 pravé kdyz x = y (tzv. axiom totoZnosti);
ii) p(x,y) = p(y, x) (tzv. axiom symetrie);
iii) p(x,y) +p(y,z) > p(x,z) (tzv. trojahelnikovd nerovnost).

Zobrazeni p nazyvame metrikou na P, prvky mnoziny P obvykle nazyvame body prostoru
(P, p) ¢islo p(x, y) nazyvame vzddlenosti bodti x, y v prostoru (P, p).

Pozndmka 29. Prox = [x1, ..., X, ¥ = [y1, - .., Yn] € R" definujeme metriky:

n
p1(x,y) = Z Ixy —ykl, souctovd metrika,
k=1

Poo(X,y) := max |xg —yxl, maximdlni metrika,
1<k<n

n
p2(x,y) = J Z(xk —yy)?,  euklidovskd metrika.
k=1

Na mnoziné vSech redlnych funkci spojitych na intervalu [, b] (zna¢ime Cla, b]) definujeme

pro f,g € C[a, b] nésledujici metriky:

pc(f,g) = m[a>l§] If(x) —g(x)|, metrika stejnomérné konvergence,
xX€la,

b
pr(f,8) == J |f(x) —g(x)| dx, integrdlni metrika.

Definice 30. Necht' (P;,p1) a (P, p2) jsou metrické prostory. Zobrazeni f : P; — P, se
nazyva izometrické, jestlize pro kazdé x,y € P; plati

o2 (f(x), f(y)) = p1(x,y).

Definice 31. Mé&me metricky prostor (P,p) a necht A C P. MnoZina A := {x € P :
o(x, A) = 0} se nazyva uzdvér mnoZiny A. MnoZina A se nazyvda uzaviend, pokud A = A.
Mnozina A se nazyva oteviend, jestliZe jeji komplement P \ A je uzavifend mnoZina.

Definice 32. Necht' {x,}° ; je posloupnost bodt v metrickém prostoru (P, p). Rekneme,
Ze posloupnost {x;}° ; konverguje k bodu xy € P (je konvergentni, ma limitu x¢) a piSeme
Xn — Xo, jestlize

p(xn,x0) =0 pron — oo,

35
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tj. ke kazdému ¢ > 0 existuje ny € IN takové, ze pro kazdé n > ny je p(xn, x9) < e
Rekneme, Ze posloupnost {x,,}>° ; je cauchyovskd, jestlize

0(Xm, xy) — 0 pro min{m, n} — oo,
tj. ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € IN takové, Ze pro kazdé m,n > ngje p(xm, xn) < e.

Definice 33. Metricky prostor (P,p) se nazyva tiplny, jestlize v ném kazda cauchyovska
posloupnost mé limitu (tedy je konvergentni).

Definice 34. Necht' (P, p) je metricky prostor a F je zobrazeni prostoru P do sebe, j. F :
P — P.Bod xy € P se nazyva pevnym bodem zobrazeni F, jestlize

F(XO) = Xp.

Definice 35. Necht' (P,p) a (Q, ) jsou metrické prostory a necht’ F : P — Q. Rekneme, Ze
zobrazeni F je lipschitzovské, jestlize existuje konstanta L € RY. (tzv. Lipschitzova konstanta)
takova, Ze

o (F(x),F(y)) < Lp(x,y) prokazdéx,y € P.

Jestlize L < 1, pak se zobrazeni F nazyva kontrakce (s konstantou L).

Véta 36. Necht’ (P, p) je viplny metricky prostor a necht’ F : P — P je kontrakce. Pak existuje
prdvé jeden pevnyj bod zobrazeni F(x).

Véta 37. Necht’ funkce g zobrazuje interval [a, b] do sebe a necht’ md na tomto intervalu derivaci.
JestliZe existuje ¢islo « € [0,1) tak, Ze

§'(x)| <a Vxelab],

pak v intervalu [a, b] existuje pevnyj bod & funkce g(-) a posloupnost postupnych aproximaci k nému
konverguje pro libovolnou pocdtecni aproximaci xy € [a, b].

Poznamka 38. Pevny bod je mozné ziskat pomoci metody postupnyjch aproximaci. Necht
jsou splnény piedpoklady Véty 36. Bud' x; € P libovolné a definujme posloupnost {x;}5° ;
takto

xp =F(x1), x3=F(x2), ..., xp=F(xy,1), ...

Diky predpokladtim véty se d4 ukazat, ze takto definovand posloupnost konverguje k pev-
nému bodu zobrazeni F(x).

(143) Urcete vzdalenost bodtt A = [0, 1], B = [1,2] v souttové, euklidovské a maximalni
metrice.

01(A,B) =2, p>(A,B) = V2, poo(4, B) = 1|
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(144) Popiste jednotkovou kruznici v R? a jednotkovou kouli v IR v metrikdch p1, 02, poo-

R3: v p2 dostaneme ,standardni” kouli, v p jde o povrch krychle s vr-
choly (£1,+1, 41), v p1 se jednd o povrch pravidelného osmisténu s vr-
choly (1,0,0), (-1,0,0), (0,1,0), (0,—1,0), (0,0,1) a (0,0,1)

(145) Urcete vzdalenost funkei f(x) = x, g¢(x) = /x, x € [0,1] v metrice stejnomérné
konvergence a v integralni metrice.
[oc(f,8) = 1 o1(f,8) = g]

(146) Najdéte funkci tvaru f(x) = ax, kterd ma v prostoru C[0, 1] nejmensi vzdalenost od
funkce ¢(x) = x? v metrice stejnomérné konvergence.
e =2v2-2

(147) Pro x € [0, 1] uréete hodnotu a tak, aby funkce f(x) = ax méla nejmensi vzdalenost
od funkce g(x) = x?
i) v integralni metrice,
ii) v metrice

b 1/2
o(f,8) = <J (f(x) —g(x))? dX> :

[1) a=1/3/3,ii)a = 3/4}

(148) Necht P = R. Rozhodnéte, zda funkce p(x,y) = In(1 + |x — y|) zaddva metriku na
PxP— IR
[ano]

(149) Necht' P = C. Rozhodnéte, zda funkce

min{|x| +|y|, [x —1[+ [y —1[}, pokud x #y,
gy = T Ty <10, ok x £y

zadava metrikuna P x P — R.
[ano, tzv. metrika na Zeleznici se dvéma uzly|
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(150) Necht P = R. Rozhodnéte, zda funkce p(x,y) = |x*>—y?| zadavéa metriku na
PxP— R
[ne]

(151) Urcete konstantu k tak, aby zobrazeni F definované predpisem F(f(x)) = k f(x?)
bylo izometrické zobrazeni prostoru C[—1, 1] s metrikou

1
o(f,g) =J () g3 da

(muzete ovéfit, Ze je to skuteéné metrika) na prostor (C[—1, 1], p;).
[k = +3]

(152) Udejte priklad, kdy sjednoceni nekone¢ného poctu uzavienych mnozin neni uza-
viend mnoZina.
[napt. U2, [, 1-1] =(0,1)]
(153) Necht pro ¢ € Rje

0 a
PZ{(@ 01):”1'”2611{}? P(AfB):\/(ﬂl—b1)2+(ﬂ2—bz)2, A,B€ P

Ty: P— RR?, Ty(A) = [a1 cos ¢ + ap sin ¢, —ay sin ¢ + a3 cos ¢).
UkaZte, ze T, je izometrické (zachovéavajici vzdalenost).
[0(Ty(A), Ty(B)) = --- = p(A, B)]

(154) Je Q tplny prostor?
[neni]

vazujme metric rostor ,0), kde = apro A= |ay,a3|,B = |b1,02]| 7€
(155) Uvazuj icky p M,p), kde M lep A B b1, by)j

V(a1 —b1)2 + (ay — by)?, lezi-li body na stejné poloptimce z pocatku;
p(A B) = \/a2+a2+ \/b2+b2 .-
1 2 1 ’ jmakx.

Je tento prostor (tzv. pampeliskovy prostor) Gplny?
[Ano. Cauchyovskd posloupnost — pouze na stejné polopfimce, nebo do pocatku.|

(156) Uvazujme metricky prostor (M, p), kde M =R a

1, lx —yl €T,
p(x,y) = 41/2, |x—yl € Q\{0}
0, xX=1y.
Je tento prostor tplny?

Ano. Cauchyovska posloupnost musi byt skorostaciondrni = je kon-
vergentni.

(157) Metricky prostor (M, p) je kompakini, jestlize z kazdé posloupnosti {x,} C M lze
vybrat konvergentni podposloupnost{x,, }. (Tzv. sekvencidlni kompaktnost.) Necht’

Mzﬂzz{x:{xk},ﬁilglR: Zx%<oo},

k=1
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p(x/y) = A Z|xk_]/k|2/ X,y € M.
k=1

Je tento prostor kompaktni? Pokud ano, dokazte. Pokud ne, udejte jako protiptiklad
ohrani¢enou a uzavienou posloupnost.
Posloupnost {(1,0,0,...),(0,1,0,...),(0,0,1,...),...} je ohrani¢end a
uzaviend, ale nekonverguje a nelze z ni vybrat konvergentni podpo-
sloupnost v ¢, (vzdalenost vzdy V2).

(158) Urcete interval, kde jsou pro funkci f(x) = x23_ L spInény predpoklady Banachovy
véty o pevném bodu, a metodou postupnych aproximaci najdéte tento bod.

3 _ 3-V/13
[Ix] < 3, x = =

(159) Pomoci Banachovy véty o pevném bodu a metodou postupnych aproximaci najdéte
feSeni rovnice
et —2x—1=0.
[x ~ 1,256431209]
(160) S pomoci Banachovy véty o pevném bodu vyteste Cauchyovu tlohu

1
v'=3y y(0) =1

[y(x) = e/?]
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ITI. Diferencialni pocet
funkci vice
proménnych

III. 1. Definicni obor funkci vice proménnych

Definice 39. Necht M C R?, necht f : M — R je funkce dvou proménnych definovana
na M abud’ ¢ € R. MnoZina

fer=llxyle M: f(x,y) =}

se nazyva vrstevnice funkce f na iirooni c

P¥iklad. Ur¢eme defini¢ni obor funkce f(x,y) = In[xIn(y — x)].

Regent. ProtoZe defini¢ni obor je mnoZina bodd, ve kterych je funkce definovadna, budeme
postupovat zevnitf funkce a hledat podminky, které musi body roviny spliiovat, aby byly
soucasti defini¢niho oboru zadané funkce. Vnitini funkce je y — x, ktera je definovana pro
v8echna x a v8echna y. Dalsi na ¥adé je In(y — x). Argument logaritmu musi byt kladny,
tedy y —x > 0. ProtoZe vyndsobeni proménnou x Zddnou podminku nepfidd, postoupime
rovnou k vnéjsi funkci, kterou je opét logaritmus, tedy musi platit xIn(y — x) > 0. To
znamend, Ze oba ¢initelé musi mit stejné znaménko, pficemzZ nula je vyloucena. Odtud
dostavame

(x >0AIn(y—x) >0)V(x <0AIn(y—x) <0),
(x>0Ay—x>1)V(x<0N0<y—x<1).

Tim méme zjistény vSechny podminky pro defini¢ni obor dané funkce. ProtoZe tyto pod-
minky musi byt splnény soucasné (aby se nepokazila zddnd slozka funkce), uvazujeme
jejich prinik. ProtoZe omezeni z vnitfniho logaritmu jsme uvazovali a zapracovali pfimo
pfi feSeni logaritmu vnéjsiho, je definiénim oborem mnoZzina

D(f) = {[x,y] ER?: (x> 0Ay—x>1)V(x<O0A0<y—x< 1)}.

Nyni mtizeme defini¢ni obor zndzornit. Pfipomerime, Ze ‘a sou¢asné’ (/\) znamend pro
kreslenou mnoZinu bodu prinik a ‘nebo” (V) pro ni znamend sjednoceni. Defini¢ni obor
bude mit tedy dvé casti. Prvni obsahuje vSechny body s kladnou soufadnici x (prvni
a ¢tvrty kvadrant bez osy y), které spliiuji nerovnici y —x > 1 ekvivalentni s nerovnici
y > x + 1. Jde tedy o vSechny body napravo od osy y a nad pfimkou y = x + 1 (osa
prvniho a tfettho kvadrantu posunuta o 1 nahoru). Do druhé ¢asti patti vSechny body ro-
viny majici zdpornou prvni soufadnici a spliiujici soucasné (délame tedy priinik) dvojici
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nerovnic y —x > 0 ay —x < 1, nebo ekvivalentné y > x ay < x + 1. Tomu odpovidaji
body, které jsou nad pfimkou y = x a zdroven pod pfimkou y = x + 1. Vysledny obrazek
vypada tedy takto:

Priklad. Zjistéme tvar vrstevnic funkce f(x,y) = 32

Regent. ProtoZe vrstevnice spojuji body se stejnou funkéni hodnotou, dostaneme je tak,
ze polozime f(x,y) = ¢, kde c je konstanta nabyvajici hodnoty z oboru hodnot dané funkce
(jinde nemd vyznam vrstevnice délat). Pro rtiznd c pak dostdvdme rtizné vrstevnice (vZdy
obdrZime vrstevnici v dané ‘vysce’, tedy pro danou funkéni hodnotu). Pro danou funkci
jsou vrstevnice dany rovnici

xzﬂ:c = y=2c—x.

Jde tedy o pfimky rovnobéZné s osou druhého a ¢tvrtého kvadrantu. Konkrétné napt. body
s funkéni hodnotou 0 leZi pfimo na této ose y = —x, body s funkéni hodnotou 1 leZi na
pfimce y = 2 — x apod. Snadno zjisténé vrstevnice nacrtneme:

Poznamenejme, Ze je nékdy vyhodnéjsi z rovnice vrstevnic y nevyjadfovat. Napf. rovnice
x? + y? = ¢ znad&i kruZnici o poloméru +/c, pficemz z oboru hodnot je vidét, ze podminka
¢ > 0 je splnéna automaticky apod.
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(161) Popiste defini¢ni obor funkce f(x,y) = In(5 + 3y).
Polorovina s hrani¢ni pffmkou 5 + 3y = 0 obsahujici bod [1, 1], bez této
pfimky.

(162) Popiste defini¢ni obor funkce f(x,y) = arcsin§ — m

[D(f) ={lxy] eR?: (-y <x<y)V(~y>x>y)}]
(163) Popiste defini¢ni obor funkee f(x,y,z) = \/g +Inz.

[D(f) ={lx,y,z] ER>: [(x >0Ay >0)V (x <0Ay < 0)] Az > 0}]
(164) Popiste defini¢ni obor funkce f(x,y,z) = arcsin 5 —In \/ﬁ
[D(f) = ([ y,2] € R®: x> 0,z € [-2,2], 2] # [0,0]}]

(165) Nacrtnéte defini¢ni obor funkce f(x,y) = y

29

(166) Nacrtnéte defini¢ni obor funkce f(x,y) = In(x +y).

N 1.5
N
N
N
N 1
N
N
\\
N 0.5
N
N
N\
1.5 1 0.5 O N 0.5 1 1.5
N
N
-0.57 N
N
N
N
| N
N
N
N
\\
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(167) Natrtnéte defini¢ni obor funkce f(x, y)

— X
— arccos —x_H/.

(168) Natrtnéte defini¢ni obor funkce f(x, y)

= /1224y’

054 ¢

T
0.5

054

1
15

© Petr Hasil & Petr Zemének



II1. 1. DEFINICNI OBOR FUNKCI{ VICE PROMENNYCH 45

(170) Nacrtnéte defini¢ni obor funkce f(x,y) = /(x2 +y2—1)(4 — x2 — y2).

(171) Naértnéte defini¢ni obor funkce f(x,y) = /1 — (x2 +y)2.

R

T T T 1
-1.5 -1 -0.35 0 05 1 15

o,

—12
(172) Nacrtnéte defini¢ni obor funkce f(x,y) = ln(:%yz)'

© Petr Hasil & Petr Zemének



46 II1. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI VICE PROMENNYCH

(173) Natrtnéte defini¢ni obor funkce f(x,y) = arcsin y% + arcsin(1 —y).

3o

(174) Nacrtnéte definiéni obor funkce f(x,y) = arccos(x2 +y? — 1) 4 1/|x| + [y — V2.

2

-2

(175) Nacrtnéte defini¢ni obor funkce f(x,y) = /sin [T (x2 +

(a
\S

<
N!
~—

7

7

)

AN
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(176) Nacrtnéte vrstevnice funkce f(x,y) = x> + y2.

(177) Naértnéte vrstevnice funkce f(x,y) = x> — y>.

\\

/%

(178) Nacrtnéte vrstevnice funkce f(x,y) = x¥.

3

2

1

)

K
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(179) Nacdrtnéte vrstevnice funkce f(x,y) = /4 — |x| — [yl.

(180) Nacrtnéte vrstevnice funkce f(x,y) = min(x,y).

fﬁ L
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III. 2. Limity funkeci vice proménnych

Definice 40. Rekneme, Ze funkce f : R” — R (1 > 1) ma v bodé a € (R*)" limitu L, kde
L € R*, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli O(a) bodu a takové, Ze
pro kazdy bod x € O(a) N D(f) plati f(x) € (L). Piseme

lim f(x) = L.

X—a

Ptedchozi definice plati pro libovolné n. Pro funkci dvou proménnych lze zformulovat
itzv. e — 6 definici.

Definice 41. Rekneme, Ze funkce f:R? - R md v bodé [xo,y9] € R? limitu L € R,
jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdy bod [x,y] € D(f) spliujici
Ix —xol <6, ly—yol <96, [x,y] # [x0,y0], plati|f(x,y) — L| < &. PiSeme

lim x,y) = L.
(x/y)H(xozyo)f( v)

Poznamka 42. Pro vypocet limity funkce dvou proménnych v bodé [xg, yo] 1ze pouZit sub-
stituci do poldrnich soutadnic, tj.

X = Xo+ pcos g, Y =1Yp+psing,

kde p > 0je vzdalenost bodt [xg, o] a [x,y], ¢ € [0,27) je tihel, ktery svira spojnice téchto
bodt s kladnym smérem osy x. Pokud je hodnota limity zdvisld na hodnoté thlu ¢, tak
limita funkce neexistuje. O podminkach pravdivosti opa¢ného sméru vypovida nédsledujici
véta.

Véta 43. Je-li L € R a existuje-li nezdpornd funkce g takovd, Ze

lim ¢(p) =0 a |f(xo+pcose,yo+psing)—Ll < g(p)

p—0T
pro kazdé p z néjakého pravého ryziho okoli bodu 0 a kazdé ¢ € [0,27), pak plati
lim  f(x,y)=L.
(xy)—=(x0.%0)
Poznamka 44. UvaZujme dvojnou limitu
lim  f(xy)=L.
(x,]/)ﬂ(xofyo)
a dvojnasobné limity
tim (Jim o)) = Loy o fim (Jim o)) = L
Potom
e Zrovnosti postupnych limit Ly, a Ly neplyne existence dvojné limity L dané funkce
v bodé (xg, yo)-
e Existuje-li limita L (i nevlastni), nemusi existovat ani limita Ly, ani L. OvSem pokud
existuje L a také nékterd z limit Ly, nebo Ly, musi se nutné obé rovnat.
e Existuji-li vSechny tfi limity, pak nutné L = Lyy = L.
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e Urcovat limitu L funkce v bodé postupnymi limitami Ly, L,y mé smysl jen tehdy,
je-li pfedem znama existence L. To je vZdy mozZné, je-li to funkce spojitd v okoli
vySetfovaného bodu. Existuji-li Ly, a Lyx, av8ak Ly, # Ly, pak neexistuje limita L
(tj. rovnost postupnych limit je nutnou podminkou existence dvojné limity).

Poznamka 45. Limitu funkce t¥{ proménnych v bodeé [xo, 1o, zo| 1ze vypotitat pomoci sub-
stituce do sférickich soutadnic, tj.

x=2x9+pcosgsint, y=yo+psingsin®, z=zy-+cosd,

kde p > 0 je vzdélenost bodt [xo, yo,zo] a [x,y, z] (tzv. sféricky polomér), ¢ € [0, 7T) je Ghel,
ktery svird pramét pravodice (spojnice bodi1) do podstavné roviny xy s kladnym smérem
osy x (tzv. azimutdlni iihel), a ¢ je thel, ktery svira privodi¢ s kladnym smérem osy z (tzv.
sféricky iihel). Pokud je hodnota limity zavisla na hodnoté tihlu ¢ nebo ¢, tak limita funkce
neexistuje. O podminkéach pravdivosti opacného sméru vypovida nasledujici véta.

Véta 46. Je-li L € R a existuje-li nezdpornd funkce g takovd, Ze
li%1+g(p) =0 a |f(xo+pcosgsind, yo+ psingsind,zy+ cos?) —L| < g(p)
p—
pro kazdé p z néjakého pravého ryziho okoli bodu 0 a kazdé ¢ € [0,27), 9 € [0, 7|, pak plati
lim f(x,y) = L.

(x/ylz)ﬁ(x()'y()/zo)

Véta 47 (O limité funkce seviené dvéma funkcemi). Necht’ existuji funkce h(X) a g(X)
takové, Ze h(X) < f(X) < g(X) v néjakém ryzim okoli bodu X € R", a plati

A3, 10 = g, ) =L

Potom plati
li X)=L.
o, X
Véta 48 (O limité sloZeného zobrazeni I). Necht existuje sloZené zobrazeni f o g, necht’ plati
limx_,x, §(X) = B a zobrazeni f je v bodé B spojité. Potom plati

lim f(3(X)) = f(B).

X—)XO

Véta 49 (O limité slozeného zobrazeni II). Necht’ funkce g je definovdna v ryzim okoli bodu
Xo, limx_,x, §(X) = Ba g(X) # Bpro X € O*(Xy). Je-li funkce f definovina v ryzim okoli
bodu B a limx_,p f(X) = C, pak plati
i X)) =C.
Jim f(8(X)) =C
Definice 50. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé [xg, o), jestlize ma v tomto bodé vlastni
limitu a plati

lim  f(x,y) = f(xo0,¥0)- (8)
(x,y)—(x0,40)

Funkce f(x,y) se nazyva spojitd na mnoziné M C IR?, jestliZe identita (8) plati pro kazdy
bod [xo,yo] € M.
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Ptiklad. Urceme limitu
: x5+ P
lim 3.0
(x,y)—(0,0) X+ Yy
Regeni. Po dosazeni zjistime, Ze jde o typ 8. (Pozor, pro vice nez jednu proménnou
nemame k dispozici I'Hospitalovo pravidlo.) Transformaci do polarnich soufadnic, kde

[x0,y0] = [0, 0], ji ale snadno vypotitdme.
i XY . (pcosg)’ + (psing)’
(xy)—(0,0) X2 +y2  p—0 (pcos @)% + (psin ¢)?
3(cosd .3
— 1im P (cos” ¢ + sin” @) _ hmp(cos3 (p+sin3 ¢) = 0.

p—0 p2(cos? @ +sin ) p—0

Ve vypoctu jsme vyuzili faktu, Ze sinus i kosinus jsou ohranic¢ené funkce. ProtoZe je vysle-
dek nezavisly na ¢, limita existuje.

Piiklad. Dokazme, Ze limita
2
lim
(xy)—(0,0) X* + Y
neexistuje.
Reseni. Nejprve se budeme k limitnimu bodu p¥iblizovat po pfimkach y = kx. Tedy
x%y kx® kx
lim Y lim o _fim o —,
(x,y)lgzo,o) x4+ y2 50 x2(x2 + k2) 00 22 1 K2
Tento vysledek je platny pro kazdé k, tedy pro p¥iblizovani se po libovolné piimce, ovSem
nezarutuje existenci limity. Jako dal$f otestujme p¥iblizovani po paraboldch y = kx?.

lim ﬂ = lim k! __k
(xy)—(0,0) x* + ]/2 x50 x4 (1 + k?) 1 k2

Tento vysledek zavisi na k a tedy se méni v zdvislosti na tom, po které parabole se pfibli-
Zujeme. Proto limita neexistuje.

(182) Vypoctéte nasledujici limitu

lim 5
(xy)—(—41) X

5]
(183) Vypoctéte nasledujici limitu
22412
lim .
(xy)—=(00) /X2 +y2+1—1
2]
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(184) Vypoctéte nasledujici limitu
im Y
(xy)=(11) \/x2 + y?

(185) Vypoctéte nasledujici limitu

(xy)—(e21) Y

(186) Vypoctéte nasledujici limitu

.
() old1) X2+ 12

(187) Vypoctéte nasledujici limitu

. 2 1
lim xy”cos —.
(xy)—(0,0) Xy
(188) Ukazte, Ze néasledujici limita neexistuje
X2 — 2

li 27
(x)2(00) X2 + 12

(189) Ukazte, Ze néasledujici limita neexistuje
im 3x — Zy.
(x)—(0,0) 2x — 3y

(190) Ukazte, Ze nédsledujici limita neexistuje
2 2
lim ¥ty .
(xy)—(00) X—Y

(191) Ukazte, Ze néasledujici limita neexistuje

: Xy
1 Y
(x)(00) X2 + 92

(x—y)*—9

[neexistuje]

[neexistuje]

[neexistuje]

[neexistuje]
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(192) Vypoctéte nasledujici limitu, nebo ukaZte, Ze neexistuje

. 3x
lim 3 .
(xy)—(0,0) X° + Y

[neexistuje|

(193) Vypoctéte nasledujici limitu, nebo ukaZte, Ze neexistuje

lim Zi
(xy)—(0,0) X2 + 12

[neexistuje]
(194) Vypoctéte nasledujici limitu, nebo ukaZte, Ze neexistuje

im BTV
(xy)—(0,0) X2 + 2

(195) Vypoctéte nasledujici limitu

eV —1
lim .
(x,y)—(0,2) X

(196) Vypoctéte nasledujici limitu

lim sin xy
(xy)—(00) X

(197) Vypoctéte nasledujici limitu
sin xy
(xy)—(02) X

(198) Vypoctéte nasledujici limitu
im Y=l
(xy)—(1,1) 1 — x2y2

(199) Vypoctéte nasledujici limitu
2

lim (1 n 1) "
() (00,1) x

[e]
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(200) Vypoctéte nasledujici limitu
x2y2
lim x> +y? .

(x,y)1—>(0,0) < / )

(201) Vypoctéte nasledujici limitu

2_ 2
lim Ty .
(xy)—(2,2) X2 — 3y + 3x — xy

(202) Vypoctéte nasledujici limitu

2 _
im Xty -4
(xy)—=(-1,-1) X+y+2

[—4]

(203) Vypoctéte nasledujici limitu

\/ x? 241-1
lim XAy .

(xy)—(0,0) x2 + y?

(204) Vypoctéte nasledujici limitu

fim V24 y2—2x+2-1
(xy)=(10) Y/xZ+y2—2x+2—1

(205) Vypoctéte nasledujici limitu

¥ +y(y—1)°
(ey)olon) X2+ (y— 12

1
(206) Pomoci transformace do sférickych soutadnic rozhodnéte o existenci limity
. x?
TN oy g
(x,y,2)—(0,0,0) X+ Yy~ +z
[neexistuje]
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(207) Vypoctéte nasledujici limitu

tg/(x—4)*—y?
2

lim _

(x)—(40) 22/ (x —4)2 —y2

(208) Vypoctéte nasledujici limitu

x24_y2
m —_—.
(x,y)— (00,~00) x4+ y4

(0]
(209) Vypoctéte nasledujici limitu
lim 3(x* +y°)
(xy)—(00) /22 +1y2+4—2
[12]
(210) Vypoctéte nasledujici limitu
lim (x> +1y?) e @)
(xy)—(00,00)
0]
(211) Vypoctéte nasledujici limitu
xZ
(xy)—(00,00) \ X+ Y
0]

(212) Spoctéte dvojnasobné limity

. . xr+y? . . X2+ y?
) lim (513% 7) ;o b)lim (ili% 7) -

Existuje limita dvojna?

[a)%, b)oo, dvojnd limita neexistuje]

(213) Vypoctéte obé dvojndsobné a dvojnou limitu v bodé [0, 0] pro funkci

x2y2

f(x/y) = x2y2+ (x_y)z'

[hmHO (limy—y0 f(x,y)) = 0; limy0 (limy—0 f(x,y)) = 05 lim(, ) 0,0y f(x, ¥) neexistuje
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(214) Vypoctéte obé dvojnasobné a dvojnou limitu v bodé [0, 0] pro funkci

X—y
xX,y) = )
fey) =4
[limxﬂo (limyﬂo flx,y) =1 lim,, o (limy_y0 f(x,y)) = —1; limy ) (0,0 f(x,y) neexistuje

(215) Vypoctéte obé dvojnasobné a dvojnou limitu v bodé [0, 0] pro funkci
11
f(x,y) = (x+y)sin _sin "
[limx_m (limy—o f(x,y)) & limy_o (limy_o f(x,y)) neexistuji; lim(, )00y f(x, 1) =0

(216) Urcete body nespojitosti funkce

_ Xty
f(x,y) T3 _|_y3'
[x = —y]
(217) Urcete body nespojitosti funkce
1
flxy) = sinxsiny’

x =k, y=km, k € Z]

(218) Urcete body nespojitosti funkce
f(x,y) =1In ‘1 —xz—yz‘ .

[ 4y =1]
(219) Urcete body nespojitosti funkce
1
fy) ==
eV —1
[x=0,y=0]
(220) Urcete body nespojitosti funkce
x2 + 3y
f(x’y) - xz_sy
2
=7
(221) Rozhodnéte, zda je funkce f(x,y) spojita v bodé [0, 0], kde
2.2
fou = { e 2l 2 00
0, [xy]=1]0,0].
[neni]
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(222) Rozhodnéte, zda je funkce f(x,y) spojita v bodé [0, 0], kde

xy?

f(x,y) :{ i oyl #10,0],
0, [xy]=1[0,0]

[ano]

III. 3. Derivovani funkci vice proménnych

Definice 51. Necht funkce f : R?> — R je definovana v bodé [x¢, yo] a né&jakém jeho okoli.
Polozme ¢(x) = f(x,y0). Ma-li funkce ¢ derivaci v bodé x(, nazyvame tuto derivaci par-
cidlni derivaci funkce f podle proménné x v bodé [xo, yo] a oznactujeme fx(xo, o), prp.
% (x0,Y0), f1(x0,y0). Tuto definici 1ze zapsat jako

fx(xo,yo) = lim M — lim f(xly()) _f(xOIy()).

X—X0 X — xO X—X0 X — xO

Analogicky, ma-li funkce ¥(y) = f(xo,y) derivaci v bodé yy, nazyvame tuto derivaci
parcidlni derivact funkce f podle proménné y v bodé [xo, yo] a oznacujeme f,(xo, yo), p¥ip.

%(xo,yo), fy(x0,¥0)-

Definice 52. Necht' [xo, o] € D(fx). Existuje-li parcidlni derivace funkce fy(x,y) podle
proménné x v bodé [xy, o] nazyvame tuto derivaci parcidlni derivact 2. #ddu funkce f podle
proménné x v bodé [xg, o] a znadime fyx(xo, yo) nebo gZTJ;(xo,yo).

Existuje-li parcidlni derivace funkce fy(x,y) podle proménné y v dobé [x, yo] nazyvame
tuto derivaci smiSenou parcidlni derivaci 2. ¥ddu funkce f v bodé [xo, yo] a znacime fyy(xo, yo)

2
nebo % (%0, Y0)

Véta 53 (Schwarzova). Necht' funkce f md spojité parcidlni derivace fxy a fyx v bodé [xo, yo).
Pak jsou tyto derivace zdménné, tj. plati

fry(x0,y0) = fyx(x0,Y0)- )

Definice 54. Necht' f je funkce n proménnych, x bud’ vnitinim bodem D(f) a u € V™.
Polozme ¢(t) = f(x + tu). Ma-li funkce ¢ derivaci v bodé 0, nazyvame ji smérovou derivact
funkce f v bodé x (derivaci funkce f ve sméru vektoru u) a oznac¢ujeme f,(x). To znamena,
ze

. #(t) — ¢(0)
— lim A T PAY)
ful) 20 t t—0 t

Poznamka 55. Smérovou derivaci je moZzné spocitat i pomoci parcialnich derivaci prvniho
fadu. Gradient funkce f s n proménnymi v bodé x* je definovan vztahem

9

5 (¥)

I )
*\ aX2
grad f(x") = | 2
4, (")

dxy
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Potom pro derivaci ve sméru vektoru u plati

fu(x®) = <gradf x"), u >

kde (-, -) je standardni skalarni soucin.

Definice 56. Rovina v R3 o rovnici

t:z = f(xo,y0) + fx(x0,¥0) (x — x0) + fy(x0, ¥0) (¥ — yo)
se nazyva tecnd rovina ke grafu funkce z = f(x,y) vbodé T = [xo, yo, f (X0, Y0)]-

Poznamka 57. Pokud je fi(xo,y0) # 0a fy(xo0,y0) 7# 0 lze normdlu ke grafu funkce z =
f(x,y) vbodé T = [xo, Yo, f(x0,Yo)] urit vztahem
_ X=X _ Y—Yo
fx(xo,y0)  fy(x0,90)°
Pokud je fx(xo,Y0) = 0 nebo f,(xo,yo) = 0 je nutné normalu vyjadfit parametricky

n: f(xo,y0) —z

x = x0+ fx(xo,%0)t,
n:<y =yo+ fy(xo volt,
z =zg—t.
Véta 58. Necht’ funkce u(x,y) a v(x,y) maji parcidlni derivace proniho ¥ddu v bodé [xg, yo).
Oznacme ug = u(xo,yo) a vo = v(xg,Yo). Je-li funkce z = f(u,v) diferencovatelnd v bodé

[x0, yo], pak sloZend funkce z = F(x,y) = f (u(x,y),v(x,y)) md parcidlni derivace proniho ¥ddu
v bodé [xo, yo| a plati

oF %) ou ) v
9% (o 0) = 2 (o, 00) 2% (0, 0) + 2 (10, 00) 22 (20, o),
oF o Ju d Jdv
5 (30,0) = 5 (u0,20) (k0. 30) + 5 (0, 00) 5730, 30).

Zkrdcené Ize zapsat jako
Zy = ZyUy + ZyUx, Zy = Zylly + ZyVy

nebo také
0z B 0z0u 0z dv 0z B 0z0u 0z 9v

9x  oudx Tovax’ 9y oudy ovay
Piiklad. Pomoci parcidlnich derivaci snadno uréime rovnici te¢né roviny ke grafu funkce
flay) = x +y* —2xy
v bodé [1,2,7?].

Regeni. Nejprve je tieba si uvédomit, Ze graf funkce n proménnych je n + 1 rozmérny
objekt, protoze funkce kazdé n-tici z defini¢niho oboru pfifazuje funkéni hodnotu. Otaznik
v soufadnicich tetného bodu je tedy funkéni hodnota dané funkce pro [x,y| = [1,2]. Tedy

f(1,2) =13 +2* -4 =13
Te¢ny bod mé proto soutadnice [1,2,13]. Pro dosazeni do vzorce pro te¢nou rovinu potie-
bujeme jesté znét rychlosti rastu zadané funkce ve sméru soutadnych os x a y v tecném
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bodé¢, tedy hodnoty piislusnych parcidlnich derivaci. Pfipomerime, Ze derivujeme-li podle
jedné proménné, ke viem ostatnim se chovdme jako ke konstantdm (omezujeme se na fezy
ve sméru daném derivovanou proménnou a kazdy takovy fez je dan konstantni hodnotou
ostatnich proménnych). Tedy

fe=3x"+0-2y=3x* -2y, f,=0+4y°>—2x =4y’ —2x.

Pro [x,y] = [1,2] ziskdme ihned hodnoty

fx(1,2) = —1, fy(1,2) = 30.
Tim médme vSechny informace nutné k pouziti vzorce pro te¢nou rovinu:

t:z=13—-1(x—1)+30(y—2).
Po tpravé ziskdme rovnici te¢né roviny ve tvaru

t: z=—x+ 30y —46.
Ptiklad. VyzkouSejme vypocet smérové derivace funkce
flxy) = xylny

v bodeé [1, e] ve sméru vektoru u = (2, —1) podle definice a pomoci gradientu.
Reseni. Podle definice nejprve z bodu a vektoru ziskdme

x=1+2t, y=e—t,
tedy
o(t) = (1+2t)(e—t)In(e —t) = (e —t —|—2et—2t2> In(e —t).

Hledana derivace tedy je

— —t+2et—2t?)In(e—t) —
fule) = lim @D =00 _y, (e—t+2et=20)In(e—t) —e
t—0 t t—0 t
i (—1+2e—4t)In(e—t) + (e—t +2et—2t7) 1 (-1)
t—0 1

1
= (—1—|—2e)1+eg(—1) =2e-2,

kde jsme vyuzili toho, Ze jde o limitu funkce jedné proménné, pro kterou mame k dispozici
I"'Hospitalovo pravidlo.
Nyni problém vyfeSme s pouZitim gradientu zadané funkce, ktery je

grad f) = () = (v ),
’ Sy x(1+Iny)
Smérova derivace je tedy

ylny 2
u 7 - ’ 7 = , :2 1 — 1 1 .
fulx,y) = (grad f(x,y), u) <<x(1+lny)> (_1)> yIny —x(1+Iny)
V bodé [1, e] opét obdrzime hodnotu

fu(l,e) =2e—-2.
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(223) Vypoététe fx/ fy, fxx/ fxy/ fyx; fyy/ fxxy; fyxx a fxyx funkce
flx,y) = x°+ 1233y — .
[ fo = 53t +36x%; f, = 1223 — 7Y% fuo = 20%° + 72xy;]
fxy = fyx = 367(2; fyxx = fxxy = fxyx =72x

(224) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu pro funkci

f(x, ]/zz) _ exz(l—y—Bz) .

[fx — 2x(1 —y— 32) exz(lfyf&z); fy — 2 exz(lfyf?:z); fz — 342 ex2(17y73z)
(225) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci
f(x,y) =sin™ x.
[fx = ysin™ x(Insin x 4 x cotg x); f; = xsin™ x Insin x|
(226) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu pro funkci
f(x,y,z) = xyzsin(xy) cos z.

fx = yzcosz(sin(xy) + xy cos(xy));
fy = xzcosz(sin(xy) + xy cos(xy));
fz = xysin(xy)(cosz — zsinz)

(227) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu pro funkci

f(x,y) =sin 5 cos %

—1 X Y41 Y cinXain Z- — _x X Y _laginXain?
[fx—ycosycosx—i—xzsmysmx,fy— yzcosycosx x S5, sy

(228) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu pro funkci
f(x,y) = x% 4 2x%y + 3xy? + 4x — 5y + 100.
[fr = 3x% + 4xy + 3y* + 4; f, = 2x* + 6xy — 5]
(229) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu pro funkci
f(x,y) = xsin(x + 2y).
[fx = sin(x + 2y) + x cos(x + 2y); f, = 2xcos(x + 2y)]

(230) Vypoctéte parcialni derivace prvniho fddu pro funkci

flry)=ev.

| — |
=
I
|
< =
ml
=R
<
I
Qle
rol
<R
| I
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(231) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu pro funkci

X—y
14y

f(x,y) = arctg

_ 1 . _ 1
|:fx — 14X fy - _1+y2

(232) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu v bodé [3, 2] pro funkci

fx,y) = 1/2x3 —313.

|£:(3,2) = £5V/30; £,(3,2) = —2V/30]
(233) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu v bodé [2, 5] pro funkci

Flx,y) =y* +yV/1+ 22
£:2,5) =2v5; £,(2,5) =10+ V3]

(234) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu pro funkci

flx,y) =Y.

[fr =yx¥7 Y fy = 2V Inx]

(235) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fddu pro funkci

X

flxy)=y".

[ =y Iy fy =y (xIny + 1)}
(236) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu pro funkci
f(x,y,z) = XV
o=y fy = 2 In fo = 2y Inxiny |
(237) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho fadu pro funkci

f(x,y,z) = (3x + 2z)¥2.
[fx = 3yz(3x +22)¥*71; f, = z(3x + 22)¥* In(3x + 22); f> = y(3x + 22)¥* (In(3x + 22) + 525 ) |

(238) Vypoctéte gradient funkce
f(x,y,2) = ¥’y + xz + y°z.

2xy +z
grad f = | x2 + 3%z
x+y°
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(239) Vypoctéte gradient funkce

flxy) = /2 + 95

[gradf = ( x;;jﬁ )]
24/x2+13

(240) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho a druhého fadu pro funkci

Flx,y) = ?

[fx = y1_2§ fy = _;_)3(§ frx =05 fxy :fyx = _y%§ fyy = ;_ﬂ
(241) Vypoctéte parcidlni derivace prvniho a druhého fadu pro funkci

f(x,y) =In(x +y?).

_ 1 1o e 20y
o = i fo = S o =~ fou = for = ety o = G
(242) V bodé (2, %, 0] vypottéte vsechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,z) = arcsiny + (x% + y* + z) &*.

[fxx =12 fyy = %@ +2; fzz = %; fxy =0 fxz =12 fyz = 1}
(243) Urcete smérovou derivaci funkce
flay) = 2 +3xy +
v bodé [1,1] ve sméru vektoru u = (1,2).
[fu(1,1) = 15]

(244) Urcete smérovou derivaci funkce

f(x,y) = arctg(x® + y?)
v bodeé [1,—1] ve sméru vektoru u = (1,2).

(245) Pro funkci
flxy) =x—e

uréete smérové derivace f,(0,0), f.(2,1) a f»(2,1), pticemz u = ﬁ(l,l) av =
(0,—1).

£u(0,0) = ¥ ful(2,1) = (1 =5€2); fo(2,1) = 4¢?]
(246) Urcete rovnici te¢né roviny v bodé [—1, 2] ke grafu funkce

1
flxy) = m

[t: 125z = 4x — 8y + 25]
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(247) Urcete rovnici te¢né roviny i normély v bodé [1,2, 5] ke grafu funkce
fly) = x4y
[t: z=2x+4y—5n: P =V2—-5_;
(248) Urcete rovnici te¢né roviny i normély v bodé [1, 1, 7] ke grafu funkce

f(x,y) = arctg %

trz=—3dx4+ly4+Zpn.:2-2x=2y—2=Z_»
2 YT 3 Y z

(249) Urcete rovnici te¢né roviny v bodé [2, 1] ke grafu funkce

f(x,y) = In(x + 2y).

[t: 4z=x+2y+4(In4—1)]
(250) Urcete rovnici te¢né roviny v bodé [1, 0] ke grafu funkce

flx,y) = x4+ 3xy> —xy + x.

[t: z=4x—y—2]
(251) Urgete rovnici te¢né nadroviny v bodé [/3,2, 6] ke grafu funkce

X1X2

f(x1,x2,x3) = arctg —=
X3

[t . 621 + 331y — /33 — 24y + 47T — 63/3 = 0}

(252) Urcete rovnici te¢né roviny i normély v bodé [0, 4, ?] ke grafu funkce

flxy) = /x> +xy+1.

t:2x—z+1=0,n: x=2t,y=4,z=1—t,t€R|

(253) Urcete rovnici te¢né roviny i normély v bodé [0, 0] ke grafu funkce

f(x,y) = sin(3x — 2y).

[t: 3x—2y—z=0;n: x=3t, y=-2t, z=—t, t € R

(254) Vypoctéte g—i, kde z(u,v) = "3 au = sinx, v = x2.

X

[g_z = 2e24%3%(cos x + 3x)}

(255) Vypoctete 2, pokud z(u,v) = u¥ a u = 3x2 4+ 2, v = 3x + 2.
yp ox p y y
[g—; = (3x% 4+ y?)3¥ 21 [18x2 + 12xy + 3(3x? + y?) In(3x% + yz)”
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(256) Vypoctéte 3—5, pokud z(u,v) = u’ au = 3x% + y?, v = 3x + 2y.
|5 = (32 4+ 2P 2 [4y? 4 63y +2(3x2 + 12) In(3x2 + 72)

(257) S vyuZitim substituce u = x a v = /x? + y? najdéte v8echny funkce z(x,y) spliuji
rovnost
yzy —xzy = 0.

[z(x,y) :C+f<\/m>, CE]R}

(258) S vyuzitim substituce u = x a v = £ najdéte vSechny funkce z(x, y) splitujf rovnost

xzyx +yzy = 0.

2(vy) =C+f(¥), CER]

(259) Diferencialni rovnici
2y" +xy’ —4y = xInx

transformujte do novych proménnych x = e'.

[/ — 4y = te']
(260) Diferencidlni rovnici

1
Zxx —YZyy — 52y = 0
transformujte do novych proménnych u = x —2,/y av = x + 2,/ a vyfeste ji.

[4zu0 = 0; z(x,y) = F (x —2/y) + g (x +2,/¥) + C- (x—2,/¥) + K, C,K € R]

(261) Diferencialni rovnici
XZxyx + nyy + Zy = O

transformujte do novych proménnychu = x+yav = xyTy
(262) Diferencialni vyraz
4dxyzyy —2yzy =0
transformujte do novych proménnych u = ,/xyav = 5

(122 — V240 = 0]

(263) Diferencialni rovnici
(x4 1)z — (x—y)z, = 0
transformujte do novych proménnych u = In /x2 + 2 a v = arctg £.
[z — zp = 0]

(264) Necht' pro funkci f existuji parcidlni derivace dostatecné vysokych fadd. Ovéfte
platnost nasledujici rovnosti

kde z = x"f (£).
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(265) Predpokladejme, Ze pro funkci f a g existuji parcidlni derivace dostate¢né vysokych
radh. Ovérte platnost ndsledujici rovnosti
o Pu_ou
dx 0xdy Jy ox2’

kdeu = f (x +g(y))-

II1. 4. Diferencial a Taylorova véta pro funkce vice
proménnych

Definice 59. Rekneme, Ze funkce f : R> — R definovana v okoli bodu [x, ¥o] je v tomto
bodé diferencovatelnd, jestlize existuji redlna ¢isla A, B takova, Ze plati

im Lo+ hyo+k)— f(xo,yo) — (Al + Bk)
im

(hk)—(0,0) Vh? + k2
Lineédrni funkce Ah + Bk proménnych 1 a k se nazyva diferencidl funkce v bodé [xo, yo] a
znadi se df (xo,yo) (h, k), ptip. df (xo,y0)-

= 0.

Véta 60. Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé [xo, yo), pak md v tomto bodé parcidlni derivaci a
plati A = fi(x0,Y0), B = fy(x0,%0), tj.

df(x0,y0) = fx(x0,y0)h + fy(x0,Y0)k.

Poznamka 61. Diferenciél funkce lze pouzit k pfibliZznému vypoctu funkénich hodnot.
Plati

f(x,y) = f(xo0,y0) + fx(x0,y0) (x — x0) + fy(x0,y0) (¥ — o)

Véta 62 (Taylorova). Necht’ funkce f : R?> — R md v bodé [xg,yo] a néjakém jeho okoli spojité
parcidlni derivace aZ do ¥ddu n + 1 véetné. Pak pro kaZdy bod [x,y| z tohoto okoli plati

fxy) = Tu(x,y) + Ru(x,y),
pricemz
Tu(x,y) =
= 0, 0)+ G o 0) (r=0) + 5 (30, 90) (0 —0)+
2

2 2
% (3—{(%'%) (x—x0) + 20 §y<xo,yo> (x—x0)(y — o) + %(xo,yw (y—yo>2) +

o Z (”) dx"—ioy/ (x0,%0) (x—x0)" 7 (y —yo)/,

Rn(x,y) =
n+1
CES! 'Z< ' )axn+l—fayf (x0 + 9(x —x0), Yo + 9y —yo)) (x —x0)" "y —yo),
kde ¢ € (0,1).

© Petr Hasil & Petr Zemének



66 II1. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI VICE PROMENNYCH

Ptiklad. Odhadnéme pomoci diferencialu hodnotu
log, [(1, 96)% + 4, 02}

pokud vime, Ze In2 = 0, 693.
Reseni. Pro odhad pouZijeme funkci f(x,y) = log, (x* +y) v bodé [xo, yo] = [2,4]. Jeji
parcialni derivace jsou

2x 1
M = pmy MY = e
tedy

(2,4) = — (2,4) = ——
@A) =55 MY =g

Diferencial je

—0,04 0,02 .
df(2,4) = fr(2,4)(1,96 —2) + f(2,4)(4,02—4) = /= + 2= = —0,025.

Tim ziskame odhad
log, [(1,96)2 +4, 02} ~ log, (22 +4) — 0,025 = log, 23 — 0,025 = 3 — 0,025 = 2,975.
Poznamenejme, Ze pfesna hodnota je 2,974822961 ...

Pfiklad. Nyni odhadnéme pomoci Taylorova polynomu druhého f¥ddu v bodé [1, 1] hod-
notu funkce
f(x,y) =In <x2 +y*+ 1>
vbodeé [1,1;1,2].
Regeni. Poznamenejme, Ze bod [1,1] byl zvolen proto, Ze jde o nejblizsi bod k bodu
[1,1;1,2], ve kterém lze funkci f snadno spotitat, nebo (jako v nasem ptipadé) jde o ty-
pickou tabulkovou hodnotu. Nejprve pottebujeme parcidlni derivace prvniho a druhého

fadu
fom 2x £, = 2y
x_x2+y2+1’ y_x2+y2+1’
2yt e Ay _2( -yt 4
Tt T @) T @)
a jejich hodnoty v bodé [1,1]

2 2 2 4 2
fx:§/ fy: 51 fxx: §/ fxy:fyx:_§; fyy: §

Nyni sta¢i dosadit do vzorce:

L= f(L1)+ (f(L1) f01)- (yj> +

1 _ L (1) (1)) x—1
SEN A (fyxu,l) fyy<1,1>> <y—1)
:é(x2+y2—4xy+8x—|—8y—14)—|—1n3.

V bodé [1,1;1, 2] je hodnota p¥iblizné 1,295. Dodejme, Ze piesnd hodnota &ini 1,2947 . ..
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(266) Urcete diferencidl funkce

f(x,y) = arcsin \/%—i-yz
v bodé [1,V/3].
[df(xo/yo) = 2dx — {dy

(267) Pomoci diferencidlu funkce pfiblizné vypoctéte
1,02
0,95

arctg

[Z +0,035]

(268) Pomoci diferencidlu funkce pfiblizné vypoctéte

V2,08 -1,99.
[2,035]
(269) Pomoci diferencidlu funkce p¥iblizné vypoctéte
In 3,01
2,9°
11
[300]
(270) Pomoci diferencidlu funkce p¥iblizné vypoctéte
V/(1,02)° + (1,97)3,
[2,95]
(271) Pomoci diferencidlu funkce pfiblizné vypoctéte
1,04%%%,
[1,08]
(272) Pomoci diferencidlu funkce pfiblizné vypoctéte
00.05°-0,02
[0,98]
(273) Napiste Taylortiv polynom tfetiho stupné se sttedem v poc¢atku pro funkci
f(x,y) =e*siny.
x2y yS

y+w+ 5 —%
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(274) Napiste Taylortiv polynom tfetitho stupné se sttedem v poc¢atku pro funkci

f(x,y) =e"In(1+y).

2 2., a2 3
[y +xy— 5 + 22 4 1

(275) Napiste Taylortv polynom tfetiho stupné se sttedem v bodé [1, 1] pro funkci
floy) = 2.

1+ @=-D+@E-Dy-1)+36-1*y-1)]
(276) Napiste Taylortav polynom druhého stupné se sttedem v bodé [—2, —3] pro funkci
1
Flo) =n ().
[Ini+3+x+3y+ §x% + &y
(277) Pomoci Taylorova polynomu druhého stupné vypoctéte ptiblizné

cos 44°
cos31°’

[0,8392012]

(278) Pomoci Taylorova polynomu druhého stupné pro funkci tff proménnych vypoctéte
pfiblizné

1,14+0,1+0,01

1,1-0,140,01°

f(x,y,z) = arctg

[0,9733981635]

III. 5. Lokalni a globalni extrémy funkci vice
proménnych

Definice 63. Rekneme, Ze funkce f : R” — R nabyva v bodé x* € R" lokdlniho maxima
(minima) funkce f, jestlize existuje okoli O(x*) bodu x* takové, Ze pro kazdé x € O(x*)
plati f(x) < f(x*) (f(x) = f(x")).

Definice 64. Necht f : R” — R. Rekneme, %e bod x* € R" je staciondrni bod funkce f,

jestlize v bodé x* existuji vSechny parcidlni derivace funkce f a plati

of [ uy _ .
a—xi(x)—O, i=1,...,n.

Véta 65. Necht’ funkce f : R" — R md v bodé x* lokdlni extrém a necht’ v tomto bodé existuji
vSechny parcidlni derivace proniho ¥ddu funkce f. Pak je bod x* staciondrnim bodem funkce f.
Poznamka 66. Je ziejmé, Ze funkce f : R” — R muZe mit lokalni extrém pouze ve stacio-

ndrnim bodé nebo v bodé, kde alespori jedna parcidlni derivace prvniho fadu neexistuje.
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Véta 67. Necht' funkce f : R?> — R md v bodé [xo,vyo] a néjakém jeho okoli spojité parcidlni
derivace druhého ¥ddu a necht’ [xo, yo| je jeji staciondrni bod. Jestlize
2
D(x0,Y0) := fxx(x0,¥0) fyy(x0,y0) — [ xy(xolyo)} >0,
pak md funkce f v bodé [xg,yo| ostry lokdlni extrém. Je-li fyx > 0, jde o minimum, je-li fryx < 0,

jde o maximum. Jestlize D(xg,yo) < 0, pak v bodé [xo, yo) lokdlni extrém nenastdvd.

Definice 68. Necht' existuji vSechny parcidlni derivace funkce f : R" — IR, potom se
¢tvercova matice ve tvaru

Pf *f . f

ﬁ 0x10x7 0x10x,
0x70X7 Bx% 0x20xy,
f 2 2
0x;0x1  0Xx;,0X> 9x2

nazyva Hessova matice (pokud md funkce f v bodé ¥ € R" spojité smiSené parcidlni deri-
vace v bodé %, plyne ze Schwarzovy véty, Ze je Hessova matice v tomto bodé symetricka).

Pozndmka 69. Je-li Hessova matice v bodé x* pozitivné (negativné) definitni, ma funkce f
v bodé x* ostré lokdlni minimum (maximum).

Kvadraticka forma uréend symetrickou matici je pozitioné definitni pravé tehdy, kdyzjsou
vSechna vlastni ¢isla kladnd (nebo vSechny hlavni minory jsou kladné). Kvadratickd forma
urcena symetrickou matici je negativné definitni pravé tehdy, kdyZ vSechna vlastni ¢isla jsou
zapornd (nebo vSechny hlavni minory stfidaji znaménka pocinaje zdpornym).

Definice 70. Necht f : R" — R, M C D(f). Rekneme, e bod x* € M je bodem absolutniho
maxima (minima) funkce f na M, jestlize f(x) < f(x*) (f(x) > f(x*)) pro kazdé x € M.

Véta 71. Necht’ M C R" je kompaktni mnoZina (tj. uzaviend a ohranicend) a funkce f : M — R
je spojitd na M. Pak funkce f nabyjvd svyjch absolutnich extrémii bud v bodech lokdlniho extrému
leZicich wonit? mnoZiny M nebo v nékterém hranicnim bodé.

Ptiklad. Najdéte globalni extrémy funkce
fley) = (22 + 377 e
na mnozind M = {[x,y] € R? : x* + y* < 4}.
Regeni. Globdlni extrém miiZe byt ve staciondrnim bodé nebo na hranici mnoZiny. Nej-

prve proto najdeme vSechny stacionarni body uvnitf mnoZiny M. K tomu musime vyfesit
soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych

fr(xy) =0,  fy(x,y) =0,

tedy
oxe (22432 —2) =0, —2ye ¥ ¥V (2x2 432 —3) =0.
ProtoZe exponencidlni funkce je vZdy kladn4d, jsou pouze ¢tyfi moznosti:
i) x=0,y=0,

odkud dostdvame stacionérni bod [0, 0];
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(i) x =0,2x2 +3y> -2 =0,
protoZe prvni rovnici x = 0 mtiZeme dosadit do druhé rovnice, ihned dostdvame
stacionédrni body [0, —1] a [0, 1];
(iii) 2x2+3y*—3 =0,y =0,
podobné jako v ptedchozim pfipadé dostdvame stacionarni body [—1,0] a [1, 0];
(iv) 2x*> +3y* -3 =10,2x>+3y>* -2 =0,
odectenim rovnic obdrZime spor ve tvaru 1 = 0, takZe v tomto pfipadé Zddny novy
stacionarni bod nedostaneme.
ProtoZe vsech pét ziskanych bodt patfi do mnoZiny M, pfiddme si je vSechny na seznam
kandidatd na hledané globalni extrémy.
Nyni otestujeme funkci na hranici mnoZiny M. Nejprve na horni ptilkruznici. Dosa-
dime y = V4 — x? a najdeme staciondrni body vysledné funkce jedné proménné g(x) =
f(x,V4—2x2) = (12— x?) e * pro x € [-2,2]. PoloZime jeji derivaci rovnu nule

g (x)=—-"2xe*t=0 = x =0,

¢imz obdrzime bod [0, V4 — 0%2] = [0, 2]. Samozfejmé nesmime zapomenout pFidat na nas
seznam hrani¢ni body, zde x = £2, tedy [—2,0] a [2,0].

Podobné otestujeme funkci na dolni palkruznici. Dosazenim y = —v/4 — x2 a zopako-
vanim pfedchoziho postupu ziskdme na seznam dalsi bod [0, —2| (hrani¢ni body uz na
seznamu mame). Poznamenejme, Ze v tomto specidlnim p¥ipadé jsme si mohli zjednodu-
Sit praci pfimo dosazenim y? = 4 — x? do funkce f, protoZe proménnd y se ve objevuje
pouze v sudych mocnindch. Ani v tomto pfipadé ovSem nesmime zapomenout pfidat na
‘seznam kandidatt’ body [—2,0] a [2,0].

Ve v8ech bodech naseho seznamu nyni spocitdme funkéni hodnoty a zjistime, kde na-
stdvé globalni maximum (zde v bodech [0, 1] a [0, —1] s hodnotou 2) a kde globalni mini-
mum (zde v bodé [0,0] s hodnotou 0).

Piiklad. Zkusme rozhodnout, ve kterych stacionarnich bodech funkce
floy) = @ +3y7) e ™
z predchoziho pfikladu jsou lokdIni extrémy.

Reseni. P¥ipomerime, Ze jde o body [-1,0], [1,0], [0,—1], [0,1] a [0, 0]. K rozhodnuti bu-
deme pottebovat Hessovu matici funkce f:

Hf(x,y) =
_ (2 e ¥ (4x* — 6x2y2 — 10x2 — 3y2 + 2) 4xye ™V (2x% + 3y% — 5) .
4xy eV (2x2 + 3y% — 5) 2 eV (4x2y? 4 6yt — 222 — 15y2 + 3)
Tedy
8 0 —2
Hf(=1,0) = He(1,0) = | * g) o He(0-1)=H;01)=| * 1]
e (S

H(0,0) = (é 2) .
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Nyni uréime definitnost téchto matic. ProtoZe v bodé [0, 0] je Hessova matice pozitivné
definitni, je zde lokalni minimum. V bodech [0, 1] a [0, —1] je matice negativné definitni,
tedy se v nich nachdzi lokdlni maximum. V bodech [—1,0] a [1, 0] extrémy nejsou, protoze
je tam matice indefinitni. Tento vysledek pfesné koresponduje s vysledky pfedchoziho
pfikladu, protoZe funkce méla globdlni extrémy v bodech extrémii lokalnich a nikoli na
hranici mnoZiny.

(279) V bodé e, 2] urcete Hessovu matici funkce
flxy) =,

2 3e
3e ¢?
(280) Urcete lokalni extrémy funkce
floy) =2+ —xy—2x+y.

[fmin (11 0) = _1]
(281) Urcete lokalni extrémy funkce
flxy) = xy(4—x—y).
[fmax (3,3) = %7]
(282) Urcete lokalni extrémy funkce
floy) =P+ 7).
[fmin (O/ O) = O]
(283) Urcete lokalni extrémy funkce
1 1
— 4y —y4+ - — =,
floy) =4x—y+ - y

[fmin (%r _1> = 6; fmax (_%’1) - _6]
(284) Urcete lokalni extrémy funkce
f(x,y) = Inxy —4x —9y.
[ (1,3) = 2~ In36]
(285) Urcete lokalni extrémy funkce

2 2
ey E 2
flryz) =x+:-+ R x,y,z > 0.

[fmin (%, L, 1) - 4]
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(286) Urcete lokalni extrémy funkce
flx,y,z) = x> +y* + 2% + 12xy + 2z

[fmin (24/ _144; _1) = —6913]

(287) Urcete lokalni extrémy funkce
f(x,y,2z) = xyz(da—x —y—z), a,x,y,z>0.

[fmax (a,a,a) = 04]
(288) Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

f(x,y) = x* + 2xy + 2y> — 3x — 5y
na mnoziné M, kterou je trojuhelnik vymezeny body A = [0,2], B = [3,0], C =

0,—1].
o [for.min (3:1) = =2 for.max(0,—1) = 7]
(289) Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce
flry) =2 +y* —xy—2
na mnoziné M := {[x,y] € R?: x> +y> <1,y > [x[— 1}
[Fetmin(0,0) = =25 fot max (—5, %) = —4]
(290) Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce
flx,y) =x*>—3y* —x+18y + 4
namnoziné 0 < x <y < 4.
[for.min(0,0) = 4 for max(4,4) = 40]
(291) Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce
f(x,y) = 9x* — 36x + 16y> — 64y
na elipse 9x2 + 16y> < 144.
[fot.min(2,2) = —100; for.max (—8,—5) = 384]

(292) Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

floy) =—2*—y* +2y
na kruhu x? + yz < 16.
[fgl.mz’n(or —4) = 24 fgl. max(0,1) = 1}
(293) Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

flxy) =4y
na kruhu x% + 2 < 1.
[fgl.min(or _1) = —4; fgl.max(O/ 1) = 4}
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(294) Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

floy) = (x—y)*+
na ¢tverci s vrcholy A = [2,0], B=[0,2], C
[félnnn(o ) =

=[-2,0], D =[0,-2].
0; félnmx(z 0) 8;féLmax«_2/O) ::8]

III. 6. Vazané extrémy

Definice 72. Necht' f je funkce n proménnych, M C D(f), x* € M. Existuje-li okoli O(x*)
bodu x* takové, Ze pro véechna x € M N O(x*) plati f(x) < f(x*) (f(x) > f(x*)) tikdme,
ze funkce f ma v bodé x* lokdlni maximum (minimum) vzhledem k mnoziné M.

Véta 73. Necht’ funkce n proménnych f, g1, ..., gm, 1 < m < n, maji spojité parcidlni derivace
proniho fddu v oteviené mnoziné U C R" a necht’ v kazdém bodé mnoZiny U md matice

981 981
0x1 dxy,
98m .. 98m
d0x1 dxy,

hodnost m. Pri¢emz mnoZina M je urcena systémem rovnosti g1(x) =0, ..., gm(x) = 0. Md-li
funkce f v bodé x* € M lokdlni extrém vzhledem k M, existuji redlnd ¢isla Ay, ..., Ay, tak, Ze jsou
splnény rovnosti

8f' agk
(x*) — Ak (x%),
Bx] pa ax]

Poznamka 74. Funkce
m
L(x,A) = f(x)—A Z Akgr(x)
k=1

se nazyva Lagrangeova funkce a konstanty Ay, ..., Ay, Lagrangeovy multiplikdtory. Timto jsme
ziskali funkci n proménnych, do niz jsou vazebné podminky jiz zabudovany. Déle postu-
puje jako pfi vySetfovani lokdlnich extrémi s tim, Ze neznamym je nejen hledany bod x*
aleiLagrangeovy multiplikatory. Metodu Lagrangeovych multiplikatorti 1ze pouZiti v pfi-
padé, kdy mnoZina M je zaddna systémem nerovnosti.

Poznamka 75. Neexistence extrému Lagrangeovy funkce L(x,A) v nékterém jejim stacio-
narnim bodé neznamend, Ze i funkce f nema v tomto bodé lokalni extrém.

Ptiklad. Pomoci Lagrangeovych multiplikator(i najdéme stacionarni body funkce

f(x,y,2) = xyz
na mnoZziné M dané rovnicemi x> +y* +z> = 1,x +y +z = 0.
Reseni. Nejprve sestrojime Lagrangeovu funkci
L(x,y,2,A1,A2) = xyz— M (P + > + 22— 1) — Ay (x +y + 2).
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Staciondrni body dostaneme jako feSeni soustavy rovnic

Ly =yz—2xA1 — Ay, (10)
Ly = xz —2yA — Ay, (11)
Ly = xy—2zA1 — Ay, (12)

Ly, = Xyt 4221,
Ly, =x+y+z.
Z rovnic (10), (11) a (12) vylou¢ime A, jejich vzdjemnym odecétenim. Po tpravé dostaneme
soustavu
(10)—(11) = (y —x)(z+2A1) =0,
(1)~ (12) = (z—y)(x +241) =0,
Pyt 422 =1,
x+y+z=0.

(13)
(14)
Prvni dvé rovnice jsou ve tvaru ‘soucin = 0, tj. jsou splnény, jestlize je v kazdé néktera

z&vorka nulova. Odtud dostaneme informace, které ndm (po dosazeni do (13) a (14)) daji
staciondrni body a pfislusné multiplikatory:

(11 _2] (A __ 1 :_1) 11 2] (A _ 1 :_1)
Ve Ve Vel \T' T 2ve Tt 6) L Ve Ve Vel U 2ve Tt 6)]
(2 1 1] (A __ 1, :_1) 2 1 1] (A _ 1 :_1>
I \/61 \/gl \/6- 1 2\/81 2 6 7 -\/6/ \/61 \/6_ 1 2\/61 2 6 7
(12 1] (A __ 1 :_1> 12 1] (A Y __1>
-\/6/ \/6, \/8_ 1 2\/81 2 6 4 I \/8/ \/61 \/6_ 1 2\/81 2 6

Ptiklad. Najdéme lokélni extrémy funkce
2 .2
_ P YLz
fly2) =3+ g+ 5
na mnoZiné M dané rovnici x% + y? + z2 = 1.
Reseni. Sestavime Lagrangeovu funkci
22 22
L(x,y,z,A) ==+ 4+ —_+Ax*+y*+2°—1
(x,y,2,M) 4+9+25+(x+y+z )
a derivujeme ji podle vSech proménnych. Tyto parcidlni derivace poloZime rovny nule

a feSime soustavu ¢tyf rovnic o ¢tyfech neznamych:
x ! +21) =0
2 - 7
2
—+21 ] =0,
(5+2)

2

Pty =1,
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Vzdy zvolime A tak, aby jedna z prvnich tff rovnic byla splnéna (= 0), dalsi dvé vyfesi
poloZeni pfislusnych proménnych = 0 a tfeti proménnou vypocitdime ze ¢tvrté rovnice.
Dostaneme 6 staciondrnich bodu [£1,0, 0], [0, £1,0],[0,0, £1] a k nim p¥islusné hodnoty

A (postupné _zly —%, —%) Zda v nich nastdva extrém zjistime z definitnosti formy dané

LXX ny LXZ
Lyx L?/y Lyx
LZ.X LZy LZZ
Tj., pokud je vyraz
Lyy Lyy Liz dx
(dx dy dz) Lyx Ly Lyx dy
Lzy Lzy Lz dz
kladny pro v8echna (dx,dy,dz) # (0,0,0), pak je pozitivné definitni, pokud zaporny, pak
je negativné definitni a pokud najdeme dva vektory takové, Ze je dany vyraz pro jeden
kladny a pro druhy zdporny, pak je indefinitni. (dx, dy, dz) ovSem bereme jen z te¢ného
prostoru mnoziny M, tedy takové, jeZ spliiuji podminku

2xdx + 2ydy + 2zdz = 0.

Dosazenim bodu [1,0,0] do této podminky dostaneme, ze dx = 0. Vy$etfovany vyraz je
tedy (pro tento bod A = —1)

O a? - 2 qp)2

ktery je pro kazdé (dy, dz) # (0,0) zdporny. VySetfovana forma je tedy negativné definitni
avbodeé [1,0,0] je ostré lokdlni maximum. Podobné zjistime, Ze maximum nastava i v bodé
[—1,0,0] a minimum v bodech [0, 0, +1]. V bodech [0, £1, 0] extrém funkce nemad, protoze
je zde forma indefinitni.

(295) Urcete vazané extrémy funkce
flaxy) =2x% + 4y
na mnoziné x? + y2 =9.
[fmax(or 3) = 36; fmax(oz _3) = 36; fmin(3/ 0) = 18; fmin(_3/ O) = 18]
(296) Urcete vazané extrémy funkce

flx,y) =V3x—y+2
na mnozind x2 + 2x + y2 =0.

[fmux (@/_%) =4 \/§; fmz'n (_@/ %) - _\/g}
(297) Urcete vazané extrémy funkce

flxy)=x+y
na mnoziné xl—z + yLZ =1.

[Foin (V2V2) =292 fuar (—V2,—V2) = 212
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(298) Urcete vazané extrémy funkce

flx,y) =27(x+y—1)

na mnoZziné 9(x? + yZ) _ szyz.
fmin (3,3) = 135; fiax (—3,—3) = —189]

(299) Urcete vazané extrémy funkce

f(x,y) = In(x* + y?)

na mnoziné y = x + 3.

(300) Urcete vazané extrémy funkce

f(x,y) =In(x+y)

na mnoziné xy = 1.
[fm,'n(l, 1) = ln2]

(301) Urcete vazané extrémy funkce

f(x,y) = cos? x + cos® y

na mnoziné x —y =
[ i (F+ CIE, g 4 CHUTY g Voo £ (F ke, —F + o) = 14922

(302) Urcete vazané extrémy funkce
f(x,y) =sin(y+1) + cos x

na mnoziné y — x = —1.
[fmm (5 +@k+1)m F =1+ (2k+1)7) = —V2 finax (§ +2krt, § —1+2kn) = ﬁ}

(303) Urcete vazané extrémy funkce

flryz) =x*+y* +2°
namnoziné x +y—3z+7=0&x—y+z—-3=0.

[fmin(0,—1,2) = 5]

(304) Do elipsoidu Z—; + Z—i + ‘E—i = 1 vepiste hranol s maximalni objemem a urcete jej.
5 2a — 8abc
[delky hran: NeL f’ f’ Vinax = 3\5}

(305) Na parabole y? = 4x naleznéte bod, ktery je nejbliZe pfimce x —y + 4 = 0.
[na parabole bod [1,2]; na p¥imce v bod [—31, 7]]

(306) Do rota¢niho kuzele s délkou hrany /, ktera svird se zdkladnou thel a, vepiste kvadr
s nejvétsim povrchem.

[tgtx>\ﬁ: a:b:\/;igzil,c—;f; \&lsma tgzx<\f a=b=+2lcosu, C—O}
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III. 7. Implicitné zadané funkce

Definice 76. Necht' F je funkce dvou proménnych. Ozna¢me mnoZinu

M ={[x,y] € D(f): F(x,y) =0}
anecht’ F(xo,yo) = 0. Jestlize existuje okoli i = {[x,y] € D(F) : |x —xol <, ly —yol < 3}
bodu [xg, yo] takové, Ze mnozina M NU je totoznd s grafem funkce y = f(x), |x — x| < J,
fekneme, Ze funkce f je v okoli bodu [x, yo| definovand implicitné rovnici F(x,y) = 0.

Véta 77 (O existenci implicitni funkce jedné proménnych). Necht’ je funkce F spojitd na
¢tverci R = {[x,y] € D(F) : |x—xol < a, ly—yol < a}a necht’ F(xo,yo) = 0. Ddle predpokld-
dejme, Ze funkce F md spojitou parcidlni derivaci %P (x,y) v bodé [xo,yo| a plati g—i(xo,yo) # 0.
Pak existuje okoli bodu [x, Yo, v némz je rovnosti F(x,y) = 0 implicitné definovina privé jedna
funkce y = f(x), kterd je spojitd.

Véta 78. Necht' jsou splnény predpoklady predchozi véty a funkce F md na R spojité parcidlni
derivace proniho ¥ddu. Pak md funkce f, kterd je implicitné uréena v okoli bodu [xo,yo| rovnici
F(x,y) = 0, derivaci v bodé x a plati

/ Fx(x0,Y0)
f (xﬂ) - Fy(xOIyO)' (15)
Véta 79 (O existenci implicitni funkce vice proménnych). Necht' funkce F : R""! — R,
M == {xy] = [x1, ..., xp,y] € R*, F(x,y) = 0}, [x*,y*] € M a necht F je spojitd
na mnoziné R = {[x,y] = [x1, ..., %0yl : |xi—x| <a,i=1,...,n ly—y* < a}

Ddle ptedpoklddejme, Ze F md spojitou parcidlni derivaci F, v bodé [x*,y*] a %(x*,y*) # 0. Pak
existuje okoli [x*,y*|, v némz je rovnici F(x,y) = F(x1, ..., Xn,y) = 0 implicitné uréena pravé
jedna funkcey = f(x) = f(x1, ..., Xn).

Md-li navic funkce F v bodé [x*,y*| spojité parcidlni derivace aix,«F/ md implicitni funkce f v bodé
x* = [x1, ..., xn] parcidlni derivace a plati

of .. wlay)
o, ) T T e
! @(x 'y

Vv s

Poznamka 80. K urceni derivaci vyssich ¥adt (pro funkci implicitni funkci jedné nebo
vice proménnych) 1ze samoziejmé také sestavit vzorec, s jehoZ pomoci tyto derivace vy-
pocteme. Druhy zptisob je ten, Ze zderivujeme identitu F(x,y) = 0 podle jednotlivych
proménnych xq, ..., x, s tim, Ze ¢len y je vlastné funkci y(x) a nelze jej explicitné zderi-
vovat (proto piSeme jen yy, proi = 1, ..., n). Z takto zderivované identity poté hledanou
(parcialni) derivaci vyjadiime.

Pozndmka 81. Pro implicitné zadanou funkci F(x,y, z) je te¢na rovina v bodé [xo, Yo, zo]
urcena rovnici

t+ Fx(xo0,Y0,20) (x — x0) + Fy(x0,Y0,20) (¥ — Yo) + Fz(x0, Y0, 20) (z—z0) = 0,
pro Fx(xo,Y0,20) # 0, Fy(x0,Y0,20) # 0 a F:(x0,Y0,20) 7# 0 je normala dana vztahem
. z—zp X=X _ Y=Y
F.(x0,¥0,20)  Fx(x0,y0,20)  Fy(x0,Y0,20)"
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a pokud Fy(xo, Yo, 20) = 0nebo Fy(xo, yo,z0) = 0nebo F;(xo, yo,20) = 0, je norméla zadana
parametricky rovnicemi

x = xg+ Fx(x0,Y0,20)t,
n:q y =vyo+ F(x0,y0,20)t,
z =z + F(x0,Y0,20)t.

Ptiklad. Pokusme se urcit, zda je graf funkce dané implicitné
§x2—3xy2+y3—g =0

v okoli bodu [1, 3] nad nebo pod te¢nou.

Reseni. Jde o implicitné zadanou funkci jedné proménné y = y(x). K rozhodnuti po-
ttebujeme znat hodnotu druhé derivace v daném bodé (resp. jeji znaménko). Derivujme
rovnost ze zadani podle x

9x — 3y* — 3x2yy’ + 3y’ = 0,
tedy
, 9x — 3y?

T 3y2—6ay’
odkud po dosazeni bodu [1, 3] dostaneme hodnotu y’ = 2. ProtoZe se ve jmenovateli nula
neobjevila, funkce dand implicitné v okoli daného bodu existuje. Derivujme rovnost po-
druhé (pozor na derivace souc¢inti — y je funkci proménné x)

9 —12yy’ — 6xy" — 6xyy" + 6yy"* + 3y*y" = 0.

Do vysledného vzorce dosadime znamé hodnoty x = 1,y = 3 ay’ = 2. Tim snadno
obdrzime hodnotu y” = % > 0. Graf je tedy v okolf daného bodu nad te¢nou.

Piiklad. Na elipse o rovnici
x4+ 3y" —2x+6y—8=10

najdéme body, v nichZ je normala rovnobéZzna s osou y.
Regeni. Norméla v bodé [xg, yo] je déna

x = xo + tFx(x0,Y0),
v = yo + tFy(x0,¥0),

kde pro F(x,y) = x? + 3y* — 2x + 6y — 8 mdme F, = 2x —2 a [;, = 6y — 6. ProtoZe rovno-
béznost s osou y je totéZ jako kolmost na osu x a kolmost znamena nulovy skaldrni soucin,

(G 0)-

Odtud ihned vidime, Ze xy = 1, coZ dosadime do rovnice elipsy a vypocitdme yq. Tim
ziskdme hledané body [1, 1], [1,—3].

dostavame
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(307) Zderivujte implicitné zadanou funkci

x—y?=Iny.

(308) Zderivujte implicitné zadanou funkci

Y 4 35TV — 4,

/. y2%¥In2-3""¥In3
Y = T In2—3In3

(309) Vypoctéte y' a y” implicitné zadané funkce
sin?(xy) = 0.

|:y/ _ _%; ]/H _ i_g}

(310) Urcete vsechny parcialni derivace prvniho fadu funkce z = f(x,y) zadané impli-
citné rovnosti

Xcosy+1ycosz+zcosx =a,

kde a € RR je libovolnd konstanta.

dz __ zsinx—cosy, K 9z __ Xxsiny—cosz
ox ~— cosx—ysinz’ dy ~ cosx—ysinz

(311) Urcete v8echny parcialni derivace prvniho fadu funkce z = f(x,y) zadané impli-
citné rovnosti
x+2y+z .
y+z

2z _ (1y—2)(y+2). 9z _ z—x
ox x+y Yoy T x+y

(312) Urcete vSechny parcialni derivace prvniho fadu funkce z = f(x,y) zadané impli-
citné rovnosti

arctg(x +y) +arctg(y+z) =x+y+z.

{Z _ P[] 1(y+2)2(X+y)2}
Y )+ (aty) Y T (y+2) 14 (xty)?

(313) Najdéte body kfivky
x> +2xy—y>—8=0,
v nichz nejsou splnény pfedpoklady Véty o existenci implicitni funkce y = f(x).

[2,2], [-2,-2]]
(314) Urcete prvni a druhou derivaci funkce
y>—2xy+ x> =0.
;o 2y=2x gy 2—4y'+6y(y’)?
y = 3y2—2x’ - 3y2—2x
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(315) V bodé [1,1, 2] uréete rovnici te¢né roviny k funkci zadané implicitng

gxz —3xy* +y°>—3z=0.

[t: 2x—y—z—3% =0

(316) V bodé [3, 1] urcete rovnici te¢né roviny i normaly k plose
Xty _
x—y

2.

[t: x—3y=0,n: 3x+y—10=10]

(317) V bodé [2, 3, —1] uréete rovnici te¢né roviny i normaély k plose

2

%—3y+222:0.

[t:dz—2x+y=—4n: 2x—4d=—Fy+ ¥ =—2-1]

(318) Urcete rovnici te¢né roviny i normaly v bodé [1,1,1] ke grafu implicitné zadané
funkce

x
[t:x+y—2z=0n: x—1=y—1=17]

(319) V bodé [—1, 3, 2] urcete rovnici te¢né roviny i normaly k plose

In(xy +2z%) = 0.

[t:4z+3x—y=2,n: 2 =3—y=122]

(320) Urcete rovnici te¢ny ke kuZelosecce
3x% + 7xy +5y* +4x +5y+1=0
prochézejici pocatkem.
[t1:5y+2x=0, tp: y+2x =0
(321) V bodé [1, 1] ur¢ete rovnici te¢ny a normaly k funkci zadané implicitné

x> +y° —2xy = 0.

[t:y=—x+2,n:y=x]

(322) K elipsoidu
x?+2y* +322 =21

urcete te¢né roviny rovnobézné s rovinou & : x + 4y + 6z = 0.
[f1: x+4y+6z2=21, tp : x+4y+ 6z =—21]
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(323) Najdéte body, ve kterych je te¢na kiivky
4 +yP—8x+6y—12=0
rovnobézna s osou x.
[[1,2], [1, 8]
(324) Rozhodnéte, zda plocha
X+ y2 +224+z=4

lezi v okoli bodu [1,1, 1] nad nebo pod te¢nou.
[pod te¢nou]

(325) Urcete extrémy implicitné zadané funkce

ln\/x2+y2—arctg% =0.

_

T
e 4 e 4

[lokélni minimum: { 7 ,—W} ; lokdIni maximum: {— Nl ¢ \/g H

(326) Najdéte stacionarni body implicitné zadané funkce
P4y +z2—2x+2y—4z—10=0
a zjistéte, zda v nich nastava extrém.
[lokdIni minimum [1, —1, —2], lokdlni maximum [1,—1, 6]]
(327) Rozhodnéte, zda md funkce implicitné zadanda rovnici
22 —xy+In(x+y+z)=0
lokélni extrém v bodé [1,1, —1].
[nema]
(328) Najdéte lokalni extrémy funkce zadané implicitné
(x—1)2+ (y—3)%> + 2> = 16.

[lokéIni maximum: [1, 3, 4]; lokdIni minimum: [1,3, —4]]
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