Priklady na precvicovanie — postupnosti a rady funkcii

Nech Z je nedegenerovany (t.j., viac ako jednobodovy) reédlny interval.
Budeme uvazovat postupnost funkcii

fl(m)v f2<x)7 fB(I)v R fn(x)v T (1)

definovanych na intervale Z. Z funkcii v (1) sa da forméalne vytvorit rad
funkcii (alebo tiez funkciondlny rad)

D @) = ful@) + fol@) + falw) -+ falz) 4o (2)

V nasledujicom texte a prikladoch sa budeme zaoberat otazkou konvergen-
cie postupnosti funkcii (1) a jej limitou, resp. radu funkcii (2) a jej stuctom.
Je zrejmé,; Ze vela veci bude podobnych ako pri ¢iselngjch postupnostiach a
radoch, obzvlast kritéria konvergencie. Na druhej strane, niektoré veci skom-
plikuje fakt, ze pracujeme s funkciami. Teraz bude okrem pohyblivého indexu
n mieSat karty i eSte viac pohyblivejsie x, ktoré bezi cez cely interval Z. Z
tohto dovodu preto rozlisujeme dva zakladné typy konvergencie postupnosti
(1), resp. radu (2), a to bodovd konvergencia a rovnomernd konvergencia.

Bodova konvergencia

Je to najslabsia forma konvergencie postupnosti (radu) funkcii. Hrubo po-
vedané, postupnost (1) (rad (2)) konverguje bodovo v danom bode z = a € Z,
ak po dosadeni x = a do postupnosti (1) (radu (2)) ziskané ¢iselnd postup-
nost (rad) konverguje. Zozbieranim vsetkych takychto z-ov v intervale Z do-
staneme mnozinu, ktord sa nazyva obor konvergencie postupnosti (1) (radu
(2)). Je to teda mnozina vSetkych bodov x € Z, v ktorych postupnost (1)
(rad (2)) (bodovo) konverguje k nejakému konecnému ¢islu. Toto éislo zrejme
zévisi na konkrétnom vybere bodu x z oboru konvergencie. To znamena, ze
(bodovym) limitovanim postupnosti (1) dostaneme limitni funkciu f(z), t.j.,

f(z) :== lim f,(x), =z z oboru konvergencie postupnosti (1).
n—o0

Podobne sicet radu (2) bude funkciou premennej z, t.j.,

s(z) == Z fn(x), x z oboru konvergencie radu (2).
n=1
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Funkcie f(x), resp. s(x) st zrejme definované iba na prislusnom obore kon-
vergencie postupnosti (1), resp. radu (2).

Rovnomerna konvergencia

Rovnomerné konvergencia popisuje $pecidlnu vlastnost bodovej konver-
gencie na nejakej podmnozine oboru konvergencie (teda nie iba v jednom
bode). Presnejsie, ale stéle hrubo povedané, postupnost (1) (rad (2)) konver-
guje rovnomerne na nejakej podmnozine M oboru konvergencie, ak spdsob,
resp. rychlost bodovej konvergencie postupnosti (1) (radu (2)) v M nezd-
visi na premennej x € M. Ak f(z) je limitna funkcia postupnosti (1) a M
je podmnozina prislusného oboru konvergencie, tak potom postupnost (1)
konverguje rovnomerne k f na M prave vtedy, ked ¢iselna postupnost {a,},
definovana

Qp = Sup |fn(x) - f($)|,
reEM
spliia lim,,_,o @, = 0. KedZe z vlastnosti supréma zrejme pre kazdé x € M a
kazdé n € N plati

0 < |fu(z) = f2)] < an,

vidime, Ze v pripade rovnomernej konvergencie vzdialenosti f,(x) od f(x)
konvergujui pre n — oo do nuly skutoc¢ne nezavisle na premennej r € M
(samy si to velmi dobre premyslite, pripadne si i nakreslite vhodny obrazok
;)). Rovnomerné konvergencia radu (2) na podmnozine M jeho odpovedajui-
ceho oboru konvergencie sa definuje ako rovnomerna konvergencia prislusne;j
postupnosti {s,} ¢astoénych siuctov radu (2) k sactu s(z) na M (i toto si
samy velmi dobre premyslite a rozmerite na drobné, t.j., ako to bude vyzerat
v re¢i ¢lenov daného radu (2) :)).

Ak postupnost (1), resp. rad (2) konverguje rovnomerne na mnozine M,
tak zrejme konverguje i bodovo v kazdom bode M. Opacne to vSak neplati,
t.j., z bodovej konvergencie nevyplyva rovnomerna konvergencia. Preto je
rovnomernd konvergencia silnejsia nez bodova a méa vela vyznamnych a uzi-
to¢nych vlastnosti. Obzvl4st, umoziiuje prenos niektorych viastnosti funkeii
fn(z) na limitna funkciu f(x), resp. stcet s(z). Ak napriklad st vSetky fun-
kcie f,,(x) spojité na intervale Z, tak rovnomerné konvergencia zarucuje, ze
i limitna funkcia f(x), resp. stcet s(x) buda spojitymi funkciami (na vhod-



nych podmnozinach oboru konvergencie). Rovnomerna konvergencia radu (2)
umoznuje jeho integrovanie ¢len po ¢lene (samozrejme, ak su vSetky funkcie
fn(z) integrovatelné :)), pricom vysledny rad z integralov funkcii f,(z) bude
konvergovat k integralu zo suc¢tu s(x), atd. Tieto skuto¢nosti ilustrujeme na
konkrétnych prikladoch.

Nutna a postacujicu podmienku rovnomernej konvergencie postupnosti
(1), resp. radu (2) udava — ako inak :) — Cauchyho-Bolzanovo kritérium.
Avsak podobne ako pri ¢iselnych postupnostiach a radoch je jeho praktické
pouzitie pomerne tazkopadne.

Cauchyho—Bolzanovo kritérium rovnomernej konvergencie

Postupnost (1) konverguje rovnomerne na mnozine M C Z préve vtedy,
ked pre kazdé kladné ¢islo e existuje index ng taky, Ze pre kazdé dva indexy
m,n > ng a pre kazdé x € M plati

|fm(2) = ful2)] <&

Podobne, rad (2) konverguje rovhomerne na mnozine M C Z prave vtedy,
ked pre kazdé kladné ¢islo ¢ existuje index ng taky, ze pre kazdy index n > nq,
pre kazdé m € N a pre kazdé x € M plati

| foi1(x) + fogo(z) + -+ foam(z)| <e.

Prakticky vyhodnejsie a Siroko pouzivané si Weierstrassovo kritérium a
Dirichletovo a Abelovo kritérium rovnomernej konvergencie radu (2). Posky-
tuju vsak iba postacujice podmienky rovnomernej konvergencie.

Weierstrassovo kritérium rovnomernej konvergencie radu funkcii

Ak existuje konvergentny ¢iselny rad > a,, taky, Ze pre kazdé n € N a pre
kazdé x € M C T plati |f,(z)| < an, potom rad (2) rovnomerne konverguje
na mnozine M k stctu s(z). Ciselny rad > a, sa potom nazjva majorant-
nym radom (alebo tiez majorantou) pre funkcionédlny rad (2).



Dirichletovo a Abelovo kritérium rovnomernej konvergencie radu
funkcii

Su to analdgie rovnomennych kritérii pre konvergenciu ¢iselnych radov.
Prv, ako ich vyslovime, je nutné zaviest dva pojmy tykajice sa funkcionalnej
postupnosti (1).

e Postupnost (1) sa nazyva monotonna na intervale Z, ak pre kazda hod-
notu x = a € 7 je prislusna ¢iselna postupnost { f,,(a)} monoténna rov-
nakého typu (t.j., napriklad klesajtca pre kazdt hodnotu = = a € 7).

e Postupnost (1) sa nazyva rovnomerne ohranicend na intervale Z, ak
existuje kladné ¢islo K tak, ze plati |f,(x)| < K pre kazdé x € T a pre
kazdé n € N.

Samy si dobre premyslite, ze v $pecidlnom pripade, kedy funkcie f,(z) st
konstanty, t.j., postupnost (1) je ¢iselnou postupnostou, predchédzajice dva
pojmy prechédzaji na start dobrit monoténnost a ohranic¢enost ¢iselnej po-
stupnosti :). Nuz a teraz k nasim dvom jundkom Dirichletovi a Abelovi :).

Nech {f.(z)} a {gn(z)} st dve postupnosti funkecii definovanych na inter-
vale Z, pricom nech {g,} je monoténna na Z. Nech naviac je splnena aspon
jedna z nasledujticich podmienok.

e (Dirichlet) Postupnost ¢iastoc¢nych stuctov {s,(z)} radu ) f,(z) je rov-
nomerne ohrani¢end na Z a postupnost {g,(z)} konverguje rovnomerne
na Z k nulovej funkcii.

e (Abel) Rad >’ f.(x) konverguje rovnomerne na Z a postupnost {g,(z)}
je rovnomerne ohrani¢ena na Z.

Potom funkcionédlny rad Y f,,(z)g,(x) konverguje rovnomerne na Z.

Nechévame na citatela, aby porovnal tieto dve ,funkcionalne® kritéria
s odpovedajicimi ,¢iselnymi“ kritériami (pre ¢iselné rady) a vsimol si vzé-
jomné analdgie :).



Riesené priklady

Priklad 1
Uréme obor konvergencie, limitna funkciu a typ konvergencie pre postupnost

fo(z) = 2", rel0,1, neNlN

Riesenie:
Toto je typicky priklad na vySetrovanie funkcionéalnej postupnosti. Stanovime
najprv obor konvergencie a limitni funkciu postupnosti v zadani prikladu.
Nie je fazké sa presvedcit, ze plati

lim 2" =

n—00 1, z=1.

{ 0, z€l0,1),
To znamen4, ze postupnost {f,(x)} bodovo konverguje pre kazdé x € [0, 1],
t.j., jej oborom konvergencie je cely interval [0, 1], pricom limitné funkcia je

0, z€]0,1),
f(x):{ 1, z=1.

Podme teraz preskiimat, ¢ tato konvergencia je i rovnomerné na [0,1]. V
stlade s tvodnymi poznamkami sa potrebujeme pozriet na ¢iselnti postupnost

an = sup [fn(x) = f(x)]-

z€[0,1]
Postupne plati (samy si dobre premyslite :))

a, = sup |z" — f(x)| = sup |2" —0|= sup 2" =1 pre kazdé n € N.
z€[0,1] z€[0,1) z€[0,1)

Nakolko lim,,_,» a, = 1 # 0, funkciondlna postupnost {f,(z)} nekonverguje
rovnomerne na intervale [0, 1]. Toto je vysledok, ktory sme ziskali formalnou
aplikaciou definicie rovnomernej konvergencie postupnosti funkcii. Je vsak
velmi dolezité si uvedomit, ¢o to hovori v skutocnosti, resp. preco to vyslo
prave takto a nie inak :). Ak si do vhodného obrazku nakreslime grafy funkcii
fn(z) a f(z), tak vidime, ze pre x € [0, 1) sa grafy funkcii f,,(z) sice priblizuju
k nulovej funkcii, avSak rychlost tejto konvergencie zavisi od x; ¢im sme bliz-
ie k bodu 1, tym sa konvergencia neobmedzene spomaluje. Je to spdsobené



dvomi vecami — faktom, ze f,(1) = 1 nezavisle na indexe n, a faktom, ze
funkcie f,(x) st spojité (dobre si to premyslite pomocou obréazka :)). Neché-
vame na Citatela, aby ukézal, Ze z podobnych dévodov postupnost {f,(x)}
nekonverguje rovnomerne ani na polootvorenom intervale [0,1). AvSak pre
kazdé pevné q € [0,1) je konvergencia { f,(x)} na intervale [0, q] rovnomernd,
pretoZe v tomto pripade méame (plati f(x) = 0 pre kazdé x € [0, q])

an = sup |fo(z) — f(z)| = sup 2" = ¢",
z€[0,q] z€[0,q]
a tak lim,,_,,, a, = lim,_ ¢" = 0. Dovodom je skuto¢nost, ze rychlost kon-
vergencie sa sice na intervale [0, ¢| s rastiicim x opif spomaluje, avSak nie
neobmedzene; najpomalsia bude v bode z = ¢. Postupnost {f,(z)} bude
teda na intervale [0, ¢] konvergovat k nulovej funkecii nezdvisle na = rychlos-
tou ¢" — 0 pre n — oo — jedné sa teda o rovnomerni konvergenciu.

Namet na pokracovanie Prikladu 1
Pokuste sa dokazat (podobnym sposobom ako vysSie), Ze na kaZdom uzav-
retom podintervale T C [0,1) postupnost {f,(x)} z Prikladu 1 konverguje
rovnomerne k nulovej funkcii. V takomto pripade povieme, ze prislusné po-
stupnost {f,(z)} konverguje k svojej limite skoro-rovnomerne (alebo tiez
lokdlne rovnomerne) na intervale [0,1) :).

Priklad 2

Uréme obor konvergencie, limitnt funkciu a typ konvergencie pre postupnost

fa(z) = ,  x€ll,o0), neN

Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchédzajicom priklade. Kedze

1
lim

— 0 pre kazdé z € [1,00),
Jim pre kazdé = € [1, 00)

funkcionélna postupnost { f,,(z)} konverguje bodovo na celom intervale [1, 00)
k limitnej funkcii f(x) = 0 na [1, 00). Okrem toho pre kazdé n € N plati

sup |fu(7) — f(z)| = sup

z€[1,00) z€[1,00)

‘ 1

0 1 1
— 0| = su
1+ nx p

z€llo0) L+ "1 +n
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(samy sa presvedcte :)). Nakolko lim,, HLH = 0, postupnost {f,(z)} kon-

verguje rovnomerne (k funkcii f(x)) na intervale [1, c0).

Priklad 3

Uréme obor konvergencie, sticet a typ konvergencie pre rad
[e.e]
1+Z(m”—x"‘1), r € R.
n=1

Riesenie:
Priklad budeme riesit priamo podla definicie, t.j., ndjdeme (funkcionélnu)
postupnost {s,(x)} ¢iastoénych suctov uvedeného radu. Pre dané prirodzené
n a realne x plati

Sn(fb):1+2(ibk—$k_l):1+(IB—1)—|—(£E2—£U)+(333—£E2>—|----

(samy overte :)). Dalej mame

neexistuje, x < —1,

) 0, x> 1,

lim z" =
n—>00 17 T = 17
0, lz] <1

(i toto samy overte ;)). Obor konvergencie postupnosti {s,(z)}, a teda i
funkcionélneho radu v zadani prikladu, je preto interval (—1, 1]. Pre hladany
stcet s(z) radu potom plati

s(x) =1+ Z (2" —2"") = lim s,(2) =

n—oo

{ 0, z¢€(—1,1),

1, z=1

(pripomenme, ze funkcia s(z) je definované iba na obore konvergencie radu,
teda na intervale (—1, 1]). Napokon, rovnomerna konvergencia radu v zadani
na intervale (—1, 1] znamend rovnomerni konvergenciu postupnosti {s,(z)}
a (—1,1]. Analogicky ako v predchddzajuicich prikladoch dostdvame
sup |s,(z) — s(z)] = sup 2" =1 "5 0.
ze(—1,1] ze(—1,1)
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To znamend, ze postupnost {s,(z)}, a teda aj rad v zadani prikladu nekon-
verguje rovnomerne na intervale (—1,1] (pre upresnenie sa jednd o skoro-
rovnomernu konvergenciu na (—1, 1], ako si ¢itatel moze sam overit :)).

Priklad 4 (Weiestrassovo kritérium)
Urcéme obor a typ konvergencie pre rad

Znn+1 r € R.

n=1

Riesenie:
Pri zistovani oboru konvergencie predlozeného funkciondlneho radu mézeme
vyuzivat vSetky kritéria konvergencie Ciselnych radov (volbou konkrétnej
hodnoty premennej x zrejme ziskame ¢iselny rad). Konkrétne, aplikiciou li-
mitného podielového kritéria dostaneme

l.n+1
| Iy | _
i e i R
n(n+1)

Teda pre |z| > 1 rad v zadani prikladu diverguje, kym pre |z| < 1 konverguje
absolutne. Pre x = £1 mame c¢iselné rady

o0 o0

(-1
;nrw—l) ;n(n—l—l)’

ktoré obidva konverguji absolitne (samy overte :)). To znamend, ze obor
konvergencie skiimaného radu funkcii je interval [—1,1]. Na tomto intervale
uvedeny rad bodovo konverguje k svojmu stuctu. O tom, ¢i tato konvergen-
cia je naviac i rovnomerna, rozhodneme pomocou Weiestrassovho kritéria.
NakoIko pre kazdy index n plati

" ik < 1
nin+1)| nn+1) " nn+1)

pre kazdé = € [—1,1],

a Ciselny rad > ﬁ je konvergentny, rad v zadani prikladu konverguje rov-
nomerne na celom svojom obore konvergencie [—1, 1].



Priklad 5 (Weiestrassovo kritérium)
Urcéme obor a typ konvergencie pre rad

> sinnx
Z , x e R.

n2
n=1

Riesenie:
Pre kazdé reélne Cislo x a kazdy index zrejme plati nerovnost

sinnz| |sinnz < 1

n2 n2 n?

Ciselny rad > # je preto majorantou daného funkcionalneho radu na celom
R. A kedze rad ) # konverguje (samy overte :)), podla Weierstrassovho kri-
téria rad v zadani prikladu konverguje rovnomerne na celom R. To znamena,
Ze tento rad konverguje na R i bodovo, t.j., jeho obor konvergencie je celé R.

Priklad 6 (tazsi) (Weiestrassovo + Cauchyho-Bolzanovo kritérium)
Dokazme, ze rad funkcii

o0 n

T
Zm, r € (—00,00),

n=0

konverguje rovnomerne na kazdom konec¢nom a uzavretom realnom intervale,
ale na celom (—o00, 00) nekonverguje rovnomerne.

Riesenie:
Nech 7 C R je nejaky kone¢ny a uzavrety interval. Potom Z je zrejme ako
podmnozina v R ohraniceny, t.j., existuje K > 0 tak, ze |z| < K pre kazdé
x € Z. Nésledne, pre kazdy index n mame

n n

< —  pre kazdé x € Z.
n!

Xz

n!

_ el

n!

Ciselny rad > % je teda majorantny k funkciondlnemu radu v zadani pri-
kladu na intervale Z. Nechavame na ¢itatela, aby overil, Ze tento ¢iselny rad
konverguje :). Podla Weiestrassovho kritéria potom skiimany rad funkcii kon-
verguje rovnomerne na Z. Tym sme ukazali prva cast prikladu. Druhua cast
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budeme dokazovat sporom, t.j., predpokladajme, nech rad v zadani konver-
guje rovnomerne na celom (—oo,00). Podla Cauchyho-Bolzanovho kritéria
potom pre kazdé kladné cislo € existuje index ng tak, ze pre kazdé n > ngy a
pre kazdé m € N nerovnost

anrl xn+2 anrm

(n+1)!+ (n—i—2)!+”'+(n+m)!

< e plati pre kazdé x € (—o0, ).

Zvolme € = 1 a nech ng je k nemu odpovedajuci index. Polozme dalej n = nq
a m = 1. Potom pre kazdé redlne ¢islo x musi platit nerovnost

xn0+1

|x|n0+1
= < L.

Této nerovnost musi byt teda splnena aj pre realne ¢islo

1

xo =14 [(ng + 1)!]mo+T .

Zrejme xg > 0, preto plati

|$0| = X9 > Kno + 1)']@

4
|20t > (ng + 1)!
4
no+1
% >1 ... sporl!ll
O .

To znamen4, Ze nas predpoklad rovnomernej konvergencie na celom (—o00, 00)
bol nespravny. Rad v zadani prikladu teda nekonverguje rovnomerne na ce-
lom R. V stlade s vysledkom prvej casti prikladu sa jedna o skoro-rovnomernt
konvergenciu na (—o0, 00).

Priklad 7 (Dirichletovo kritérium)
VysSetrime rovnomerni konvergenciu radu

n—1

()
2 vER

n=1
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Riesenie:
Predlozeny rad funkcii chceme skiimat pomocou Dirichletovho kritéria. V
stulade s jeho predpokladmi preto pre n € N polozme

1
fo(2) = (—=1)" 1, gn(x) := g2 e kazdé z € R

(funkcia f,(z) je pre kazdy index n konstantnou funkciou vzhladom na x).
Podme teraz overit, ¢i st splnené vsetky poziadavky kladené na funkcionélne
postupnosti {f.(x)} a {g.(z)}. Kazda z funkcii g,(z), n € N, je zrejme
klesajica na R (vzhladom na premennt x). Okrem toho plati

1 1
nh_}IIOlOgn(l') =0 a lgn(x) — 0| = a2 < . pre kazdé z € R.

Postupnost {g,(z)} teda konverguje rovnomerne na celom R k nulovej funkcii
(samy si dobre premyslite :)). Dalej postupnost ¢iastoénych stcétov {s,(z)}
radu Y f,(z) spliia pre kazdé realne x rovnost

n n 0, n parne,
SEE WITED SEIEES B

] , N neparne,

(samy overte :)). To znamena, zZe |s,(x)| < 1 pre kazdé n € N a pre kazdé
x € R (i toto si dobre premyslite :)). Postupnost {s,(x)} je preto rovnomerne
ohrani¢end na celom R. Rad v zadani prikladu splia vSetky predpoklady
Dirichletovho kritéria, a preto konverguje rovnomerne na R k svojmu stctu.
Premyslite si, ze tento vysledok potom implikuje i bodovii konvergenciu radu
s oborom konvergencie celé R ;).

Priklad 8 (Abelovo kritérium)

Vysetrime rovnomerna konvergenciu radu

o0 1)1
S EVT e
n
n=1
Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Polozme
(1)t

folz) i= — ) gn(z) := 2™ pre kazdé x € [0,1].
n

11



Nechavame na citatela, aby si premyslel, ze postupnost {g,(x)} je monoténna
na intervale [0, 1], konkrétne neklesajica na [0, 1]. Okrem toho zrejme pre
kazdy index n a kazdé x € [0, 1] plati |g,(z)| = |2"| = 2™ < 1. Postupnost
{9n(z)} je preto i rovnomerne ohrani¢ena na intervale [0, 1]. Na druhej strane,

funkcionalny rad

9 9 (_1)71—1

SIAEH pi

n=1 n=1
rovnomerne konverguje na intervale [0, 1]. Jedn4 sa totiz o ¢iselny rad (Cleny
fn(z) st pre kazdy index n konstantné funkcie vzhladom na x), ktory konver-
guje (samy overte :)) nezdvisle na premennej x. Velmi dobre si toto premyslite
;). Overili sme teda vSetky predpoklady Abelovho kritéria, kladené na sku-
many rad. To znamena, ze tento rad konverguje rovnomerne k svojmu stactu
na intervale [0, 1]. Z toho potom vyplyva, ze konverguje i bodovo s oborom
konvergencie [0, 1].

Nasledujuce priklady ilustruju niektoré zakladné a dolezité vlastnosti rov-
nomerne konvergentnych funkcionalnych postupnosti a radov v (1) a (2). V
Prikladoch 9-14 rozoberame vzajomny vztah rovnomernej konvergencie po-
stupnosti funkcii a spojitosti jej ¢lenov, resp. jej limitnej funkcie.

Priklad 9

spojitost f,(r) + rovnomerna konvergencia postupnosti (1)

U
spojitost limity f(z)

Postupnost spojitych funkcii f,(x) = e ™" konverguje na intervale [1,00)
bodovo k limitnej funkcii f(z) = 0 (samy overte :)). Tato konvergencie je i
rovnomernd na [1, c0), nakolko ¢iselna postupnost

ap = sup |fu(z)— f(z)]= sup [e™ —0|= sup e ™ =e"

z€[1,00) z€[1,00) z€[1,00)

splita lim,, ;s @, = lim,,_,», ™™ = 0. Vidime, Ze potom i limitn4 funkcia f(x)
je spojita na intervale [1, 00).
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Priklad 10

spojitost f,(r) + nespojitost limity f(z)
4
nerovnomerna konvergencia postupnosti (1)

Postupnost spojitych funkcii f,,(x) = arctg nx konverguje na intervale (—oo, 00)
bodovo k nespojitej limitnej funkcii

—m/2, =<0,
f(z) =< 0, x =0,
7/2, x>0

(samy overte :)). Tato konvergencia potom nutne nemoze byt rovnomernd na
(—00, 00). Skutocne, ukazte, ze plati

sup | fu(z) — f(2)| = g pre kazdé n € N,

z€(—00,00)

a teda lim,, (supxe(,oom) | fa(z) = f(2)]) =7/2 #0.

Priklad 11

spojitost f,(r) + spojitost limity f(x)
¥

rovnomerna konvergencia postupnosti (1)

Postupnost spojitych funkcii f,,(x) = nz-e™"* konverguje na intervale [0, co)
bodovo k spojitej limitnej funkeii f(z) = 0 (samy ukézte :)). Napriek tomu
tato konvergencia nie je rovnomerna na [0, c0). Pre kazdy index n € N totiz
plati 1/n € [0,00) a f,(1/n) = 1/e. To znamend, Ze suprémum funkcie
fn(2) je na intervale [0, 00) vicSie, nanajvys rovné hodnote 1/e (pozorne si
to premyslite :)). Néasledne ¢iselnd postupnost

1
an = sup |fu(z) — f(z)| = sup nz-e™ =,
z€[0,00) z€[0,00) €
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a teda lim,,_,o, a,, bud neexistuje alebo lim,,_,, a, > % > 0.

Priklad 12

spojitost a monotdénnost f,(z) + spojitost limity f(z)
+ kompaktny interval [a, b]
U
rovnomerna konvergencia postupnosti (1)

Postupnost spojitych funkeii f,(z) = 1+ 2™ konverguje bodovo na kompakt-
nom intervale [0,1/2] k spojitej limitnej funkcii f(z) = 1. Naviac, pre kazdy
index n je funkcia f,(x) rastica na [0,1/2]. Preto dand konvergencia musi
byt rovnomerna na celom intervale [0, 1/2]. Ukazuje to i priamy vypocet

1 n o0
sup | fu(w) = f(2)| = sup 2" == =30
z€[0,3] z€[0,1]

(detaily si premyslite samy :)).

Priklad 13

spojitost f,(z) + spojitost limity f(z) + kompaktny interval [a,b]
¥

rovnomerna konvergencia postupnosti (1)

Postupnost spojitych funkcii f,(z) = 2™ — 2?" konverguje bodovo na kom-
paktnom intervale [0, 1] k spojitej limitnej funkecii f(z) = 0. Napriek tomu
tato konvergencia nie je rovnomerna na [0, 1], ako sa o tom mozeme lahko
presvedcit stanovenim ¢iselnej postupnosti

an = sup |fo(z) — f(z)] = sup [2" — 2.
z€[0,1] z€[0,1]

Vyraz 2" — %" je spojitou funkciou na kompaktnom intervale [0, 1]. Z Weiers-
trassovej vety diferencidlneho poc¢tu funkcii jednej realnej premennej potom
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vyplyva, Ze uvedené suprémum prechidza na maximum (dobre si to premys-
lite :)). A nakolko z" > z?" pre kazdé z € [0,1] (i toto si dobre premyslite
1)), dostavame

1
a, = max (x” — x%) =1 pre kazdé n € N.

Teda lim,,_, a, = ;11 # 0, a preto sa nejednd o rovnomerni konvergenciu.

Na druhej strane, postupnost spojitych funkcii f,(z) = 2" — 2™"! kon-
verguje tiez bodovo na kompaktnom intervale [0, 1] k limite f(z) = 0. Tato
konvergencia je vSak rovnomernd na [0, 1], kedZze plati

1 1
n__ n+1\ __ . n—o0
™) (1+4)" n+1 — !

su n\T) — T)| = max (T =
s 17afe) = £(2)] = s (

(podrobnosti si premyslite samy ;)).

Priklad 14

nespojitost f,(r) + spojitost limity f(z)
¥

nerovnomerna konvergencia postupnosti (1)

Postupnost nespojitych funkcii f,(x) = x(z)/n, kde x(z) je Dirichletova
funkcia (x(x) = 1 pre x € Q a x(z) = 0 pre z € R\ Q) konverguje na R
bodovo k spojitej limitnej funkcii f(x) = 0 (samy sa presvedcte :)). Tato
konvergencia je i rovnomerna na celom R, pretoze plati

sup [ fo () — f(2)

z€R zeR T n

(i toto si samy dobre premyslite :)).
V dalsich dvoch prikladoch budeme testovat nasledujtce tvrdenie.

ZAamena limit
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Nech postupnost (1) konverguje rovnomerne na mnozine Z \ {zo} (Z je
interval) k limitnej funkcii f(z). Nech dalej pre kazdy index n existuje limita
lim, ., fn(x). Potom i funkcia f(z) ma limitu v bode zy a plati

lim f(z) = lim [lim fn(x)} = lim {lim fn(m)]
T—T0 T—x0 Ln—oo n—oo | T—xo
————— g |,

toto je f(x) zédmena limit

Priklad 15
V Priklade 2 sme ukézali, Ze postupnost
1

fnlx) = 1+ nz’

z € [1,00),

konverguje rovnomerne na intervale Z = [1, 00) k limitnej funkcii f(z) = 0.
Polozme g = 2. Zrejme postupnost {f,(x)} konverguje rovnomerne i na
mnozine Z \ {zo} = [1,2) U (2,00) k limite f(z). Okrem toho pre n € N
mame

1 1
lim f,(z) = li = :
A ) = T T T

Podla vyssie uvedenej vety teda i funkcia f(z) mé limitu v bode xy = 2 (¢o
je v tomto pripade zrejmé :)) a plati

lim [lim fn(w)] = lim {lim

Tz Ln—oo z—2 [n—oo 1 + nx

1 = 1lim 0 = 0,

r—2

lim {lim fn(x)] = lim {lim

1
= lim =0
n—oo | z—xo n—oo |z—2 1 + nx n—oo 1 -+ 2n

Priklad 16
Na druhej strane, funkciondlna postupnost

fulz) = 2", r € R,

konverguje iba bodovo na [0, 1) k limite f(x) = 0, nie v8ak rovnomerne, ako
sme dokazali v druhej casti Prikladu 1. Hoci pre zy = 1 plati

lim f,(z) =limaz" =1 pre kazdy index n,
T—x0 x—1
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a funkcia f(z) ma (jednostrannu zlava) limitu v bode zy = 1 (s akou hodno-
tou? :)), nemdzeme zamenit limitovanie

lim [lim fn(x) = lim | lim z"| = lim 0 =0,
Ty n— 00 i r—1— x%_[aj) z—1—

nﬁm — n— o0 17 n— o0
T, 1 zepy L7 I ze1)

lim llim fo(z)| = lim {lim 2" = lim 1=1

Pri¢inou tohto vysledku je skutoénost, Ze dana konvergencia nie je rov-
nomernd na [0,1) (v tomto priklade berieme vo vysSie uvedenom tvrdeni
Z=0,1]).

Dalsou vyznamnou vlastnostou rovnomerne konvergentnych funkcional-
nych postupnosti je zdmena limitovania a integracie.

Zamena limity a integralu
Nech postupnost (1) konverguje rovnomerne na mnozine Z k limitnej
funkcii f(z) a nech [a,b] C T je uzavrety interval. Nech pre kazdy index n je

funkcia f,,(z) integrovatelna na [a, b]. Potom i funkcia f(x) je integrovatelna
na [a, b] a plati

/b f)de = /b [lm fu@)] dr= [ () d

n—oo n—oo b
toto je f(x) zdmena limiz; a integralu
Priklad 17
Funkcionalna postupnost
folz) = 2n%z - e z € [0, 1],
konverguje bodovo na intervale Z = [0, 1] k limitnej funkcii f(z) = 0 pre

kazdé x € [0, 1] (samy overte :)). Kazda z funkcii f,(x) je spojita na [0, 1], a
teda i integrovatelna na [0, 1], pricom

1 1 1
/ fo(z)de = / o’z eV dr = [—e_”za’j} =1—e",
0 0

17



Zrejme integrovatelnd na [0, 1] je i limitna funkcia f(x). Napriek tomu ne-
funguje zamena limitovania a integracia

/ba Digofn(x)} dx:/olodxzo,

lim [ fufw)de = lim (1-e") =1,
n—oo b n—oo

Dovodom tohto zyhania je fakt, Ze postupnost {f,(z)} nekonverguje rovno-

merne na intervale [0, 1] (pokuste sa to dokazat :); inSpirujte sa postupom v

Priklade 11 a vyuzite pozorovanie f,(1/n) = 2n/e pre kazdé n € N).

Priklad 18
Podobne postupnost

nx

“Trae el

()

konverguje iba bodovo na intervale [0, 1] k limitnej funkcii f(z) = 0, nie vSak
rovnomerne (samy ukazte s vyuzitim f,(1/n) = 1/2 pre kazdy index n). V
tomto pripade je vSak mozné zamenit limitu s integralom, nakolko

1 1 nT 1
/ [ lim fu(a)] dx:/ [lim ﬁ] dx:/ 0de =0,
0 n—00 0 n—>ool—|—ngj 0

1 1 In(1 2,.2\71
im [ fu@)de— lim [ —"% _dp— fim | RO
n—oo J n—oo J 1+n2x2 n—00 2n 0
2
_ g A%
n—o00 2n

Tento vysledok ukazuje, Zze podmienka rovnomernej konvergencie postupnosti
(1) je postacujtcou, nie vSak nutnou podmienkou na vzajomni zdmenu limi-
tovania a integracie.

Priklad 19
Vypocitajme limitu
. L cosa™
lim
n—oo J n2
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Riesenie:
Funkcia f,(z) = 4= sice m4 pre kazdy index n primitivnu funkciu na
intervale [0, 1] (preco? :)), avSak nie je mozné ju vyjadrit pomocou elemen-
tarnych funkcii (jednd sa o tzv. vyssiu transcendentni funkciu). Uvedeny in-
tegral preto nevieme priamo vypocitat. Podvedome teda ocakdvame, ze bude
mozné zamenit limitovanie s integraciou. V tomto pripade totiz dostaneme

1 n 1 n 1
) CoS T ) coS T
lim dr = lim dr = Odz =0,
n—oo Jq n2 0 " n? 0

pretoze lim,,_, Coflfn = 0 pre kazdé x € [0, 1] (samy ukézte :)). Je vSak nutné
overit, ¢i je skutofne mozné takato zdmenu previest. Postupnost {f,(x)}
konverguje rovnomerne na [0, 1] k identicky nulovej funkeii, nakolko plati

cos "
2

|cos z"| < 1 e

- — 0

0 < sup

z€[0,1] n

—0‘ = sup — <
z€]0,1] n n

(dobre si to premyslite ;)). Nas intuitivny vypocet bol preto korektny.

Vsetky vlastnosti rovnomerne konvergentnych funkcionalnych postupnosti
zostavaju v platnosti i pre rovnomerne konvergentné funkcionélne rady, ako
ukazuje nasledujuci priklad.

Priklad 20
Ukézme, zZe pre dané r € (0, 1) funkcionalny rad

o0

g r" cosnz

n=0

bodovo konverguje na celom R k spojitému stctu s(z), a stanovme hodnotu
integralu fo% s(x) dz.

Riesenie:
Z vlastnosti trigonometrickych funkcii vyplyva, ze pre kazdé x € R a pre
kazdy index n plati nerovnost |r" cosnz| < r". A kedZze ¢iselny geometricky
rad Y r" konverguje (preco? :)), podla Weierstrassovho kritéria rad v zadani
prikladu konverguje rovnomerne na celom R k svojmu suctu s(x). Funkcia
s(z) je teda definovana pre kazdé redlne cislo x. Nakolko ¢leny f,(z) =
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r™ cosnx su spojité funkcie na celom R, rovnomerna konvergencia zarucuje
i spojitost funkcie s(x) na R (vS8imnime si, ze kolko vlastnosti sme o funkcii
s(z) uz zistili, hoci vobec nepozname jej explicitny predpis :)). Pre hladany

integral plati
2m 2m 0
/ s(z)dx = / [Z r™ cos nx] dz.
0 0

n=0
Skutocnost, ze dany funkcionalny rad konverguje rovnomerne na celom R,
umorziiuje zamenit poradie integricie a sumacie v poslednom vyraze (dobre
si to premyslite ;)). Potom mame

2 & 2m
/ s(z)dr = Z / r" cosnz dz.
0 —Jo

Integraly v poslednej rovnosti vypocitame Tavou-zadnou :) (v pripade favdkov
pravou-zadnou ;)). Samy ukazte, ze plati

2w 2r, n =20,
/ r"cosnrdr =
0 0, n>1.

Pre hodnotu integralu v zadani prikladu teda dostavame fozﬂ s(z) dz = 27.

Pri funkcionalnych postupnostiach a radoch je mozna i zamena limitova-
nia a derivovania.

Zamena limity a derivacie

Nech postupnost (1) bodovo konverguje na otvorenom intervale Z k li-
mitnej funkeii f(x). Nech pre kazdy index n mé funkcia f,(z) derivaciu na
7 a nech postupnost {f/(z)} rovnhomerne konverguje na intervale Z. Potom
i funkcia f(x) mé deriviciu na Z a plati

Fey=lim @] =l
ox

zamena limity a derivacie
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Priklad 21
Postupnost funkeii

ful2) = 2 + ——————22, reR,

bodovo konverguje na celom R k limitnej funkcii f(z) = 22 (samy overte :)).
Funkcie f,(z), n € N, ako aj f(z) st zrejme diferencovatelné na R, pricom

fi(x) =2x + cosn (:B + g) pre kazdé x € R a kazdé n € N.

Okrem toho postupnost {f,(z)} konverguje rovnomerne k f(x) na celom R
(samy ukézte :)). Napriek tomu vSak méme

[lim fn(ff)]/ = [hm (a:2 + w)

n—00 n— o0 n

lim f/(z) = lim <2x + cosn (a: + z)) = neexistuje.
n—oo

n—00 2

Doévodom je fakt, ze postupnost derivacii { f/ (x)} nekonverguje rovnomerne
(dokonca ani bodovo, ako ukazuje posledny vyraz) na ziadnom otvorenom
intervale v R.

Priklad 22
Funkcionalny rad

> sin nx
—1)ntt

konverguje rovnomerne na intervale (—o0, 00). Vyplyva to z Weierstrassovho
kritéria (pokuste sa zdovodnit samy :)). Konverguje teda i bodovo vSade na
(—00,0). Cleny tohto radu majt zrejme derivaciu (podla premennej z) na
celom (—o0, 00), pricom odpovedajici rad derivacii

o0 . !/ o0
SN nax cosnx
_1 n+1 e — _1 n+1 el
> [( e S ] >

tiez konverguje rovnomerne na intervale (—oo, 00) (opét podla Weierstrassa
:)). To znamena, ze rad v zadani prikladu mozno derivovat ¢len po ¢lene, t.j.,
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pre kazdé realne ¢islo x plati identita

n=1 n=1 n=1

Priklad 23
Na druhej strane, rad funkcii

>, sin 2"x
> %

n=0

konverguje sice rovnomerne na celom R (samy overte podla Weiestrassa :)),
avsSak prislusny rad derivacii

5[] s

n=0

diverguje pre kazda volbu premennej x. Pre limitu lim,,_,, cos 2"z totiz plati

1, xz =0,
lim cos 2"z = o
n—00 neexistuje, x # 0,

a teda pre kazdé x € R je porusena nutna podmienka konvergencie radu. V
tomto pripade preto mame

on 2"
(Z sin 37) ” Z [sm a:} pre kazdé redlne ¢islo x.

n=0

Poznamenajme, Ze derivacia suctu radu v zadani prikladu ani nemusi exis-
tovat (z rovnomernej konvergencie vieme iba to, Ze tento stcet je spojitou
funkciou na celom R).
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Neriesené priklady

1. Najdite limitna funkciu a obor konvergencie danych postupnosti. V
prikladoch a), b), ¢), d) a g) uréte aj typ konvergencie.

a) fu(2) = 5=, = €0,1]
c) fu(z) =sinZ, xecR

e) fn(x):n-<x%—1>, reRY

Y

n’x,

sin nx

Jn relR

b) fulz) =

n

d) fulz) = 15, =€ R\ {1}

f) fal)=(1+%)", zeR

ve [-L—]ulp1],

re(~11).

n’n

2. Stanovte obor a typ konvergencie danych funkcionélnych radov.

a) Y0 e zeR
) Yoot xel-11]
) Yoo 2"tggr, TER
g) Yoo, simr g eR
i) EZOZI Wlnz, zeR
k) > T € Ry
m) 3.7, ﬁ#, reR

b) >, (H-Lz)nv v e R\ {-1}
d) Y02, 232?, r €R

f) >0 (3—2%)" zeR

h) ZZ‘;I m, zeR

i) 2o ns(lfbﬁf), reR

1) Z,io:l n%, reR

n) >0, 5}%, r €R.

3. Pomocou Dirichletovho kritéria dokazte, ze dané rady konverguju rov-
nomerne na uvedenych intervaloch k svojim stic¢tom.

2) an—kl’

n

n=1

xe[-rr], re(0,1)

23



=~ sinz - sinnzx
Z z € (—1,00)

vn—+x

n=1

o)
sinnx

€r,2n—r], re(0,m).

n=1

G
Z\/Tﬂ x € [0, 00).

Priklad d) sa pokuste vyriesit i pomocou Abelovho kritéria :).

4. Ukéazte, ze dané funkcionalne postupnosti nekonverguji rovnomerne na
intervale [0, 1], ale napriek tomu plati rovnost

lim fn( )da = /01 [lim fn(x)] dz

n—oo n—oo

2

W e =me- (L)) fule) =
0. we[0.4]0 [ 1].
C) fn(x):
Lore (o).

5. Ukéazte, ze funkcionalna postupnost f,(z) = nz -e sice konverguje

bodovo na intervale |0, 1] k svojej limitnej funkcii, ale

lim fn z)dx # /01 L}ggo fn(x)] dx

n—oo
Co je pri¢inou tohto Vysledku? )

6. Overte, Ze postupnost funkeii
arctg ™
fn(x):—g , r€ER
n

konverguje rovnomerne na celom R k svojej limitnej funkcii f(x), avSak
/(1) # lim, o f}(1). Toto pozorovanie i zdévodnite :).
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7. Dokazte, ze stcet s(z) funkcionalneho radu

io: COS NT
— n(n+ 1)

je spojitou funkciou na celom R.

8. N4jdite hodnotu urcitého integralu fliln; f(z)dz, kde

flz) = Zn ce "
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