Priklady na precviéovanie — limita a spojitost funkcii
viac premennych

Nasledujuce riesené priklady ilustruju zakladné techniky vypoctu limit
funkcii viac premennych. Obzvlast vyuzivame

e dosadenie,
e vhodni tpravu (na odstranenie neurcitého vyrazu),

e substittciu (véic¢sinou vedie na vypocet limity funkcie jednej premen-
nej),

e polarne (sférické) suradnice v pripade vlastného, resp. nevlastného li-
mitného bodu.

Riesené priklady
Priklad 1 (dosadenie)

lim 222 + Ty — 32+ 5).
(z,y,z)—>(1,3,1)( y )

Riesenie:
Za x,y, z jednoducho dosadime stradnice prislusného limitného bodu

lim  (22*+ 7y —32+5)=2+21—-3+5 = 25.
(z,y,2)—(1,3,1)

Priklad 2 (substittcia, iprava)

. 2—4—xy
lim ————=.
(z,y)—(0,0) zy

Riesenie:
Zavedenim substittcie t = zy prevedieme predlozent tlohu na vypocet limity



funkcie jednej premennej ¢t. Naviac, ak * — 0 a y — 0, potom zrejme ¢t =
xy — 0-0 = 0. Preto po zavedeni danej substiticie mame
) 2—4—zxy . 2—4—t
lim @ ———= =Ilim ———.
(z,y)—(0,0) Ty t—0 t
Nakolko v poslednej limite nastéva neurcitost typu g (samy overte :)), vy-
koname vhodnu upravu — limitovany zlomok napriklad rozsirime vyrazom

2 4+ v/4 — t. Postupne dostavame

gy 2-VASE L 2-VASD 2HVASD) t
11 ———— = l1m = 11m ———-F
=0 1 -0 t(2+vA—1) =0 ¢ (24 4 — 1)
I 1 1
= ]1m — = —
=0 244 —t 4

(samy overte detaily vypoctu ;)). Limita v zadani prikladu mé teda hodnotu

. 2—4—xy 1
lim ——m——=-—.
(2,y)—(0,0) Ty 4
Priklad 3 (aprava)
22— 2

lim )
(2y)—>(2,2) 22 — 3y + 3z — xy

Riesenie:
Vidime, Ze opit v predloZenej limite nastava neurcitost typu % (samy overte
:)). To vsak znamena, Ze ¢itatel i menovatel limitovaného zlomku vieme ako
polynémy rozlozit na sucin, konkrétne

2? —y? i EmwEty)

z+y 4

li = li =_.
(;c,y)lin(zz) 22 — 3y + 3z — ay (x,y)11>n(2,2) (r —y)(x+3) (z,y)lgl(zz) z+3 5



Priklad 4 (substittcia)

TR )
@00

Riesenie:
Jedné sa zrejme o neurcitost g. Namiesto premennych x, y budeme uvazovat
premenné t,y, kde t = xy. Nakolko (x,y) — (0,0) a a € R, nové limitna
podmienka mé tvar (t,y) = (zy,y) — (0-a,a) = (0,a) (samy si dobre
premyslite ;)). Pévodnu limitu v zadani prikladu sme teda zavedenim novej
premennej ¢ transformovali opit na limitu z funkcie dvoch premennych. Novi
limitu vsak vieme lahSie vypocitat, pretoze

. . -
lim sin(ry) lim sin(zy) lim Sli~y:1-a:a ).
(@y)=(0a) T (z,9)=(0a)  TY (ty)—=(0a) 1

Priklad 5 (substittcia)

. te ( (x—4>2—y2).

(:E,y)—)(4,0) 1'2 (]j — 4)2 — y2

Riesenie:
Uvaha je podobné ako v predchadzajiicom priklade. Nastava neuréitost typu
g. Namiesto premennej y zavedieme novi premennt ¢t = +/(x — 4)% — 32,

ktora zrejme spliia t — 0 (samy si premyslite jednotlivé argumenty :)). Potom
dostanavame

tg < (z—4)* - y2> , te ¢ 8t 1
= _— m —_— . —
@y)—10) x2\/(x — 4)2 — 12 (@t)>(40) 22 ()40 t  a?
int 1 1 1 1
— hm T 1. —
(zt)—(4,0) ¢t  cost x2 16 16



Priklad 6 (polarne suradnice, tprava)

, 1 — cos (z* + y?)
lim
(@y)=(00) (22 4 y?) x%y?

Riesenie:
V limite v zadani prikladu nastéva neurcitost 3 (samy overte :)). Zavedieme
polarne suradnice p, ¢ v okoli limitného bodu [0, 0], t.j.,

T =pcosy, Y= psine.
Predlozena limita potm nadobudne tvar

. 1 —cosp2 1 —(:osp2 1
lim = lim . .

p—0t prsin?pcos?p  po0t P

sin? o cos? @

(samy overte detaily ;)). Vyraz obsahujici p mdzeme upravit takto

1—cos p?
2 P’ 2
1—(3osp2_281[l 9 1 sin2p—22_1 sin%
p4 p4 2 <§>2 2 %2

(samy si pozorne premyslite jednotlivé kroky :)). Po dosadeni méame

1 — cos p?

. p2 2
) ) sin & 1 1
lim —5 = lim 5 s = — ,
po0t ptsin” pcos® ¢ poot \ L 2sin“pcos?p  2sin® pcos? ¢

nakolko vyraz v zatvorke konverguje k 1 (i toto samy overte ;)). Vysledna
limita teda zavisi na uhle ¢, a preto neexistuje.

Priklad 7 (sférické stradnice)

lim @ ——
(%,y,2)—(000) T + Yy + 2

Riesenie:
Opit mame neurcitost typu 8. Zavedenim sférickych stradnic ukézeme, Ze
predloZend limita neexistuje. Poznamenajme, %e ak bod A € R?® m4 karte-
zidnske stradnice x,y, z, potom jeho sférické stiradnice p, ¢, # st definované
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p — dizka tsecky spajajica bod A so zadiatkom suradnicového systému
O,r >0,

¢ — uhol (orientovany), ktory zviera priemet usecky OA do roviny zy
s kladnym smerom osi z, ¢ € [0, 27),

0 — uhol (orientovany), ktory zviera tisecka OA s kladnym smerom osi
z, 8 €[0,n].

Platia takéto rovnosti
xr = pcospsinf, y=psinpsinfd, z=pcosf

(pokuste sa samy overit pomocou vhodného obréazku :)). V nasom pripade
mé limitnd podmienka tvar p — 0%, takze
x p cos psin f

lim —— = lim - : -
(z.y,2)—=(0,00) T+ Yy + 2 p—=0+ pcosysinf + psinpsiné + pcosd

cos ¢ sin 6 cos ¢ sin 6

im = :
p—0+ cossinf 4+ sinpsinf + cosf  cos psin 6 + sin psin 6§ + cos §

Vysledna limita zavisi na uhloch ¢, 8, ¢o signalizuje, ze neexistuje.

Priklad 8 (polarne stradnice, Gprava, veta o dvoch policajtoch)
lim (22 + )"V,
(Iyy)—>(070)( v)

Riesenie 1 (poldrne suradnice):
Jedna sa o neurcitost typu 0°. Vykondme vhodnt tipravu
m (2427 = lim W) e Too” Y M)
(z,)—(0,0) (z,y)—(0,0)
(v poslednom kroku sme vyuzili spojitost exponencidlnej funkcie :)). V po-
slednej limite teraz zavedieme polarne stradnice na okoli bodu [0,0], t.j.,
x = pcosy ay = psin p. Postupne dostaneme

hm 3]‘2 2111 1'2 2 = hm 4Sin2 C0S2 hl 2 — hm 411,1 AN Sin2 COSQ
o Y (22 + %) Jim p*sinp cos”pln p* = lim, (p*Inp?) - (sin*p cos®p)
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(samy overte detaily vypoctu ;)). Limitu z ¢asti p* In p? vypoditame po mensej
uprave napriklad pomocou I’Hospitalovho pravidla, konkrétne

Inp 0
li flnp? =2 li Alnp=2-li = |—=, 1V'Hospital
oot PP oo PP T A T o ospria
2 1
=2 1i L —_——.lim p*=0.
pl>I(I)1+ —% 2 pirél“'p

Pre kazda hodnotu uhla ¢ € [0,27) teda plati rovnost

lim (p4 In p2) . (sin2 ¢ cos® gp) = 0.

p—0t
Tato konvergencia je naviac rovnomerné vzhladom na ¢, nakolko plati
|(,04 lnpz) . (sin2 ¢ cos? gp) — 0‘ < ‘p4 lan‘ . |sin2 ¢ cos® g0| < |,04 lan‘
—_———
<1

a vyraz |p*Ilnp?| — 0 pre p — 07, ako sme ukézali vyssie (samy si dobre
premyslite :)). Preto limita

li 41 2\ . c 2 2 — li 2 21 2 2
pg& (p*Inp?) - (sin® ¢ cos® p) (a:,y)ILI%O,O)x v In(z” + y%)

existuje s hodnotou 0. Z toho pre limitu v zadani prikladu na zaklade avod-
nych tprav ihned vyplyva
lim (2% + )"

=’ =1 ).
(2,y)—(0,0)

Riesenie 2 (uprava, veta o dvoch policajtoch):
Limita v zadani prikladu sa d& stanovif i pomocou vety o dvoch policaj-
toch pre funkciu jednej premennej :). Je vSak potrebné si najprv premysliet
niekolko skuto¢nosti. V prvom rade budeme potrebovat nerovnost

2lzy| < 2% + o2

Jej dokaz nechdvame na citatela (napriklad pomocou ocividnej nerovnosti
0 < (Jz] — |y|)? :)). Dalej plati |zy| = \/22y? (samy overte ;)). Preto mame

9. ($2y2)§ < 2242
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Konvergencna podmienka v predlozenej limite hovori, Ze sa s bodom [z, ]
blizime do bodu [0, 0]. To znamend, Ze vzdialenost \/x? + y? konverguje do
nuly (samy si pozorne premyslite :)). Od istého okamihu bude teda splnena

nerovnost
Va4 <1l <= 2*+¢42<1

(i toto si samy dobre premyslite ;)). Kombinaciou poslednych dvoch nerov-
nosti dostaneme .
2- (2%y?)2 <2yl <a?+y* <1

Néslednim umocnenim na kladny vyraz x2y? ziskame

2,2

2@ @ty <1
4
1

97y [(nyz)ﬁyQ} 2 < (xZ +y2)12y2 <1.

No a teraz aplikujeme vetu o dvoch policajtoch :). Vonkajsie vyrazy poslednej
nerovnosti totiz konverguji do 1, nakolko lim(, ;)00 1 =1 a

N|—=
N|—=

lim 2% . [$2 2 xzy?} — lim 2. lim [ﬁ 2 x%ﬂ}
(xvy)ﬁ(ovo) ( y ) (w,y)—)(0,0) (x7y)—>(070) ( y )

N|=

=2 | lim (22 2332?/2] —90 .15 — 1.
Lm)ﬁ(ovo)( v)

V poslednom kroku sme vyuzili limitu funkcie jednej premennej

lim t' =1,
t—0t+

pomocou substittcie t = x?y? (samy overte jednotlivé argumenty :)). Podla

vety o dvoch policajtoch potom i prostredny vyraz v poslednej nerovnosti
musi konvergovat do 1. Preto dostavame

lim (22 +¢2)"Y =1 ).
(z,y)%(0,0)( v) )



Priklad 9 (aprava)

T

1\ =ty
lim <1 + —) , a€clR.
(z,y)—(0,a) xT

Riesenie:
Nastéva zrejme neuréitost typu 1=. Pomocou Gpravy
1\
lim 1+ — )
(z,y)—(00,a) x

vidime, Ze vyraz v hranatej zatvorke konverguje k Eulerovmu ¢islu e (samy

overte :)), kym limita exponentu je
1

T .
= lim
(z,y)—(c0,a) 1 +

=1.

8 |

lim
(z,y)—(c0,a) T + Yy

Pre hladant limitu teda plati

1 acL«Ey 1 z+y
lim (1+—) = lim 1+ - =e =e.
(z,y)—(o0,a) z (z,y)—(o0,a) T
Priklad 10 (tprava)
2?2
fim (%)
(z,y)—(00,00) \ T% + Y
Riesenie:
Méme neurcitost typu (%)OO Vyuzijeme odhad
0< |- | <L
2 +y?| T2
Tato nerovnost vyplyva z vypoctu
2
0 < (lz[ =y,
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0<a2®+y*—2[z|-|yl,

2lz] - Jy| < 2* + ¢,

2] - |y 1 2 2
< = 0
L *+y” #0,

0<|- <1

Ty T2

Dalej dostavame

[Ez 2?2

0< |2 _ < (1

— I\ 2%+ y? —\2

U

Avsak

1 X
lim — =0,
(z,y)—(00,00) <2 >

takze podla vety o dvoch policajtoch méame

x2 22
W) =0 = im (-2} =0
1'2 + y2

(z,y)— (00,00) 2 + y2
(samy si premyslite platnost poslednej implikacie ;)).

lim
(%,y)—(00,00)




Priklad 11 (polarne stradnice)

r+y
2

lim
(@,y)—(c0,00) T — XY + Y

Riesenie:
Méme neurcitost typu 2. Zavedieme polarne stiradnice v okoli bodu [0, 0]

T =pcosy, y=psing,

pricom konvergen¢na podmienka teraz bude p — oo a ¢ € (0, g) pre body
roviny s dostato¢ne velkym p (samy si to dobre premyslite pomocou vhodného
obrazku; zaujimaju nas body roviny s velkym kladnym x a s velkym kladngm
y :)). Po dosadeni dostaneme

pCOS Y + psin @ 1 cosy+sing

lim = lim - -

=0
p—oo p2cos? o — p2cospsing + p2sin®p  pooo p 1 — cossing

pre kazdi hodnotu uhla ¢ € (0,2) (samy overte :)). Treba este ukazat,
Ze tato konvergencia je rovnomernd vzhladom na ¢, t.j., potrebujeme zhora

ohranic¢it vyraz
1

p

p 1 —cospsinp

'1 cos ¢ + sin ¢ O‘

cos  + sin ¢
1 —cospsinp

niec¢im, ¢o nezavisi na uhle ¢ a konverguje do nuly pre p — co. Bolo by teda
fajn ohranic¢it zhora zlomok

cos ¢ + sin ¢
1 —cospsing|

To znamend ohrani¢it jeho Citatel zhora a jeho menovatel zdola (samy si
premyslite ;)). Plati

| cos ¢ + sin p| < | cosp| + |sinp| < 2.
Dalej mame
1
cos (psin p = 5sin2gp, —1 <sin2¢p < 1.

Platia teda nerovnosti )
5 < cospsing <

N | —
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Vykoname na nich teraz niekolko tprav

1 < L 1
—— < cos psin =
2 — 90 <70 — 27
1 S i S 1
— > —cos psin ——
2 —_ (p SD — 27
1 i 1
1+=->1—-cospsinp >1— —,
2 2
3 >1 i > 1
= — cos psin —.
2= PEY =5
Vyraz 1 — cos ¢ sin ¢ je teda kladny, a preto
1
|1 — cospsinp| =1 —cospsing > 5
Nasli sme teda ohranicenia
1
| cos ¢ + sin p| < 2, ll—cosgosing0|2§,
ktoré ihned implikuju nerovnost

cosp +singp | |cosy +sin g < 2
1 —cospsinp| |l —cospsing| — 1/2
Potom dostavame odhad

cos  + sin ¢
1 —cospsing

‘1 cos  + sin _0'_ 1

;'1—Cosg0sincp ;

‘ 4
< -,
p

Okrem toho lim ¢ = 0, ako sme si zelali. Preto limita v zadani prikladu
pP—00

existuje a plati
lim _ Tty =
(,y)—(00,00) T2 — TY + 1>

Priklad 12
Uréme body nespojitosti funkcie

2 + 3y

floy) = 5— 3
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Riesenie:
Kedze funkcia f(z,y) je poskladané z elementarnych funkcii, bude nespojita
prave v bodoch, v ktorych nie je definovand, t.j. vSade tam, kde plati rovnost
2? — 3y = 0. MnoZina bodov nespojitosti f(z,y) je teda graf funkcie y = %

Priklad 13
Néjdime body nespojitosti funkcie

Sy [,y # 0,0,

0, [z,y] = [0,0].

fx,y) =

Riesenie:
Zrejme jediny problematicky bod je [0,0]. Pozrieme sa na limitu funkcie
f(z,y) v tomto bode. Plati

. . Ty
lim r,y)= lim ———.
(z,9)—(0,0) f( y) (z,y)—(0,0) 22 4 y?

Zavedenim polarnych suradnic v okoli [0, 0] dostaneme

. Ty . pPcossingp
lim ——— = lim —————

= = lim cos psin ¢ = cos psin .
(z,y)—(0,0) x? + y2 p—0t p ¥ % 2 (Y2

p—0t
Vysledna limita zavisi na uhle ¢, preto f(x,y) nema limitu v bode [0, 0].
Teda funkcia f(z,y) nie je spojitd v [0, 0], vSade inde je spojita (preco? :)).

Pri pocitani limit z funkcii viac premennych sme vécsinou uvazovali situ-
aciu typu
lim [...],
(z,y)—(a,b)
t.j., premenné x,y sa sucasne a nezavisle blizia k c¢islam a,b. Niekedy sa
vyskytne situdcia typu (tzv. opakované alebo tiez dvojndsobné limity)

lim [lim[...]} . resp. lim [lim[...]] ,

r—a |y—b y—b Lrz—a
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t.j., premenné x,y sa opit nezavisle blizia k ¢islam a, b, ale nie sicasne —
najprv sa pohybujeme s premennou y, a az potom sa pohybujeme s pre-
mennou x, resp. naopak. Tato drobnd odlisnost moze dramaticky zmenit
charakter pocitanej limity.

Priklad 14
Vypocitajme limity

y 22y

im ,

(2)—=(00) 222 + (v — y)?
2,2

lim |lim Ty ,

=0 |y—0 22y? + (v — y)?
2,2

lim |lim Ty .

y—0 [z—0 ,1‘2y2 —+ ({L’ — y)2

Riesenie:

Prva limita neexistuje. Odkial berieme podozrenie? Podozriva je ,nestro-
dost“ ¢lenov obsiahnutych v limitovanom vyraze. Clen z2y? je 4. radu, na-
proti tomu ¢len (z —y)? je iba 2. rddu a navyse sa vyskytuje iba v menovateli.
Ak by sme s premennymi konvergovali do +o00o, bolo by vSetko v poriadku,
nakolko ¢len 4. rddu by po istom c¢ase prevazil ¢len 2. rddu. AvSak my ideme
s oboma premennymi do nuly, takze dominantnym sa pre malinké x,y stava
¢len 2. radu — pokial iplne nevymizne. Poslednd poznamka je podstatna. Ak
budeme totiz cestovat po trase y = z (to iste modZeme, nakolko tato trasa
lezi v definiénom obore limitovaného vyrazu pre z,y # 0), dominantny ¢len
(r — y)? vymizne a dostaneme limitu

1‘4

lim — = 1.
x—0 1’4

Ak vsak pojdeme po ceste 2y = = (opidf mozeme), ¢len druhého radu nevy-
mizne a vyrazne tym zamieSa karty

. 4y* AP

lim ——— = lim =

y—0 4yt + y? =0 412 + 1

Tym sme nasu domnienku o neexistencii prvej limity potvrdili :).
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Druh4 limita sa vypocita tak, Ze premenna z ,lubovolne zafixujeme“ a
vypocitame

ako limitu jednej premennej y (x chdpeme ako konstantu). Této limita exis-
tuje, kedze

Nésledne tento vysledok limitujeme podla x

im0 = 0.

z—0

Teda

2,2
lim |lim ————2 —0.
20 |y=0 22y? 4+ (x — y)?

Situéacie dopadne podobne aj v pripade tretej limity, nakolko premenné z,y
vystupuju v limitovanom vyraze symetricky, t.j.,

2,2
lim | lim Y — 0.
y—0 |20 22y? 4+ (x — y)?

Zistili sme teda, Ze napriek tomu, Ze limita z danej funkcie neexistuje, obidve
opakované limity existuji a dokonca sa rovnaju :).

Priklad 15

Stanovme limity
) 11
lim (x4 y)sin —sin —,
(2,4)—(0,0) T Y

1 1
lim {lim(x + y) sin — sin —} ,

z—0 | y—0 €T Yy

. . .1 1
lim [lim(z + y)sin —sin—| .
y—0 [x—0 x Yy
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Riesenie:
Prva limita existuje, nakolko sin(1/z)sin(1/y) je ohrani¢ena funkcia a vyraz
x + y konverguje do nuly. Preto

1 1
lim (r+y)sin—sin— =0
(,9)—(0,0) x Y
(samy overte :)). AvSak ani jedna z dvojndsobnych limit vSak neexistuje.
Uvazujme napriklad limitu

s |
lim (lim(z + y)sin —sin—| .
z—0 | y—0 €T Yy

Premennt = zafixujeme. Potom

: 1 1T 11 11
lim(x 4 y) sin — sin — = lim | 2 sin — sin — + ysin —sin — | .
y—0 x y y—=0 x Y x Y
Druhy séitanec konverguje do nuly (sinusovad ¢ast je ohrani¢ena, y — 0).
Limita prvej ¢asti neexistuje (sin(1/y) nema limitu pre y — 0). To znamena,
Ze ani celkova limita neexistuje.
Mozno sa zda, Ze je nutné zafixovat také x, aby limita

. 11

lim x sin — sin —

y—0 x Yy
existovala a potom bude v8etko v poriadku :). Iste také x existuje, napriklad
T = % Treba si vSak uvedomit, o ¢o tu v skutoc¢nosti ide. MoZno to prirovnat
k akejsi Stafete :). Prvé vystartuje y a po dobehnuti (v nasom pripade do
bodu 0) odovzda svoj kolik (t.j. vysledok svojho limitovania) premennej .
Preberanie kolika musi prebehnif za akychkolvek podmienok — premennd y
musi byt schopna odovzdat svoj kolik po prebehnuti kaZdej dostupnej trasy a
pri kaZdej dostupnej pozicii premennej x. (dostupné trasa a dostupné pozicia
lezi v definiénom obore funkcie). Inymi slovami, limita podla y musi existovat
pre kaZdé zafixované x. Podobne, nech premennd x preberie kolik kdekolvek,
musi ho opif $fastlivo priniest do ciela (zas po kazdej pripustnej trase). V
nasom pripade je vSak premennd y tak nemozné, ze svoj kolik skoro vZdy
strati, t.j., kolik, teda vysledok po limitovani podla y, skoro nikdy neexistuje
:( (az na par vzacnych okamihov, ked ju premennad x ¢akd na vhodnych
poziciach, napr. x = %) Takze o nejakom zdarnom dopraveni kolika do ciela
nemoze byt ani re¢; premennd z nema ¢o priniest do ciela :-/. Preto uvedena
dvojnésobné limita neexistuje. Podobne je to i v pripade tretej limity (tam
zas zlyhéva premennd x so svojim kolikom :)).
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