Priklady na precvicovanie — diferencialy a Taylorov
polynom funkcii viac premennych

Riesené priklady

Priklad 1 (prvy diferencial)
Overme, 7e funkcia f(z,y) = 22y — 322y + yInx je diferencovatelna v bode
A =1,2] a ndjdime jej diferencial df(A,h, k).

Riesenie:
Pre parcidlne derivacie prvého radu funkcie f(z,y) plati

fi(z,y) :2y—6xy—|—y, f;(:v,y) =2r— 32 +Inzx
x
(samy overte :)). Funkcie f;(z,y) a f, (7, y) st spojité v bode A (i toto samy
overte ;)), a tak funkcia f(z,y) je diferencovatelnd v bode A. Nakolko f/(A) =
—6 a f,(A) = —1, pre jej prvy diferencial df(A, h, k) mame

Af (A, b k) = fL(A) - h+ fi(A) - k= —6h—k, [h k] € R

Priklad 2 (prvy diferencial)
Dokazme, Ze funkcia

2

B fay) # 10,0,

0, [:L‘,y] = [0’0]7

flx,y) =

je spojitd v bode [0, 0], parcialne derivacie f;(0,0) a f;(0,0) existujd, ale
f(z,y) nie je diferencovatelna v bode [0, 0].

Riesenie:
Pomocou transformacie do polarnych sturadnic x = pcosp a y = psing
zistime, ze plati

2

. . Ty
lim r,y)= lim ——
wwammf< ) (z,y)—(0,0) 22 4 y?

:O:f(ovo)
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(samy overte :)). Funkcia f(z,y) je teda spojita v bode [0, 0]. Parcialne de-
rivacie f;(0,0) a f,(0,0) uréime priamo z ich definicie, t.j.,

0) — £(0,0 280
£0,0) = lim LBV =SO0) e =8 0
z—0 rz—0 z—=0 x — z—0
02y
0,y) — £(0,0 #Zrez 0
f;(o,o):hmf(’y) J0.0) _ oy, P57~ 0o
y—0 y—20 y—0 Y — y—0

(samy si premyslite ;)). Preskimame teraz diferencovatelnost funkcie f(z,y)
v bode [0,0]. Kedze existujii parcialne derivéacie f;(0,0) a f;(0,0), skutoc-
nost, ze funkcia f(z,y) je diferencovatelna v bode [0, 0], znamen4, Ze funkcia
w(h, k) dand predpisom

w(h, k) := f(0+h,0+Fk)— f(0,0) = f,(0,0) - b — f,(0,0) - &

spliia limitnt podmienku limp, 1)—(0,0) \/W = 0 (samy si dobre premyslite

na zéklade definicie :)). V nasom pripade w(h, k) = f(h, k), t.j.,

- [h, k] # 10, 0],

h2+k-2 )

w(h, k) =
0, K =00
(samy overte vyuzitim vyssie uvedenych vypoctov ;)). Potom dostavame
: w(h, k) . h2k
lim ——=— = hm —3_
(k) =>(00) /B2 L k2 (hk)— 0) (h2 + k2)3

Posledné limita vSak neexistuje, ako sa mozno lahko presvedcit pomocou po-
larnych stradnic h = pcos¢ a h = psing (samy overte :)). To znamena, Ze
funkcia f(x,y) nie je diferencovatelnd v bode [0, 0].

Priklad 3 (prvy diferencial)
Ukazme, ze funkcia

flz,y) =¢(x) +(y), kde (t) =



je diferencovatelna v bode [0, 0], hoci parcialne derivacie f.(z,y) a f(z,y)
nie s spojité v bode [0, 0]

Riesenie:

Najprv overime existenciu parcidlnych derivacii prvého radu funkcie f(z,y)
v bode [0, 0]. Priamo z definicie a zo zadania prikladu mame

f/(0,0) — lim f(l‘,O) B f(o 0)

() £ 6(0) — [9(0) + 4 (0)]
z—0 x—0 z—0 x

= lim —I/J(x) —¥(0) = lim wsin g = lim x sin = =0,
z—0 €x x—0 €x z—0 x

£(0,0) = tim £10:9) = f(0.0)

o (0) + () = [0(0) + (0)]
y—0 Yy — 0 y—0 Yy

i Y@ —0(0) |y
y—0 Yy

y—0

(samy overte :)). Dalej vieme, Ze fakt, Ze funkcia f(z,y) je diferencovatelna
v bode [0, 0] znamen4, ze funkcia w(h, k) definovana

w(h, k) = f(0+ h,0 + k)

1
=limysin— =0
Yy Y

pre [h, k] € R? splita limitnt podmienku
w(hk) B(h) + k)
(hk)—(0,0) \/h? + k2 Vh? + k2
Platnost poslednej rovnosti dokdZeme pomocou vety o dvoch policajtoch :)
Podla definicie funkcie 1 (t) v zadani prikladu platia odhady

1um
(h,k)—(0,0)

Wb <2 k)| <K, [h k] € R?
(samy si premyslite ;)). Nésledne pomocou trojuholnikovej nerovnosti méme
<h2 <k2
‘w )‘ W( )HW( 1 h* + &
VETRE | S R

— 2 2
VT
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(samy overte :)). A kedze plati lim, x)—(0,0) VR? + k? = 0, podla vety o dvoch
policajtoch dostavame rovnost

b(h) + o (k) ORI
vV h? + k2 (h.k)=(0,0)  \/h2 + k2

(samy si pozorne premyslite :)). Funkcia f(z,y) je teda diferencovatelna v
bode [0, 0]. Avsak parcialne derivécie f; (v, y) a f,(x,y) nie st spojité v bode
[0,0]. Vyplyva to z nasledujtcich skuto¢nosti. Funkcia 1(¢) ma derivaciu na
celom R, pricom plati

(h,k)—(0,0)

2tsin%—cos%, t#£0,

0, t=0

(samy overte, pre t = 0 vypocitajte ¢'(0) priamo z definicie derivacie :)). Pre
Tubovolny bod [z,y] € R?\ {[0,0]} potom méme

1 1
2zsin o+ — cos ., x #0,

fel@y) =¢'(x) =
0, =0,

2y sin + — cos L, y # 0,
, , y y
fy(@y) =¢'(y) =
0, y=20
(i toto si samy dobre premyslite ;)). Z poslednych identit vSak vyplyva, zZe
funkcie f(z,y) a f,(7,y) nemaji limity v bode [0, 0]. Konkrétne, pre cestu
y = x dostavame
1

1
lim  fl(z,y) = lim <2x sin — — cos —) = neexistuje,
(z.y)—(0,0) z—0 x x

1 1
lim f/(z,y) = lim ( 2ysin — — cos — | = neexistuje
(z,y)—(0,0) fy( y) y—0 ( Y Yy y) !

(samy overte :)). Parcialne derivécie f,(z,y) a f,(z,y) preto nie st spojité v
bode [0, 0]. To ilustruje fakt, Ze spojitost parcidlnych derivacii funkcie f(z,y)
je len postac¢ujicou podmienkou jej diferencovatelnosti, nie v§ak nutnou pod-

mienkou (porovnaj s Prikladom 1 :)).
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Priklad 4 (dotykova rovina, normala)
Uréme rovnicu dotykovej roviny a norméaly ku grafu funkcie

flz,y) =2*+ 32> —ay+
v bode A =[1,0,7].
Riesenie:
Bod A lezi na grafe funkcie f(z,y), preto hodnota jeho tretej stradnice je
f(1,0) = 2 (samy si premyslite :)). Potrebujeme dalej stanovit prvy diferen-
cial funkcie f(x,y) v bode [1,0], kedZe hladané rovnica dotykovej roviny v

bode A m4 tvar
z— f(1,0) =df(1,0,h,k),

kde prirastky h =x — 1 a k = y — 0 = y. Postupne dostavame
fA(1,0) = 322 +3y* —y + 1|[1,0} =4, fy(1,0) = 6xy — [, 5 = —1.

Nakolko st parcidlne derivacie f;(v,y) a f,(z,y) spojité v bode [1,0] (samy
overte :)), funkcia f(x,y) je diferencovatelnd v bode [1,0] s prvym diferen-
cidlom tvaru

Graf funkcie f(z,y) teda ma v bode A hladani doykovy rovinu s rovnicou
z—2=4dr—-—y—4 — 4dor—y—2z2—-2=0.

Jednym z normélovych vektorov tejto roviny je napriklad n = (4, —1, —1)T
(koeficienty pri premennych z,y, z v poslednej rovnici :)). Parametrické vy-
jadrenie normaly ku grafu funkcie f(z,y) v bode A je preto dané

r=144t, y=—-t, z=2—-t, teR ).

Priklad 5 (dotykova rovina, norméla)
Uréme rovnicu dotykovej roviny grafu funkcie f(z,y) = 2z* — y?, ktora je
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rovnobezna s rovinou o : 8¢ — 6y — 2z — 15 = 0.

Riesenie:
KedZe parcidlne derivicie f,(z,y) = 4x a f,(z,y) = —2y sd spojité na ce-
lom R?, funkcia f(z,y) je diferencovatelnd na R? a teda v kazdom bode jej

grafu je existuje dotykovi rovinu (samy si premyslite :)). Nech o je hlfadana
dotykova rovina zostrojena v bode [z, Yo, f(Z0,y0)]. Potom zrejme

o0 : z— [(z0,50) = fr(z0,%0) - (¥ — w0) + fy(20,90) - (¥ — o)
3

fol@o,yo) - =+ fy(zo,y0) -y + (1) - 2+ [f(x0, y0) — fr(xo,y0) Zo — fy(x0,y0) Yo] =0

(samy overte ;)). Obzvlast, normalovy vektor 7y roviny oy ma tvar

77LO = (f;(xO)y0)7 f;($07y0)7 _l)T - <4I07 _290» _l)T

(i toto si samy premyslite :)). Na druhej strane, normalovy vektor 7 roviny
o jen = (8,—6,—1)T, a nakolko st roviny ¢ a oy rovnobezné, vektory 7 a
ng su kolineéarne, t.j., ng = k - n pre nejaké nenulové realne ¢islo k. Teda

(420, —2yo, —1)T = (8k, —6k, —k)"
I

41’0 = 8]{?, —2y0 = —6]{?, —k=-1
I

k=1, x0=2, yo=23, f($0,y0)2_1

(samy overte :)). Hladana rovina oy je teda dotykovou rovinou ku grafu fun-
kcie f(x,y) v bode [2,3,—1] a jej rovnica je 8t — 6y —z+1=10:).

Priklad 6 (priblizné vypocty)
Pomocou prvého diferencialu vhodnej funkcie dvoch premennych stanovme

priblizne hodnotu 1/1.023 4+ 1.973.

Riesenze:

Ako vhodny kandidat sa nam prirodzene pontka funkcia f(x,y) = /23 + y3.
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Chceme zistit jej hodnotu v bode [z, y.] = [1.02,1.97]. Vieme, Ze pre bod
[0, yo] z definiéného oboru funkcie f(x,y), ktory je dostatocne ,blizko“ k
bodu [z, y.], plati

(@4, y.) — f(0,90) = df (w0, y0, b, k)

4

f(x*7y*) ~ f(.flfo, 3/0) + df(x()?yOa h7 k)?

kde prirastky h = =, — z9 a k = y. — yo. Cely vtip je v tom, Ze bod [z, yo| sa
snazime zvolit tak, aby vypocet funkénej hodnoty f(z¢, o) bol ¢o najjedno-
duchsi a podla moznosti presny :). Takym bodom je napriklad [xg, yo] = [1, 2],
kedze f(1,2) = v/12 + 23 = 3. Potom h = 0.02 a £ = —0.03 a prvy diferencial
funkcie f(z,y) v bode [z, yo] vzhladom na bod [z.,y.] je

df(x0>y07 h, k) = f:i;(1>2) h+ f;(la 2) -k,

Ru2 = =0 p2)=

1
df(zo, Yo, h, k) = 3 h+2-k=-0.05.
Pre hladant hodnotu v zadani prikladu potom dostédvame odhad

VI.025 + 1.97% = £(1.02,1.97) ~ f(1,2) — 0.05 =2.95 :).

Priklad 7 (kmetiova funkcia)
Rozhodnime, ¢i vyraz

x )



je prvym diferencidlom nejakej funkcie F(z,y). Ak dno, najdime vsetky ta-
kéto funkcie F(z,y).

Riesenie:
Chceme overit, ¢ existuje funkcia F'(z,y) s vlastnostou

dF(x,y):de—l— J

—dy.
VErE R

Kedze pre (aplny) diferencidl dF(x,y) plati

OF (z,y) OF (z,y)
dF =——>=d —=d
(2, y) o Tt W
dostavame podmienky
r  OF(x,y) y  O0F(z,y)

JEiw o o o

Hladana funkcia F'(x,y) je teda kmetiova funkcia k dvojici

_r N(z,y) = ——2

Postupujeme preto standardne ako pri rieseni exaktnych diferencidlnych rov-
nic. Z vypoctu prvych parcidlnych derivacii

M(z,y) =

Yy
($2 + y2)3

yx

/ [ — —_—_—
My(x7 y) - (IE2 i y2)3

) N;(:L’, y) =
(samy overte :)) vyplyva rovnost M;(z,y) = N, (v,y), ktord zarucuje exis-
tenciu kmenovej funkcie F'(z,y) k dvojici M (x,y) a N(z,y). Plati napriklad

F(z,y) /M:z:y / —x2+y szrC(y)

kde funkcia C(y) je neznédma ,integracnd konstanta“ (integrovali sme neur-
¢ito podla premennej z ;)). Uréime ju na zéklade druhej rovnosti

OF(z,y)

N(z,y) = o



Dosadeni dostaneme (C’(y) oznacuje klasicktl derivaciu funkcie C'(y) podla

premennej y :))
Y Y

Va2 +y? - Va2 +y?
4

C'y)=0 = C(y) =K, K € R je konstanta.

+C'(y)

Vsetky funkcie F(z,y), ktorych prvy diferencidl je rovny vyrazu v zadani
prikladu, maja teda tvar

F(z,y) =22 +y*+ K, K eR.

Poznamenajme, ze kmetiova funkciu F'(x,y) ndjdeme i tak, Ze vypocitame
obidva neur¢ité integraly [ M(z,y)dz a [ N(z,y)dy. Dostaneme tak dve
integracné konstanty C(y) a D(z), ktoré uréime vzdjomnym porovnanim
ziskanych vyjadreni pre funkciu F'(x,y). Konkrétne, v nasom pripade mame

F(Ly):/M(x,y)dm:/\/%dex:\/x2+y2+0(y),
F(a:,y):/N(a:,y)dy:/ﬁdy:\/ﬂ—i—yz—l—l}(w).

Pravé strany tychto rovnosti sa musia identicky rovnat na R?\ {[0,0]}. Nutne
potom C(y) = K = D(x), kde K € R je konStanta :).

Priklad 8 (diferencidly vyssich radov)
Uréme treti diferencial funkcie f(z,y) = z*y* + 3zy® + 22® + 3y? v bode
A=11,2].

Riesenie:
Potrebujeme vypocitat vSetky parcidlne derivécie tretieho radu funkcie f(z, y)
v bode A. Postupne plati (medzivypocty vynechavame)

fio(A) = 24zy® + 12|, = 108,

TTT

f/l/ (A) — fl// (A) — f/// (A) — 24x2y|A = 48,

TTY TYx yTT
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T (A) = [ (A) = [in,(4) = 82° + 18y, = 44,

Yy yxy yxrzr

£ (A) = 18z, = 18

yyy
(samy overte :)). Pre hladany diferencial df(A, h, k) tak mame

d3f(A,h,,k):fm (A)‘h3+3fm (A)~h2l€+3f”/ (A)~h,k2+f/” (A)k?)

= 108h® + 144h*k + 132nk* + 18K®, [h, k] € R%

Niekedy je vhodné vyjadrif prirastky h a k nezavislych premennych z a y v
bode A explicitne, t.j., h = x — 1 a k = y — 2. Diferencidl ma potom tvar

d3f(A, z,y) = 108(z — 1)® + 144(x — 1)*(y — 2) + 132(z — 1)(y — 2)* + 18(y — 2)3

pre [z, y] € R2 Zapis df(A, z,y) je mozné interpretovat ako treti diferencidl
funkcie f(z,y) v bode A vzhladom na bod [z, y] z jej defini¢ného oboru.

Priklad 9 (diferencidly vyssich radov)
Stanovme druhy diferencidl funkcie f(x,y) = ysinz + x cosy v lubovolnom
bode jej defini¢ného oboru.

Riesenie:
Néjdeme parcialne derivacie druhého radu funkcie f(z,y). Plati

foe(@,y) = —ysinz,  fo (z,y) = fy.(z,y) = cosz —siny, f, (r,y) = —zcosy

(samy overte ;)). Potom pre [z, 9], [h, k] € R? dostavame
[,y h,k) = fi(x,y) - B>+ 2f7 (x,y) - hk + fy (z,y) - k?

= —(ysinz) - h* + 2(cosx — siny) - hk — (v cosy) - k*.

V tomto pripade sa prirastky h a k vicSinou vyjadruju v tvare h = dz a
k = dy a do argumentu diferencidlu sa uz potom explicitne neuvadzaju, t.j.,

d*f(z,y) = —(ysinz) - dz? + 2(cosz — siny) - dedy — (z cosy) - dy”.

Poznamenajme, %e zauZivany, ale nie prili§ presny zapis da? znamend (dz)?,
nie viak d(z?) :).
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Priklad 10 (Taylorov polyném)
Zostrojme treti Taylorov polyném T3(z,y) so stredom v bode A = [1,1] pre
funkciu f(z,y) = z¥. Pomocou neho potom uréme odhad hodnoty 1.1192.

Riesenie:
Hladany Taylorov polyném T3(z,y) ma tvar
1 1
jé(xvy) ::j(f4)_%(jf(f47xay)<+'57' de(/qu,y)‘+'§T' d3j1f4axay)‘
Plati f(A) = 1. Dalej potrebujeme uréit prvy, druhy a treti diferencial funkcie
f(z,y) v bode A. Postupne vypocitame parcidlne derivacie potrebnych radov
funkcie f(z,y) v bode A

folA) =y, =1, fi(A) = 2¥Ina], =0,

T Y

fr(A) =yly— 12|, =0, fr(A)=a'In’z|, =0,

TxT vy

Fl(A) = f(A) = 2 +ya Iz, = 1,

f/// (A) _ y(y - 1)(y . Q)ZUy_?"A = (), f/// (A) = 7Y ln?’x‘A = O,

f/// (A) _ f/// (A) _ f/// (A) _ (2y . 1>$y—2 + y(y — 1)33y—2 1nx|A = 1,

Ty TYT yrx

Py = £ty (A) = [3a(A) =y~ I 4207 | = 0

zyy — Jyzy yyx
(samy overte jednotlivé vypocty :)). Pre prislusné diferencialy tak mame

df(d,zy) =a—1, &f(Azy)=2-1)y-1), d&f(Azy)=3-1)*y-1)
(i toto samy overte ;)). Taylorov polyném T3(z,y) ma potom tvar

Li(z,y) =14+ (x—1)+(x—-1)(y—1)+ (:U—l)Z(y—l).

Funkcia T3(z,y) zrejme aproximuje vyraz z¥ pre body |[z,y] z dostatocne
malého okolia bodu A, t.j., plati takyto zaujimavy odhad

e+ (r—1)(y—1)+ (z= 1y 1) pre [z,y] € O(A).

2
V nasom pripade po dosadeni z = 1.1 a y = 1.2 dostaneme
0.12-0.02
112~ 1.140.1-0.02 + — s = 1.1021 ).
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