Priklady na precvicovanie — parcialne derivacie
Riesené priklady

Priklad 1
Vypocitajme smerovii derivaciu funkcie f(z,y) = 22 + 3zy + y? v bode
A =[1,1] v smere vektora @ = (1,2).

Riesenie:
Ulohu budeme riesif dvomi spdsobmi — jednak priamo z definicie smerovej
derivacia, a jednak pomocou gradientu funkcie f(z,y). Smerova derivéicia
funkcie f(z,y) v bode A v smere vektora @ je definovana
OF(A) . f(A+t-m) = f(4)

ou  im t

Plati A+¢-u=[1,1]+¢-(1,2)" = [1 +¢,1 + 2¢], kde parameter ¢ € R. Po
dosadeni postupne dostaneme

————~ = lim
ou t—0 t
2 . . 2 _ 2
:hm(1+t) +3-(1+1¢)- (1+2t)+ (14 2t) 5:hm11t + 15t
t—0 t t—0 t

= lim (11t + 15) = 15.
t—0
Na druhej strane, gradient funkcie f(z,y) ma v Iubovolnom bode [z,y] tvar

Of(z.y) O0f(z,y
oxr = Oy

grad f(z,y) = ( )) = (22 + 3y, 3z + 2y)7.

Nakolko grad f(A) = (5,5)7, pre hladanti smerovii derivaciu potom plati

df(A

%:gradf(fl)‘ﬂ: (5,5)-(1,2)" =5-1+5-2=15 ).
Je potrebné poznamenat, Ze v tomto pripade je vypocet smerovej derivéacie
pomocou gradientu mozny, kedze funkcia f(x,y) ma spojité parcidlne deri-
vacie prvého radu v bode A (samy overte :)).
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Priklad 2
Stanovme smerovi derivaciu funkcie

3 4

S o] £ 10,0,

0, [z,y] # 10, 0],

v bode A = [0,0] v smere vektora u = (3,1).

flz,y) =

Riesenie:
V tomto pripade podla definicie smerovej derivicie mame

) — g LA —TA) L TBLD — 10,0

t—0 t t—0 t

w —0 3 4
. B2z L2TtC —t ) 27 t 27
= hm _— 1 —_— = hm =
t—0

= lim — = — | ==
t—0 t t—0  10t3 10 10 10

(samy overte jednotlivé vypocty ;)). Skiisme teraz aplikovat vypocet smerovej
derivacie pomocou gradientu grad f(A). Zo zadania funkcie f(x,y) musime
parcidlne derivacie f,(A) a f,(A) vypocitat priamo podla definicie, konkrétne

J(@,0) = J(0.0) _ 550

A - R
£(0,9) = £(0,0) b — 0
) - 9 1 +y T _ _
fy(A) = lim 0 = lim T lim(~y) =0

(samy si premyslite :)). Teda grad f(A) = (1,0)%, a nésledne
grad f(A)-u = (1,0)- (3,)" =3 ... ??? : —//

Vidime, ze vypocet pomocou gradientu nam dava nespravny vysledok. Pri-
¢inou tohto pozorovania je fakt, Ze ani jedna z parcidlnych derivécii f,(z,y)
a f,(z,y) nie je spojita v bode A. Skutocne, pre bod [z,y] # [0, 0] plati

Y

l’3 . y4 / B 1'4 +3l’2y2 +2$y4
.ZUQ + y2 (ZEQ +y2)2

fol@,y) = (

xT
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3 —yt\ 9% + 42y’ + 227y
,TQ _|_y2 (.T2 + y2)2

fol@,y) = (

(samy overte :)). AvSak limity

)
lim (T, Y), lim x,
<x,y>e<o,o>f () (2,)—(0,0) July)

neexistuji, ako sa mozno lahko presved¢it (napriklad pomocou polarnych st-
radnic ;)). Preto funkcie f,(z,y) a f,(z,y) nie st spojité v bode A = [0, 0].

Priklad 3
Vypocitajme z}, z, pre z = In(u? + v?), kde u = ycosz a v = xsiny.

Riesenie:
Zrejme z je zloZend funkcia — z = z(u(x,y), v(z,y)). Plati teda
r_ / / /
Zyp = Zy Uy T2, Uy
o I
Zy = Zy Uy 2yt U

Postupne dostaneme

, 2u (—ysinz) + 2v i 2usiny — 2uysinx
2z, = ———-(—ysinxr) + ——— -siny =
w2 42 Y u? + 02 J u? + 02 ’
, 2u n 2v 2u cosx + 2vx cosy
2, = ———= +COSX + ——— - T COSY =
Y U2+U2 U2+U2 Y U2+U2

(samy overte jednotlivé vypocty :)).

Priklad 4
Vypocitajme u, u;, u, pre u = In(r* + v 4 5*), kde r = 20tz gy = 12yz a
s =sin(x +y + 2).

Riesenie:
Funkcia u je zlozend, konkrétne u = u(r(x,y, z),v(x,y, 2), s(x,y, z)). Plati

!/

I oo I
Uy, = U, " T, + U, V, + U, S,
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ro_ / / ! !
Uy = Uy * Ty + Uy Vy + Uy - S

/
y7

! / / / / /./
Uy, = U, T, + U, -V, +Ug - S,.

Nésledne postupne mame (samy overte vypocty ;))

2r 2 1 2s
/I 9Tty Ttz . .
Yo =2y 82 2 ln2+r2+v+s2 2xyz+r2+v+32 cos(w +y + 2),
2r 2 1 2s
r_ +y2+ 2 _
Yy = 2 iyt s2 -2v Z1n2'(2y)+7r2+u+s2 T Z+7’I"2+U+82 cos(z +y + z),
2r 2 1 2s
! Corty+z L2 .
uz_r2+v+52 2 ln2+r2+v+52 xy+r2+v+52 cos(z +y + 2).
Priklad 5

Ukézme, 7e funkcia u = %, kde r = /2% +y? + 22, je rieSenim linedrnej
parcialnej diferencialnej druhého radu

" " "o
Uy + Uy, + Uy, = 0.

Riesenie:
Potrebujeme vypocitat parcidlne derivacie u},, uy, a u, zlozenej funkcie
u=u(r(z,y,2)). Plati
1 T x
/ !/ /
U, = Uy T, = —— =
x T €T 2 3
r 2 +y? + 22 r




(samy si dobre premyslite :)). KedZe premenné z, y, z vystupuju vo funkcii u
symetricky, rovnako plati

" 1 3y2 " 1 32
Uy = ——= +—, U, =——F+—
vy r3 rd ! zz r3 rd

(i toto si samy dobre premyslite ;)). Napokon méame

" + " + S _l_|_3_x2 + _l_|_3_yz + _l+3_22
Uy uyy Uy, = ,r.3 7"5 ,r.3 7"5 7n3 7-5

Funkcia u je teda riesenim rovnice v zadani prikladu. Poznamenajme, ze tuto
tlohu sme mohli riesit aj tak, Ze by sme vo vyraze u = % hned dosadili za

r=\/x2+y%+ 22, t.j.,
1
/22 4 42 422

" " " 3
x> Uyy @ uz,. Dostali by sme

u =

a priamo by sme pocitali parciadlne derivacie u
samozrejme ten isty vysledok :).

Priklad 6

Parcialnu diferencidlnu rovnicu
/ r_
transformujme do novych premennych v = In \/2? 4+ y* a v = arctg £.

Riesenie:
V predlozenej rovnici mame vyrazy z;, z, vyjadrif pomocou vyrazov z,,
2z} . Treba si uvedomit, ze neznama funkcia z je jednak ,priamou“ funkciou
premennych x a y (z pohladu pévodnej rovnice), a jednak zlozenou funkciou
z = z(u(z,y),v(z,y)) (z pohladu transformacie). Preto plati

/

r_ 1 P /.
Ry T Ry Uy T2y Uy a2y = 2, Uy T2,y
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(samy si pozorne premyslite ;)). Na zaklade predpisanej transformacie mame

o x U = Yy V. — — Y v = -
I2+y27 Yy x2+y27 z x2+y2’ ) I2+y2

(samy overte :)). Pre parcialne derivacie 2/, a z, potom dostavame vyjadrenia

x Y xz —yz!
Z, ey Z/ . _— _|_ Z/ . i — u v 7
T u ($2+y2> v :E2_+_y2 :E2+y2

I Y /. T _yZ;—i_xZ;
Ry = Zu 2 2 T2, 2 2] 2 2
e+ e+ Yy T+ vy

(parcidlne derivacie z/, a z, nepozname). Dosadeni do rovnice v zadani pri-
kladu postupne mame

/ /
YA+ 2

. —(r — -0
(z+y) e (z —y) Ry
\[8
(2® +9°) -z, — (22 + %) - 2, 0
x2 + 92 n
I
Z/ _ Z/ —

Posledna rovnica predstavuje hladant transforméaciu povodnej rovnice v za-
dani prikladu do novych premennych wu, v :).

Priklad 7
Linedrnu parcialnu diferencialnu rovnicu druhého radu

4xyz’z'y — 2yz; =0

. , , o _ /z
transformujme do novych premennych v = /xy a v = \/; .



Riesenie:

Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Vyjadrime najprv
prvé parcidlne derivacie 2, a 2,

P /_/_/.\/y /. 1
Zp =2y, Uy T2, UV, = 2 —2\/54—2” Wi =

NS NI
Zy = 2y Uy + 2, Uy, = 2, L=

Y um_zv2\/ﬁ

(samy overte :)). Dalej vyjadrime druht parcidlnu derivéaciu 2, = (),

Z// —= (Z/ . ﬁ _|_ Z/ . L)l
Ty u v
2\/x 27y ),

VAN \/g / \/y / I\ 1 g 1 /

“Eham o), T e e ),
VAY \/g / I\ 1 o 1
_(Z’Lt)y 2\/E+ZU 4\/@+<Zv)y 2\/@ ZU

Ale z!, = 2 (u(x,y),v(z,y)) a

! =zl (u(z,y),v(z,y)) st opit zlozené funkcie,
takze pre parcidlne derivacie (z,), a (z,), analogicky plati

41y

N NZ
(z;);=(z&)&-u;ﬂz;);-v;=z£{u-u;+z£iv-v;:z{Zu-m—ziiv-Nﬁ,

Z/ / — Z’ !/ . u/ _|_ Z/ / . U/ — Z// . u/ “I’Z” . ,U/ — Z// . \/5 _ Z// . \/‘5
( v)y ( 'u)u y ( v)v y vu - Py v " Yy vu 2\/@ VU 9 y3
(samy si pozorne premyslite ;)). Dosadenim do vyjadrenia pre 2

Yy
Z” — Z// . \/E . Z” X \/E . \/g + Z/ . 1
Yy uu 2\/@ uv 2 /—y3 2\/5 u 4 /_l'y

mame

+ Z”.ﬂ_zﬂ. \/E . 1 _Zl.;'
vu 2\/§ vV 9 /_y3 92 /—xy v 4 /_xy3



Po elementarnych upravach dostaneme

1 1 1 1
"o " ’ " ’
Ty Z Zuu T -

Ry T 2w o Byt T =
4,\/y 4g? 4~/ 3

(samy overte :)). Pévodna rovnica v zadani prikladu bude mat preto tvar

z

dayz,, — 2yz, =0

U
4x3/<41121[u+z;'4\/1x*y_2/v/vl431/2_Z;.4j@>_2y<2;.2\\//55_22.2\/\/%> -
U
xy z;’u—z'zguzo
Y
U
w2l — vtz =0 o).

V novej transformovanej rovnici sa uz premenné z,y nemozu explicitne vy-
skytovat. V nasom pripade sme vyuzili rovnosti 2y = u? a ”5’ = v? predpisané
v zadani prikladu. Vo v8eobecnosti je nutné péovodné premenné x,y vyjadrit
pomocou novych premennych u, v.

Priklad 8

VyrieSme linearnu parcidlnu diferencialnu rovnicu prvého radu
x2 +yz =0
T Y y

tak, ze ju transformujeme do novych premennych v =z a v = 2.

Riesenie:
Najprv prislusni rovnicu transformujeme do novych premennych u, v. Je po-

trebné vyjadrit prvé parcidlne derivicie 27, z, pomocou parcidlnych derivécif
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21,z premenné x,y vyjadrit pomocou u, v, a nasledne tieto vyjadrenia do-
sadit do rovnice v zadani prikladu. Tak s chufou do toho :). Plati x = u a
y = zv = uv (samy overte :)). Dalej mame

Y ! / r_ / Y o r U
Zm_zu'ux—{—zv'vx_zu'l_‘_zv'(?)_Zu_zv'a’

1
r_ / / r_ / o

Zy =2y Uyt 2y =2, 0+2, - —=2z - —

x u

(za x,y sme dosadili vyjadrenia pomocou premennych u,v :)). Rovnice v

zadani prikladu potom nadobudne tvar

r2, +yz, =0
4
, 1
u (z — 2, —)+uv~ Z,-— ] =0
u u
¢

u-z,=0 = z,=0 ).

Posledna rovnica je jednoduché parcidlna diferencialna rovnica, ktort vieme
lahko vyrieSit. Z nej vyplyva, ze hladané rieSenie z nezavisi na premen-
nej u, kedze prva parcidlna derivacia z;, je vSade nulova (samy si dobre
premyslite ;)). Preto z je funkciou iba premennej v a mé vSeobecny tvar
z=f(v)=f (%), kde f je lubovolné funkcia jednej premenej, ktora je spojito
diferencovatelnd podla svojho argumentu. Napriklad volbou f(t) = ¢ mame
rieSenie z = i’—z, kym pre f(t) = In(1 + ¢) ziskame rieSenie z =In (1 + £) :).



