Priklady na precvic¢ovanie — lokalne, globalne a viazané
extrémy funkcii viac premennych

Riesené priklady — lokalne extrémy

Priklad 1
Uréme vSetky lokalne extrémy funkcie

1 1
flzy) =dz—y+—-—-.
Ty

Riesenie:
Funkcia f(x,y) ma parcidlne derivéicie prvého radu definované vo vsetkych
bodoch svojho defini¢ného oboru, preto sa hladané lokalne extrémy mozu na-
dobudat iba v jej stacionarnych bodoch. Zistime teda, kde sa nuluj parcidlne

derivacie f;(z,y) a f,(z,y)

1

fi(z,y)=4—==0 = 2a2°= - = 3

1
f;(m,y)=—1+E=0 — P=1 = y==£l

Funkcia f(z,y) ma teda $tyri stacionarne body, a to

ECENEI N

(samy overte :)). Dalej vySetrime definitnost Hessovej matice H(z,y) funkcie
f(z,y) v tychto bodoch. Pripomenime, ze Hessova matica H(x,y) (nazyvana
tieZ hessidn :)) je definovana

l

Hy(a.y) == ( T2 0)  Jy(00) )

we(TY) [y (T,y)

a teda v nasom pripade



(samy overte ;)). Pre jednotlivé stacionarne body postupne mame

1 16 0 . o
Hy <§, 1) = ( 0 _2 ) indefinitna,

1 -16 0 . o
Hy (—5, —1) = ( 0 9 ) indefinitna,

(i) (5 1)

(i toto samy overte :)). V bodoch [1, 1] a [-1, —1] teda lokdlny extrém
nenastava, kym v bode [—2 1} mé funkcia f(x,y) ostré lokdlne maximum s
hodnotou f (—%, 1) = —6 a v bode [2, —1} ma funkcia f(z,y) ostré lokalne
minimum s hodnotou f (5, —1) = 6 (nech ¢itatela nepomyli, Ze lokalne ma-
ximum je mensie nez lokalne minimum ;)).

Priklad 2
Najdime vSetky lokalne extrémy funkcie
222 2
feys) =+ +=+2  y2>0
dr  y

Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Stanovime vsetky

staciondrne body funkcie f(z,y, z), t.j.,
y? 2 2
f;(x,y,)—l—wzo = 4a° =y°,

f;(x,y,z)zi—z—:O = P =27,



2z 2 3
f;(x,y,z):?—gzo = =y
(samy overte jednotlivé vypocty :)). RieSime teda ststavu rovnic

4 =92, P =2u22 P =y.
Nechdvame na citatela, aby ukézal, Ze za predpokladu z,y,z > 0 ma tato
stustava rovnic jediné riesenie [%, 1, 1]. Funkcia f(z,y, 2z) mé teda jeden sta-
cionarny bod [%, 1, 1]. Hessova matica H¢(x,y, z) funkcie f(z,y, z) ma tvar

2
" " " Y- —- Y 0
T Ty xz 23 2x2 )
_ " " " _ Y 1 2z° _ 2z
Hy(x,y,2) = yr  Jyy yz - %7 22 T 23 2
" " " 2z 2 + 4
2T 2y zz y2 Y 23

(samy overte ;)). Dosadenim daného stacionarneho bodu funkcie f(x,y, 2)
do vyrazu Hy(z,y, z) ziskame ¢iselni maticu a napriklad podla jej hlavnjych
minorov zistime jej definitnost, konkrétne

. 4 -2 0
Hy (5, 1, 1) - -2 3 —2]>0
0 -2 6

(i toto samy overte :)). Funkcia f(x,y,z) ma preto v bode [l 1, 1] ostré

2
lokéalne minimum s hodnotou f (%, 1, 1) =4:).

Priklad 3
Stanovme vsetky lokalne extrémy funkcii

a) flz,y)=2>+1y° D) glz,y) =2 +y"

Riesenie:
a) Kedze f,(z,y) = 20 = 0 a f(v,y) = 3y? = 0, vidime, Ze funkcia
f(z,y) ma jediny stacionarny bod [0, 0]. Prislusny hessian Hy(x,y) funkcie

f(z,y) ma tvar
" 1 2 0
e = (5 )= (5 o)
v )=\ e
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(samy overte :)). V bode [0, 0] potom mame

H,(0,0) = (g 8 )

Matica H;(0,0) mé zrejme vlastné ¢isla A\; = 2 a Ay = 0. Je preto pozitivne
semidefinitné, avSak nie je pozitivne definitna. V tomto pripade bohuzial ne-
vieme pomocu hessianu H (0, 0) rozhodnuf, ¢ v bode [0, 0] ma funkcia f(x,y)
lokélny extrém :(. Musime pouZif priamo definiciu lokdlneho extrému. Plati
£(0,0) = 0. Dokazeme, 7Ze v staciondrnom bode [0, 0] nenastéva pre funkciu
f(z,y) lokdlny extrém. Inymi slovami, ukdzeme, Ze v kazdom okoli bodu
0,0] existuje bod [z1,y1] taky, ze f(x1,y1) > 0, a zaroveil bod [z, yo] taky,
ze f(xq,y2) < 0. Pre e > 0 uvazujme okolie O, bodu [0, 0] tvaru \/22 + y2 <
(okolie indukované euklidovskou metrikou og). Body

ol = (0.5 2 feauel = [0, 5]

zrejme patria do okolia O, (samy overte :)). Naviac plati

g3 g3
f(z1, 1) =3 >0 a f(z2,12) Y <0

(i toto samy overte ;)). Posledné nerovnosti platia pre lubovolné ¢ > 0, t.j.,
pre kazdé okolie O. bodu [0,0]. Preto v bode [0, 0] funkcia f(z,y) nema lo-
kalny extrém funkcie (bod [0, 0] sa v tomto pripade nazyva sedlovy :)).

b) Analogickou tivahou ako v ulohe a) zistime, Ze g(x,y) ma jediny sta-
cionarny bod [0, 0]. Pre odpovedajicu Hessovu maticu Hy(z,y) plati

ng,y):(ﬁ 120yz) = Hg<070>:(<2> 8)

(samy overte detaily ;)). Ihned vidime vlastné ¢isla matice Hy(0,0), kon-
krétne \; = 2 a Ay = 0. Matica H,(0,0) je teda opét pozitivne semidefinitna,
ale nie je pozitivne definitna. Charakter bodu [0,0] musime preto vySetrit
na zaklade definicie lokélneho extrému. Plati g(0,0) = 0 a pre [z,y] € R?
je g(z,y) = 22 + y* > 0. Teda g(x,y) > ¢(0,0) pre kazdé [z,y] € R? ¢o
znamena, ze funkcia g(x,y) nadobtda v bode [0, 0] svoje lokdlne minimum s
hodnotou ¢(0,0) = 0. Naviac, toto lokdlne minimum je ostré (samy si pre-

myslite vSetky tieto zavery ;)).



Riesené priklady — globalne extrémy

Priklad 4

Uréme najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie

flay) =z’ (4 —z—y)

na mnozine M C R? ohranidenej priamkami z = 0, y =0 a x +y = 6.

Riesenie:
Mnozina M je zrejme zjednotenim vnitra a hranice rovinného trojuholnika
s vrcholmi v bodoch A = [0,0], B = [6,0] a C' = [0, 6] (samy nakreslite :)).
Néjdeme staciondrne body funkcie f(z,y) leziace vo vnitri mnoziny M, t.j.,

[z y) =y d-z—y) —2y’=0 = y(d-z-y) =ay’,

x>0, y>0, 6>z+y

(samy overte ;)). Nechdvame na ¢itatela, aby ukazal, Ze tento systém rovnic
a nerovnic mé jediné rieSenie x = 1 a z = 2 :). Funkcia f(z,y) mé teda
vo vnuitri mnoziny M jediny stacionarny bod [1,2] s hodnotou f(1,2) = 4.
Skimajme teraz funkéné hodnoty na hranici M mnoziny M.

e tUsecka AB —y =0 ax € [0,6] (symbol |[...] teraz znamena uzavrety

interval). Na tsecke AB plati f(z,y) = f(z,0) = 0, t.j., funkcia f(x,y)
je konstantna s hodnotou 0.

e Usecka AC' —xz =0avy € [0,6]. Na tsecke AC plati f(x,y) = f(0,y) =
0, t.j., funkcia f(z,y) je opét konstantnd s hodnotou 0.

e Usecka CB —y = 6 —x a x € [0,6]. Na usetke CB plati f(z,y) =
flx,6 — ) = —2x(x — 6)2, t.j., funkcia f(z,y) sa sprava ako funkcia
jednej premennej z. Oznacime ju g(z) := —2x(x — 6)%. Je potrebné
néjst globalne extrémy funkcie g(z) na uzavretom intervale [0, 6]. Plati

gd(x)=-2(x—6)(3z—6)=0 = =06, resp. x = 2.

V otvorenom intervale (0,6) ma teda funkcia g(x) len jeden stacionarny
bod = = 2 s hodnotou ¢(2) = —64. Z pohladu funkcie f(z,y) sa jedna
o bod [2,4] a f(2,4) = —64. V krajnych bodoch intervalu [0, 6] plati

9(0) = f(C) = f(0,6) =0 a g(6) = f(B) = f(6,0) = 0.
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Vidime teda, Ze globalne maximum funkcie f(z,y) sa nadobuda v bode [1, 2]
s hodnotou f(1,2) = 4, kym globalne minimum funkcie f(z,y) sa nadobtda
v bode [2,4] s hodnotou f(2,4) = —64 ).

Priklad 5

Uréme najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie

flz,y) = —2" —y* + 2y

na mnozine M C R? danej relaciou 2% + y? < 16.

Riesenie:
Postupujeme podobne ako v predchadzajicom priklade. Mnozina M je zrejme
uzavrety kruh so stredom v bode [0, 0] a polomerom 4 (samy zakreslite ;)).
Néjdeme stacionarne body funkcie f(z,y) leziace vo vnutri tohto kruhu

folzy) = =22=0, fi(z,y)=—-2y+2=0, 2*+y°<16.

Uvedenym podmienkam vyhovuje jediny bod [0,1] (samy overte :)). Fun-
kcie f(z,y) ma teda vo vnutri M jediny staciondrny bod [0, 1] s hodnotou
f(0,1) = 1. Dalej sa pozrieme na lokalne extrémy funkcie f(z,y) leziace na
hranici mnoziny M, t.j. na kruznici z2 + y? = 16.

e horné polkruznica — y > 0, a teda y = /16 — 22. Funkcia f(z,y) sa
sprava ako funkcia jednej premennej z, konkrétne

g(x) = f(x, V16 — 22) = =16 + 216 — 22, x € [—4,4].

(samy overte :)). Hladdme globélne extrémy funkcie g(x,y) na uzavre-
tom intervale [—4,4]. Kedze

2z

=9
V16 — 22

funkcia g(z) ma v otvorenom intervale (—4,4) jeden staciondrny bod
x = 0 s hodnotou ¢(0) = —8. Z hladiska funkcie f(x,y) sa jedna o
bod [0,v16 — 0%] = [0,4] a f(0,4) = —8. V krajnych bodoch intervalu
[—4,4] mame g(—4) = f(—4,0) = —16 a g(4) = f(4,0) = —16.

g'(z) = —

= z =0,



e dolné polkruznica — y < 0, a teda y = —v/16 — 22. Postupujeme po-
dobne. Funkcia f(x,y) sa sprava ako funkcia jednej premennej z, t.j.,

h(z) = f(z,—V16 — 2?) = =16 — 2V16 — 22, =z € [—4,4].
Hladdme globélne extrémy funkcie h(x) na intervale [—4, 4]. Plati

2x

V16— 22

Hodnota h(z) v stacionarnom bode z = 0 je h(0) = —24. V reci funkcie
f(z,y) sa jednd o bod [0, —+/16 — 0%] = [0, —4] a f(0,—4) = —24. V
krajnych bodoch intervalu [—4,4] plati h(—4) = f(—4,0) = —16 a
h(4) = f(4,0) = —16.

0 = z=0.

h'(z) =

Zaver je teda taky, Ze globdlne maximum funkcie f(x,y) na mnozine M
predstavuje hodnota 1 a nadobuda sa v bode [0, 1], kym globalne minimum
funkcie f(z,y) na mnozine M je hodnota —24 a nadobuda sa v bode [0, —4].

Priklad 6
Pomocou metddy vrstevnic stanovme najvécsiu a najmensiu hodnotu funkcie
f(x,y) = x + y na mnozine M = {[z,y] € R? : |z| <1, |y| < 1}.

Riesenie:
Zakreslenim mnoziny M zistime, Ze sa jedna o Stvorec s vrcholmi v bodoch
A=[-1,-1], B =[1,-1], C = [1,1] a D = [-1,1]. Vrstevnice funkcie

f(z,y) st zrejme priamky = +y = ¢, ¢ € R, t.j., rovnobezné s osou dru-
hého a stvrtého kvadrantu, pricom vrstevnica odpovedajica danej hodnote
¢ prechddza bodmi [0, ¢] a [¢, 0] (samy si premyslite ;)). VSimnime si, Ze po-
loha vrstevnice x + y = ¢ priamo urcuje hodnotu funkcie f(z,y) — vSade na
vrstevnici  + y = ¢ ma f(x,y) rovnakd hodnotu rovna ¢. Zaujimaji nés
iba tie vrstevnice, ktoré pretinaju Stvorec M. Nie je fazké si uvedomit, ze
posunom vrstevnic smerom od vrchola C' k vrcholu A bude hodnota para-
metra ¢ klesat. Teda maximélne ¢ sa nadobtda na vrstevnici prechadzajtcej
vrcholom C' = [1,1], priom v tomto pripade ¢ = 1 + 1 = 2. Na vrstevnici
x +y = 2 bude preto funkcia f(z,y) nadobtidaf svoju najviiésiu hodnotu
na M rovnu 2. Podobne, minimélne ¢ je pre vrstevnicu prechadzajiucu vr-
cholom A = [—1,—1], prifom ¢ = —1 — 1 = —2. Preto najmensia hodnota



funkcie f(x,y) na mnozine M je rovnd —2 (samy si dobre premyslite jednot-
livé argumenty :)). Metéda vrstevnic je uzito¢nou pri zistovani globalnych
extrémov funkcii v pripade, ak vrstevnice si pomerne jednoduché krivky,
napriklad priamky, kruznice apod. Tento postup funguje i pre funkcie troch
a viac premennych. Nakoniec poznamenajme, ze rovnaké vysledky by sme
dostali i pomocou obvyklého aparatu v predchadzajucich prikladoch :).

Riesené priklady — viazané lokalne extrémy

Priklad 7

Urc¢me lokalne extrémy funkcie
fla,y) = V3 —y+2

za pritomnosti viizby 2% + 2x + y* = 0.

Riesenie:
Ulohu budeme riesif metédou Lagrangeovich multiplikatorov. Zostavime Lag-
rangeovu funkciu L(z,y) prislichajicu funkcii f(z,y) a danej viizbe

L(z,y) =V3z —y+2+ X (2 + 2z + ).

Stanovime staciondrne body funkcie L(x,y) a nezndmy Lagrangeov multip-
likator A. Postupne plati

L'(z,y)=V3+2x+22=0 = x:_l_Z_\/j

1

L =—14+2\y=0 — = —.

W (7,9) + 2y v=5x

(samy overte :)). Tieto vyjadrenia nezndmych = a y pomocou neznamej A
dosadime do vézbovej podmienky a dostaneme (véizbovi podmienku kvoli

zjednoduseniu vypoc¢tov upravime na Stvorec :))
?4+2r+yP=0 <<= (z+1)>*+y°=1

4



1

A2
(samy overte detaily vypoctov ;)). Lagrangeova funkcia L(z,y) mé teda v
zévislosti na multiplikadtore A dva stacionarne body, konkrétne

ﬁl]

=1 = AX==1

_1_|__ _

pre hodnotu \ = -1 — A; = 5 3

] 1]
2

2
(i toto samy overte :)). VySetrime teraz definitnost druhého diferencialu fun-
kcie L(x,y) v bodoch A; a Ay s ohladom na vézbovi podmienky. Pre dife-
rencial d*L(x,y) vieobecne plati

pre hodnotu \y =1 — Ay, =

Ly (x,y) =2X, Ly (v,y) = Ly,(r,y) =0, Ly, (r,y) =2\

4
d?L(z,y) = 2X\ - (dz)? + 2X - (dy)?
(samy overte :)). Diferencujeme teraz viizbovii podmienku

dz*+22+9*) =0 = 2zxdr+2dr+2ydy=0 = (z+1)dz+ydy=0

(pozri poznamku na konci tohto dokumentu :)). Uvazujme stacionarny bod
A; a k nemu odpovedajuci Lagrangeov multiplikator A\;. Tieto vstupné data
dosadime jednak do diferencialu d®L(z,y), a jednak do diferencovanej viiz-
bovej podmienky, t.j.,

d’L(A;) = 2)\; - (dz)? + 2); - (dy)? = —2(dx)? — 2(dy)?,

1
g'dx_?dy:o — dy=+3dx.



Posledna rovnost nam udéva vzfah medzi prirastkami dx a dy v bode A;
indukovany vézbovou podmienkou. Vo vyjadreni d*L(A;) s ohfadom na viizbu
nie su teda veli¢iny dz a dy nezavislé, pricom plati

d’L(A;) = —2(dx)? — 2 - 3(dz)* = —8(dx)?
(dy)?
Y

(samy si vSetko pozorne premyslite :)). Vidime, Ze druhy diferencial d*L(A;)
je za pritomnosti viizbovej podmienky negativne definitny, a preto v bode
A; mé funkcia f(x,y) (viazané) ostré lokalne maximum vzhladom na viiz-

bovit podmienku v zadani prikladu s hodnotou f(A4;) = 4 — v/3. Podobnym
sposobom vySetrime i stacionarny bod A, s multiplikatorom Ay. Mame

d?L(As) = 2)g - (dz)* + 2y - (dy)? = 2(dz)? + 2(dy)?,

3 1

2 2
U
A2L(Ay) = 2(dz)? + 2 3(dx)? = 8(dx)?
(dy)?
Y

(samy overte ;)). Nakolko je druhy diferencial d2L(As) pozitivne definitny, v
bode A; méa funkcia f(z,y) (viazané) ostré lokdlne minimum vzhladom na
predpisanti viizbu s hodnotou f(Ay) = —v/3 :).

Priklad 8
Néjdime lokalne extrémy funkcie f(x,y) = In (z + y) vzhladom na mnozinu
M C R? dani podmienkou zy = 1.

Riesenie:

Postupujeme rovnako ako v predchadzajicom priklade. Zostrojime prislusna
Lagrangeovu funkciu L(z, y)

L(z,y)=In(z+y)+ X (zy — 1)

10



(véizbovli podmienku sme upravili na tvar xy — 1 :)). Stanovime stacionarne
body funkcie L(z,y), ktoré spliiaju predpisant vizbovi podmienku, t.j.,

1
Lé(m,y)zx—er)\y:O = _x+y:)\y’
Drg) = —— 4 A =0 — —— =
y‘T?y—x_’_y xr = x+y_ x.

Z tychto dvoch rovnic napriklad mame A\x = Ay, z ¢oho x = y (kedze X\ # 0,
samy si premyslite preco :)). Dosadenim do viizbovej podmienky zy = 1
dostaneme 22 = 1, a tak + = £1 a y = £1. Hodnota x = —1 nevyho-
vuje, nakolko bod [—1, —1] nepatri do defini¢ného oboru funkcie L(z,y) a
ani funkcie f(z,y). Lagrangeova funkcia L(z,y) méa teda jediny stacionarny
bod A = [1,1] leziaci v mnozine M. Tomuto bodu odpovedd Lagrangeov
multiplikdtor A = —1 (samy overte ;)). Aby sme sa zistili, ¢i v tomto bode
ma funkcia f(z,y) viazany lokdlny extrém (vzhladom na mnozinu M), je po-
trebné zostrojit druhy diferencial d2L(A) s ohladom na viizbovii podmienku

xy = 1. Postupne dostavame

1 1 1 1
Ll/ A - - —_ __ L// A - - — _
xx( ) (.Z'+y)2 N 47 yy( ) ($+y)2 4 47
1
Lgy(A) = Lga:(la 1) = - 3 +A| = _§
(x +vy) N 4

1
PL(A) = — L (da)? - gdxdy - (dyy

1
4
(samy overte :)). Diferencujeme este viizbovii podmienku v bode A. Plati

dizy—1)=0 = ydr+ady=0 = dy = —dz
(i toto samy overte :)). Diferencial d?L(A) m4 preto vzhladom na mnoZinu
M v zadani prikladu tvar

3

d*L(A) = -3

(d2)? — 2 (dz) - (—da) —}l (—da)? = (da)?

dy (dy)?

1
4
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Kvadratickd forma d?L(A) je teda pozitivne definitna, a preto ma funkcia
f(z,y) v bode A viazané ostré lokalne minimum s hodnotou f(A) = In2.

Poznamenajme, Ze tloha sa dala riesif i tak, Ze z viizbovej podmienky
zy = 1 vyjadrime napriklad prementi y = 1 a dosadime ju do funkcie f(z,y).
Ziskame tak funkciu jednej premennej g(z) = f (m, %) = In (x + %) a Stan-
darnym sposobom hladdme jej lokdlne extrémy. Nechédvame na citatela, aby
overil, ze dostaneme rovnaky vysledok :).

Priklad 9

Zistime viazané lokalne extrémy funkcie
fla,y,z) =a® +y* +2°
za pritomnosti vizieb z+y—32+7=0az—y+2+3=0.

Riesenie:
V tomto pripade méame dve viizbové podmienky, a teda v prislusnej Lagran-
geovej funkeii L(z,y) sa objavia dva multiplikitory A a w

L(z,y,2) =2 + 9> + 22+ X (x+y—32+7) +w- (x—y+2z+3).

Uréime stacionérne body funkcie L(x,y, z) vyhovujice predpisanym viizbam

A
Loy =2t A4w=0 — a=-21%
/ w—A
L(r,y,2) =2y+A~w=0 = y= 9

3\ —
L/Z<x7yaz):22_3)\+wzo e A 2(,()

Ziskané vyjadrenia neznamych z, y, 2 pomocou A a w dosadime do vézbovych
podmienok a po upravach dostaneme

1IN +3w+14=0, A—w+2=0

N ot

(samy overte ;)). Tato sustava mé jediné rieSenie \; = 2 a w =
3

9

5y Z

29
nésledne z = —Z, y =1 a z = 2 (i toto samy overte ;)). Funkcia L(z,

¢oho
2 y7Z>
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teda ma jeden stacionarny bod A = [—%, 1, %} spliiajici vizbové podmienky

v zadani prikladu. Zostrojime na druhy diferencial funkcie L(zx,y, z) v bode
A. Postupne mame

Ly (A) = Ly, (A) = L2.(A) = 2,

Lyy(A) = Ly, (A) = L7 (A) = L7, (A) = L. (A) = L7, (A) = 0
(samy overte :)). Plati teda
d’L(A) = 2(dz)? + 2(dy)? + 2(d2)>.

Dalej diferencujeme viizbové podmienky v bode A a nijdeme vzfahy medzi
prirastkami dz, dy a dz, konkrétne

dlz+y—32+7) =0 = dor+dy—3dz=0,

dx—y+2+3)=0 = dr—dy+dz=0.

Z tohto napriklad mame dy = 2dz a dz = dz. Dosadenim do ziskaného
vyjadrenia druhého diferencialu d2L(A) dostaneme kvadratickt formu iba
jednej premennej dz, ktora je pozitivne definitna

d’L(A) = 2(dz)* + 2 - 4(dz)* +2 - (dz)* = 12(dx)* > 0 ).
—— ~——
(dy)? (dz)?
Funkcia f v bode A viazané ostré lokalne minimum s hodnotou f(A) = 3—21
Vsimnime si, ze tento vysledok vyplyva i na zaklade definitnosti diferencialu
d?L(A) bez toho, aby sme uvazovali viizbové podmienky, kedZe i kvadratickd
forma troch premennych dx, dy a dz

d’L(A) = 2(dz)* + 2(dy)* + 2(dz)?

je pozitivne definitna (samy si dobre premyslite :)). Toto pozorovanie komen-
tujeme i na konci nasledujiceho prikladu.

Priklad 10
Uréme viazané lokalne extrémy funkcie

f(z,y,2) = 2y®2°
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za pritomnosti vizieb z + 2y +32 =6, x >0,y > 0, z > 0.

Riesenie:
Prislusni Lagrangeova funkcia L(z,y, z) ma tvar

L(y,z,2) = 2y?2° + A+ (z + 2y + 3z — 6).

Stacionarne body funkcie L(z,y, z) reSpektujice predpisané viizby uréime z
nasledujtcej ststavy rovnic a nerovnic

L (z,y,2) =y*2* + X =0,

_ 3 _
L(z,y,2) = 2xyz" +2) =0,
L (x,y,2) = 3zy*2* + 3\ = 0,

r+2y+32=6, >0, y>0, 2z>0.

Nechdvame na Citatela, aby sa presveddil, Ze tento systém relacii mé jediné
rieSenie r =y = z =1 a A = —1 :). Kandiddtom na viazany extrém funkcie
f(z,y,2) je teda bod A = [1,1,1]. Aby sme zistili jeho charakter, vySetrime
druhy diferencial d?L(A) funkcie L(x,y, 2) v bode A s ohladom na predpisané
viizbové podmienky. Diferencial d2L(A) méa tvar

d*L(A) = L}, (A) - (d)* + Ly, (A) - (dy)* + LL.(A) - (d2)*
+2L7,(A) - dady + 2L}, (A) - dedz + 2L, (A) - dyd=.

Potrebujeme teda vypocitat vSetky parcidlne derivacie druhého radu funkcie
L(z,y,z) v bode A. Plati

LZI(A) =0, Lgy(A) =2, le/z(A) =0,
Ly (A) =2, Li(A)=3, Ly (A)=6
(samy overte ;)). Po dosadeni do vyrazu pre d?L(A) dostaneme
d’L(A) = 2(dy)® + 6(dz)? + 4dzdy + 6dzdz + 12dydz.

Jednd sa teda o kvadratickt formu troch premennych dz, dy a dz. Musime
si v8ak uvedomit, Ze prirastky dx, dy, dz nie st vzadjomne nezavislé. Mo-
Zeme s nimi hybat iba v stlade s viizbovymi podmienkami v zadani prikladu.
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Vztah medzi dx, dy a dz ziskame tak, Ze diferencujeme predpisani vizbovi
podmienku v bode A, t.j.,

dz+2y+32—-6)=0 = dor+2dy+3dz=0,

z ¢oho napriklad dz = —2dy — 3dz. To m4 za nésledok redukciu d?L(A)
na kvadratickt formu dvoch premennych dy a dz. Konkrétne, po dosadeni a
uprave ziskame vyjadrenie

d*L(A) = —6(dy)? — 12(d2)? — 12dydz

(samy overte :)). A% teraz skiimame definitnost formy d?L(A) :). Jej matica

-6 —6
(—6 ~12 )
je negativne definitnd (samy overte pomocou hlavnych minorov ;)). V bode
A ma teda funkcia f(x,y, z) vzhladom na predpisané viizby (viazané) ostré
lokalne maximum s hodnotou f(A) = 1.
Tento priklad ilustuje nutnost re§pektovania viizbovej podmienky pri skii-

mani definitnosti diferencialu d?L(A). Ak by sme totiZ o definitnosti d?L(A)
rozhodovali na zaklade jeho vSeobecného vyjadrenia

d’L(A) = 2(dy)® + 6(d2)? + 4dzdy + 6dzdz + 12dydz,

bez ohladu na pritomna vizbu x 4 2y + 3z — 6 = 0, dospeli by sme k zaveru,
7e d2L(A) je indefinitny. Vyplyva to z toho, Ze v tomto pripade je d?L(A)
kvadratickou formou troch premennych dz, dy a dz a matica tejto formy (pri
(dx)? je koeficient 0 :))

0 2 3

2 2 6

3 6 6
je indefinitnd (samy sa presvedéte ;)). Lagrangeova funkcia L(x,y, z) teda
nemé v bode A lokdlny extrém. To vSak ale eSte neznamena, %e v bode A nema
ani funkcia f(x,y, 2) viazany lokdlny extrém :). Je potrebné si uvedomit, ze ak
funkcia L(z,y,z) ma v bode A, ktory vyhovuje vizbovym podmienkam, lo-
kalny extrém, potom je to zaroveri i viazany lokalny extrém funkcie f(z, vy, 2)
(samy si dobre premyslite pomocou vhodného obrazku :)). To ndm niekedy
ulahc¢uje zivot, nakolko v tomto pripade nemusime brat do tvahy viizbové
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podmienky pri zistovani charakteru stacionarnych bodov funkcie L(zx,y, 2)
(pozri zaver Prikladu 9). AvSak vo vSeobecnosti ignorovanie vizbovych pod-
mienok modze mat za nasledok stratu viazanych lokalnych extrémov, ako sme
sa o tom teraz presved¢ili :).

Priklad 11
Na parabole 4> = 4z nijdime bod, ktory mé najmensiu vzdialenost od
priamky x —y +4 = 0.

Riesenie:
Tento priklad je zamerany na geometrickt aplikaciu znalosti o viazanych
extrémoch funkcii viac premennych. Nech A = [z,y] je Tubovolny bod na

parabole y*> = 4r a B = [u,v] Tubovolny bod na priamke u — v + 4 = 0.
Potom vzdialenost o(A, B) bodov A a B je rovna

o(A, B) = /(x — u)* + (y — v)?

(uvazujeme Standardnt euklidovska vzdialenost :)). Vidime, Ze o(A, B) je
funkciou $tyroch premenngch z, y, u a v splnajtcich dve viizbové podmienky

v =4r a u—v+4=0.

KedZe s odmocninami sa pracuje pomerne tazkopadne, budeme uvazovat
druhtt mocninu vzdialenosti p*(A, B). Nechavame na citatela, aby si premys-
lel, Ze body Ay, By, v ktorych sa minimalizuje funkcia o(A, B), st préve tie,
v ktorjch sa minimalizuje i funkcia ¢?(A, B) a naopak :). Preto bez ujmy na
v8eobecnosti budeme uvazovat funkciu f(z,y,u,v) s predpisom

f($7y7u7v) = (iL‘—u)2 + (y—?))2.

NasSou tlohou je najst viazané globalne minimum funkcie f za predpokladu
podmienok y?> —4x = 0 a w — v + 4 = 0 :). Postupujeme podobne ako v
predchédzajucich prikladoch. Prislusné Lagrangeova funkcia L(z,y, u,v) je

L(z,y,u,v) = (x —u)? + (y —v)* + X (v* —42) +w- (u — v +4).
Stanovime jej stacionarne body vyhovujice danym vizbovym podmienkam

L (z,y,u,v) =2(x —u) — 4\ = 0, L;(:L‘,y,u,v) =2(y—v)+2X-y=0,
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L,(z,y,u,v) = —2(x —u) +w =0, Ll (z,y,u,v) = =2(y —v) —w =0,

y? — 4z =0, u—v+4=0.
Tato sustava piatich rovnic s nezndmymi z, y, u, v, A\, w ma jediné rieSenie

7 3 3
S -2
YTy 1 YT
(samy overte ;)). Funkcia L(z,y,u,v) ma preto jediny stacionarny bod C' =
[1, 2, —%, %] splhajtci dané viizbové podmienky. VySetrime teraz definitnost
druhého diferencialu funkcie d*L(C). Postupne méme

IR

(samy overte :)). Potom
d*L(C) = 2(dz)? + ; (dy)? + 2(du)? + 2(dv)? — 4dzdu — 4dydo.

Potrebujeme este diferencovat viizbové podmienky v bode C' a najst vztah
medzi prirastkami dx, dy, du a dv. Plati

diy? —4r) =0 = 2ydy—4dz =0 SE o dy = dx,

du—v+4)=0 = du—dv=0 = dv=du.

Po dosadeni do vyrazu pre d*>L(C) ziskame kvadratickii formu dvoch pre-
mennych dz a du, konkrétne

d’L(C) = 2(dz)? + T (dz)? +2(du)? + 2 - (du)® —4 - dzdu — 4 - dody
2 N—— S~~~
(dy)? (dv)? dydv

L(C) = % - (d2)? + 4(du)? — 8dwdu
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(samy overte ;)). Posledné kvadraticka forma dvoch premennych dz a du je
pozitivne definitnd, nakolko jej odpovedajica matica

11
L -
4 4
je pozitivne definitné (samy overte podla hlavnych minorov :)). Preto funkcia
f(z,y,u,v) ma v bode C viazané ostré lokalne minimum s hodnotou f(C) =
2. Zéroveii sa jednd i o viazané globélne minimum funkcie f(z,y,u,v) (samy
si premyslite preco ;)).
Vratiac sa k nasmu poévodnému problému, dospeli sme k nasledujiicemu

zéveru. Bod Ay = [1,2] na danej parabole a bod By = [—1, I] na danej
priamke maji najmensiu vzajomnu vzdialenost s hodnotou

Q(AO,BO) = f(C) = E

Bod Ay méa teda najmensiu moznu vzdialenost od priamky v zadani prikladu
(samy si dobre premyslite :)).

Poznamka k diferencovaniu viizbovych podmienok
V tejto poznamke strucne vysvetlime, ¢o to znamend diferencovat vizbovi
podmienku v nejakom bode. Uvazujme napriklad véizbu v tvare

2 +eVz +yfcosr =2,

a ktora chceme diferencovat v bode A = [0, —1, e] vyhovujiicom danej viizbe
(samy overte :)). To znamené prepisat dani vizbovii podmienku na tvar

v +e¥z+y?cosr —2 =0,

najst prvy diferencidl funkcie f(z,y,2) = 2> +e¥z + y?cosz — 2 v bode A a
polozit ho rovny nule :). Postupne plati
fi(A) =2z —y?sinz|, =0, f(A)=e’z+2ycosz|,=—1, fl(A)=¢e"|,=¢"

T Y z

(samy overte :)). Pre prvy diferencial df(A) potom mame

df(A)=0-dr —dy +e 'dz = —dy + e *dz.
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Posledny vyraz polozime rovny nule, t.j.,
—dy+eldz=0 = dz=edy.

Nuz a takto sme uvedent viizbu diferencovali v bode A :). Co to vSak v
skutoc¢nosti znamena? Dané vizba istym spdsobom viaze premenné x, v, z.
V nagom pripade to bude zrejme nejaka plocha v R3, konkrétne s rovnicou
z = e Y2 — 2% — y?cosx). Ked sedime na nejakom zafirovanom bode A
tejto plochy a chceme sa presunit do iného bodu na tejto ploche, nemozeme
s prirastkami dz, dy, dz Sibrinkovat Tubovolne, chceme predsa stale zostat
na danej ploche. Preto dz, dy, dz v.danom bode A nie st nezavislé, a teda
spolu nejako suvisia. Tym, ze dana véizbu (plochu) diferencujeme v bode A,
najdeme tuto stuvislost, konkrétne mame dz = edy :). Ak dz a dy zvolime
Tubovolne, prirastok dz je uz uréeny jednoznacne. V inom bode danej plochy
je zavislost prirastkov dz, dy a dz pochopitelne ind (preto je i zvyraznené
slovo ,zafixovany* ;)).
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